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ОДНОМЕРНОЕ (k, a)-ОБОБЩЕННОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ1

В.И. Иванов

В работе изучается двупараметрическое (k, a)-обобщенное преобразование Фурье Fk,a, k, a > 0, на

прямой. При a 6= 2 оно обладает деформационными свойствами и, в частности, для функции f из про-

странства Шварца S(R) Fk,a(f) может не быть бесконечно дифференцируемым или быстро убывающим

на бесконечности. Доказано, что инвариантным множеством для обобщенного преобразования Фурье Fk,a

и дифференциально-разностного оператора |x|2−a∆kf(x), где ∆k — лапласиан Данкля, является класс

Sa(R) = {f(x) = F1(|x|
a/2) + xF2(|x|

a/2) : F1, F2 ∈ S(R), F1, F2 − четные}.

Для a = 1/r, r ∈ N, рассмотрены два оператора обобщенного сдвига τy и T y = (τy + τ−y)/2. Для них

предложены простые интегральные представления, позволившие доказать их Lp-ограниченность при 1 ≤
p ≤ ∞ и λ = r(2k−1) > −1/2. При λ ≥ 0 оператор T y положительный, и его Lp-норма равна 1. Определены

две свертки, и для них доказана теорема Юнга. Для обобщенных средних, определенных с помощью

сверток, установлено достаточное условие Lp-сходимости. Изучены обобщенные аналоги средних Гаусса

— Вейерштрасса, Пуассона и Бохнера — Рисса.
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щенные средние.

V. I. Ivanov. One-dimensional (k, a)-generalized Fourier transform.

We study the two-parametric (k, a)-generalized Fourier transform Fk,a, k, a > 0, on the line. For a 6= 2 it has

deformation properties and, in particular, for a function f from the Schwartz space S(R), Fk,a(f) may be not

infinitely differentiable or rapidly decreasing at infinity. It is proved that the invariant set for the generalized

Fourier transform Fk,a and differential-difference operator |x|2−a∆kf(x), where ∆k is the Dunkl Laplacian, is

the class

Sa(R) = {f(x) = F1(|x|
a/2) + xF2(|x|

a/2) : F1, F2 ∈ S(R), F1, F2 − are even}.

For a = 1/r, r ∈ N, we consider two generalized translation operators τy and T y = (τy+τ−y)/2. Simple integral

representations are proposed for them, which make it possible to prove their Lp-boundedness as 1 ≤ p ≤ ∞
for λ = r(2k − 1) > −1/2. For λ ≥ 0 the generalized translation operator T y is positive and its norm is

equal to one. Two convolutions are defined and Young’s theorem is proved for them. For generalized means

defined using convolutions, a sufficient Lp-convergence condition is established. The generalized analogues of

the Gauss–Weierstrass, Poisson, and Bochner–Riesz means are studied.

Keywords: (k, a)-generalized Fourier transform, generalized translation operator, convolution, generalized

means.

MSC: 42B10, 33C45, 33C52

DOI: 10.21538/0134-4889-2023-29-4-92-108

80-летию профессора В.В. Арестова посвящается

1. Введение

Пусть S(R) — пространство Шварца бесконечно дифференцируемых на R и быстро убыва-
ющих на бесконечности функций, Jα(x) — функция Бесселя первого рода порядка α, jα(x) =
2αΓ(α+ 1)x−αJα(x) — нормированная функция Бесселя,

(α)0 = 1, (α)n =
Γ(α+ n)

Γ(α)
= α(α + 1) · · · (α+ n− 1), n ≥ 1,

1Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства просвещения РФ, соглаше-
ние № 073-03-2023-303/2 от 14.02.23 г., тема научного исследования “Теоретико-числовые методы в
приближенном анализе и их приложения в механике и физике”.
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— символ Похгаммера,

F(f)(y) =
1√
2π

∫

R

f(x)e−ixy dx

— преобразование Фурье на прямой R.
Преобразование Фурье является унитарным преобразованием на прямой с единичным ве-

сом. Совершенно естественно возникает вопрос о его унитарных обобщениях для случая пря-
мой с весом. Для прямой со степенным весом |x|2λ+1, λ ≥ −1/2, таким обобщением стало
преобразование Данкля (см. [1; 2])

Fλ(f)(y) =

∫

R

f(x)eλ(xy) dνλ(x),

где ядро и мера на прямой вычисляются как

eλ(xy) = jλ(xy)−
ixy

2(λ+ 1)
jλ+1(xy), dνλ(x) =

|x|2λ+1 dx

2λ+1Γ(λ+ 1)
.

Преобразование Фурье получается при λ = −1/2. Для преобразования Данкля, как и для
преобразования Фурье, пространство Шварца является инвариантным.

Пусть a > 0, k ≥ 0, 2k + a − 1 > 0, λ = (2k−1)/a, vk,a(x) = |x|2k+a−2 — степенной
вес, dµk,a(x) = ck,avk,a(x)dx — нормированная степенная мера на прямой, c−1

k,a = 2aλΓ(λ + 1),
Lp(R, dµk,a), 1 ≤ p ≤ ∞, — лебегово пространство измеримых комплекснозначных функций
(L∞(R, dµk,a) = L∞(R)) с конечной нормой

‖f‖p,dµk,a
=

(∫

R

|f |p dµk,a
)1/p

, p <∞, ‖f‖∞ = vrai sup
R

|f(x)|, p = ∞,

Cb(R) — подмножество L∞(R) непрерывных функций, C0(R) — подмножество Cb(R) исче-
зающих на бесконечности функций, CK(R) — подмножество C0(R) функций с компактным
носителем, C∞(R) — пространство бесконечно дифференцируемых функций.

Дальнейшее обобщение преобразований Фурье и Данкля получено в работе [3, гл. 5], в
которой предложено двупараметрическое (k, a)-обобщенное унитарное преобразование Фурье

Fk,a(f)(y) =

∫

R

f(x)Bk,a(x, y) dµk,a(x), (1.1)

в котором ядро

Bk,a(x, y) = bk,a(xy) = jλ

(2
a
|xy|a/2

)
+

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1 + 2/a)

xy

(ai)2/a
jλ+2/a

(2
a
|xy|a/2

)
. (1.2)

Преобразование Данкля получается при a = 2.
В отличие от преобразования Данкля у (k, a)-обобщенного преобразования Фурье при a 6= 2

появляются деформационные свойства. Например, Fk,a(S(R)) = S(R) тогда и только тогда,
когда a = 2. Более точно, множество Fk,a(S(R)) ⊂ C∞(R), если только a четное. Оно состоит
из быстро убывающих на бесконечности функций, если только a = 2/n, n ∈ N. Если a —
иррациональное, то для любой нетривиальной f ∈ S(R) Fk,a(f) 6∈ S(R) [4].

С учетом важности в гармоническом анализе наличия у унитарного преобразования инва-
риантного класса функций, быстро убывающих на бесконечности, возникает вопрос о суще-
ствовании такого класса у (k, a)-обобщенного преобразования Фурье. Мы даем положительный
ответ на поставленный вопрос.

Пусть для a > 0

Sa(R) =
{
f(x) = F1(|x|a/2) + xF2(|x|a/2) : F1, F2 ∈ S(R), F1, F2 четные

}
, (1.3)
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δk,af(x) = |x|2−a∆kf(x), (1.4)

где ∆k— лапласиан Данкля [2, гл. 2, 2.2].
Мы показываем, что класс Sa(R) инвариантен для преобразования Фурье Fk,a и дифферен-

циально-разностного оператора δk,a. Равенство Sa(R) = S(R) справедливо только при a = 2.
Класс Sa(R) впервые появился в [4], где показано, что при a = 2/n, n ∈ N, справедливо вложе-
ние Fk,a(S(R)) ⊂ Sa(R). Отметим также, что класс Sa(R) плотен в пространствах Lp(R, dµk,a)
при p <∞ и в пространстве C0(R).

Последовательность an = 2/n разбивается на две последовательности ar = 2/(2r + 1),
r ∈ Z+, и ar = 1/r, r ∈ N, которым соответствуют две последовательности обобщенных преоб-
разований Фурье. Первой последовательности при r = 0 принадлежит преобразование Данкля.
Остальные преобразования этой последовательности после некоторой замены переменной так-
же становятся недеформированными унитарными преобразованиями с ядрами, являющимися
целыми функциями экспоненциального типа (см. [4]). Замена переменной для второй последо-
вательности может привести к недеформированным унитарным операторам с ядрами только
конечной гладкости, т. е. эти две последовательности преобразований различаются. В работе
изучается (k, a)-обобщенное преобразование Фурье, и основное внимание уделяется второму
случаю a = 1/r, r ∈ N. Случай a = 1 был известен до появления общего преобразования Фурье.
Например, при a = 1 и k = 0 обобщенное преобразование Фурье является оператором унитар-
ного обращения модели Шредингера минимального представления группы O(N + 1, 2) [5].

В разд. 2 устанавливаются некоторые свойства обобщенного преобразования Фурье и, в
частности, доказывается инвариантность класса Sa(R). В последующих разделах a = 1/r.
В разд. 3 изучаются два оператора обобщенного сдвига

τyf(x) =

∞∫

−∞

Bk,a(y, z)Bk,a(x, z)Fk,a(f)(z) dµk,a(z), (1.5)

T yf(x) =
τyf(x) + τ−yf(x)

2
=

∞∫

−∞

jλ

(2
a
|yz|a/2

)
Bk,a(x, z)Fk,a(f)(z) dµk,a(z), y ∈ R. (1.6)

Оператор τy определен в [6]. В [7] для него получено интегральное представление и доказана
Lp-ограниченность при 1 ≤ p ≤ ∞. В [8; 9] предложено другое интегральное представление.
Оператор T y ранее был известен для преобразования Данкля (см. [10, гл. 3]). В отличие от
оператора τy он может быть положительным. Для операторов τy, T y дается простая форма
записи, из которой легко получается Lp-ограниченность в большей области параметров. Ис-
следуются условия положительности оператора T y. Операторы обобщенного сдвига являются
важной составляющей гармонического анализа в пространствах с весом. Они необходимы для
определения модулей гладкости функций, и с их помощью определяются важные интеграль-
ные операторы, в частности, потенциал и преобразование Рисса. В разд. 4 определяются две
свертки и для них доказывается теорема Юнга. Как пример их применения в разд. 5 опреде-
ляются обобщенные средние и исследуется их Lp-сходимость.

Мы будем писать A . B, если выполнено неравенство A ≤ cB с константой c > 0, завися-
щей только от несущественных параметров. Для функции f на прямой fe — ее четная, а fo —
нечетная часть.

2. Некоторые свойства обобщенного преобразования Фурье

Преобразование Fk,a (1.1) — унитарный оператор [3, гл. 5], и для f, g ∈ L2(R, dµk,a) спра-
ведливо обобщенное равенство Планшереля

∫

R

Fk,a(f)(y)Fk,a(g)(y) dµk,a(y) =

∫

R

f(x)g(x) dµk,a(x). (2.1)
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Напомним, что λ = (2k − 1)/a. Из асимптотики функции Бесселя (см. гл. 7, 7.1 из [11])

|Bk,a(x, y)| .
1

(1 + |xy|)λ+1/2
.

Равномерная норма ядра (1.2) конечна, если только λ ≥ −1/2:

Mk,a = ‖Bk,a(x, y)‖∞ = ‖bk,a(x)‖∞ <∞.

Теорема 1. Если a > 0, f ∈ Sa(R), то Fk,a(f), δk,af ∈ Sa(R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a > 0, f(x) = F (|x|a/2), F ∈ S(R), F четная. Применяя
(1.1), (1.2), делая замену переменной xa/2 = au/2 и учитывая, что Fk,2(S(R)) = S(R), получим

Fk,a(f)(y) = 2

∞∫

0

F (xa/2)jλ

(2
a
|xy|a/2

)
dµk,a(x) = 2ck,a

(a
2

)2λ+1
∞∫

0

F
(a
2
u
)
jλ
(
|y|a/2u

)
u2λ+1 du

= ck,a

(a
2

)2λ+1
∫

R

F
(a
2
u
)
jλ
(
|y|a/2u

)
|u|2λ+1 du =

ck,a
ck,2

(a
2

)2λ+1
Fk,2

(
F
(a
2
·
))(

|y|a/2
)
∈ Sa(R).

Аналогично, если f(x) = xF (|x|a/2), то, полагая k1 = k+1, λ1 = λ+2/a = (2k1−1)/a, получим

2y

∞∫

0

x2F (xa/2)jλ+2/a

(2
a
|xy|a/2

)
dµk,a(x) = 2ck,a

(a
2

)2λ1+1
y

∞∫

0

F
(a
2
u
)
jλ1

(
|y|a/2u

)
u2λ1+1 du

= ck,a

(a
2

)2λ1+1
y

∫

R

F
(a
2
u
)
jλ1

(
|y|a/2u

)
|u|2λ1+1 du =

ck,a
ck1,2

(a
2

)2λ1+1
yFk1,2

(
F
(a
2
·
))(

|y|a/2
)
,

поэтому Fk,a(f) ∈ Sa(R).
Пусть f(x) = F1

(
|x|a/2

)
+ xF2

(
|x|a/2

)
, F1, F2 ∈ S(R), F1, F2 четные. Имеем

f ′(x) =
a

2
x|x|a−2

[F ′
1

(
|x|a/2

)

|x|a/2 + x
F ′
2

(
|x|a/2

)

|x|a/2
]
+ F2

(
|x|a/2

)
,

f ′′(x) =
a

2
|x|a−2

{[(a
2
− 1

)F ′
1

(
|x|a/2

)

|x|a/2 +
a

2
F ′′
1

(
|x|a/2

)]
+ x

[(a
2
+ 1

)F ′
2(|x|a/2)
|x|a/2 +

a

2
F ′′
2

(
|x|a/2

)]}
.

Так как по теореме 2.13 из [2]

∆kf(x) = f ′′(x) +
2k

x
f ′(x)− k

x2
(f(x)− f(−x)) = f ′′(x) +

2k

x

(
f ′(x)− F2

(
|x|a/2

))
,

то

δk,af(x) = |x|2−a∆kf(x) =
a

4

[
(4k + a− 2)

F ′
1

(
|x|a/2

)

|x|a/2 + aF ′′
1

(
|x|a/2

)

+ x
(
(4k + a+ 2)

F ′
2

(
|x|a/2

)

|x|a/2 + aF ′′
2

(
|x|a/2

))]
∈ Sa(R).

Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е 1. Если Sa,e(R),Sa,o(R) ⊂ Sa(R) — подмножества четных и нечетных
функций, то Fk,a(Sa,e(R)), δk,a(Sa,e(R)) ⊂ Sa,e(R) и Fk,a(Sa,o(R)), δk,a(Sa,o(R)) ⊂ Sa,o(R).

Пусть
Ak,a = {f ∈ Cb(R) : f, Fk,a(f) ∈ L1(R, dµk,a)}. (2.2)

Из теоремы 1 вытекает
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Следствие 1. Для a > 0 справедливо вложение Sa(R) ⊂ Ak,a.

В гл. 5 работы [3] многие свойства преобразования Fk,a устанавливаются на некотором
подмножестве, плотном в L2(R, dµk,a). По теореме 1 в качестве такого подмножества можно
взять класс Sa(R). Например, если f ∈ Sa(R), то для любого n ∈ N

∫

R

(δk,a)
nf(x)Bk,a(x, y) dµk,a(x) = (−1)n|y|an

∫

R

f(x)Bk,a(x, y) dµk,a(x), (2.3)

откуда

(δk,a)xBk,a(x, y) = −|y|aBk,a(x, y).

Если f, g ∈ Sa(R), то

∫

R

g(x)δk,af(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x)δk,ag(x) dµk,a(x).

3. Операторы обобщенного сдвига

Пусть {P (α)
n (t)}∞n=0 — многочлены Гегенбауэра, ортогональные на отрезке [−1, 1] с весом

(1− t2)α, α > −1, и нормированные условием P
(α)
n (1) = 1,

dn,α = max
[−1,1]

|P (α)
n (t)|. (3.1)

При α ≥ −1/2 dn,α = 1 (см., например, [4]). С многочленами Гегенбауэра Cλ
n(t), ортогональ-

ными с весом (1 − t2)λ−1/2 (см. гл. 10, 10.9 в [12]), λ > −1/2, многочлены P
(α)
n (t) связаны

соотношениями

Cλ
n(t) =

Γ(2λ+ n)

n! Γ(2λ)
P (λ−1/2)
n (t) приλ 6= 0, lim

λ→0

1

λ
Cλ
n(t) =

2

n
P (−1/2)
n (t). (3.2)

Для удобства далее будем использовать обозначение λ0 = λ− 1/2.

Пусть λ > −1/2, dmλ(t) = cλ(1− t2)λ0 dt — вероятностная мера на отрезке [−1, 1],

c−1
λ =

1∫

−1

(1− t2)λ0 dt =

√
πΓ(λ+ 1/2)

Γ(λ+ 1)
. (3.3)

Пусть a = 1/r, r ∈ N, k > 0, λ = r(2k−1) > −1/2. Ядро обобщенного оператора Фурье (1.1)
может быть записано в виде

Bk,a(x, y) = bk,a(xy) = jλ(2r|xy|1/(2r)) +
(−1)rr2r

(λ+ 1)2r
xyjλ+2r(2r|xy|1/(2r)).

Приведем некоторые его свойства. Известно [4], что

Bk,a(x, y) =

1∫

−1

(
1 + sign(xy)P

(λ0)
2r (t)

)
e−2ri|xy|1/(2r)t dmλ(t). (3.4)

Из (3.1) и (3.4) вытекают оценки

Mk,a ≤ 1 + d2r,λ0 , −1/2 < λ < 0, Mk,a = 1, λ ≥ 0. (3.5)
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Обратное преобразование имеет вид (Fk,a)
−1 = Fk,a (см. теорему 5.3 в [3]). Равенство

f(x) =

∫

R

Fk,a(f)(y)Bk,a(x, y) dµk,a(y)

справедливо не только в L2(R, dµk,a), но и поточечно, если f ∈ Ak,a (2.2).
Пусть n ∈ N, x, y ∈ R, |t| ≤ 1,

An = An(x, y, t) =

√
|x|2/n + |y|2/n − 2|xy|1/n t, Bn(x, y, t) =

|x|1/n − |y|1/nt
An(x, y, t)

. (3.6)

Функции An(x, y, t), Bn(x, y, t) четные по x и y и

1−B2
n(x, y, t) =

(1− t2)|y|2/n
A2

n(x, y, t)
≥ 0, |Bn(x, y, t)| ≤ 1. (3.7)

Первое интегральное представление оператора обобщенного сдвига τy (1.5) получено в [7].
Удобное для нас представление получено в [8;9]. Заменяя в нем многочлены Гегенбауэра Cλ

2r(t)

на многочлены P
(λ0)
2r (t) по формуле (3.2), придем к более простому и компактному виду

τyf(x)=

1∫

−1

[
(f(A2r

2r))e
(
1 + sign(xy)P

(λ0)
2r (t)

)

+ ((f(A2r
2r))0

(
signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t)) + signy P

(λ0)
2r (B2r(y, x, t))

)]
dmλ(t)

=
1

2

1∫

−1

[
f(A2r

2r)
(
1 + sign(xy)P

(λ0)
2r (t) + signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t)) + signy P

(λ0)
2r (B2r(y, x, t))

)

+ f(−A2r
2r)

(
1 + sign(xy)P

(λ0)
2r (t)−signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t))

− signy P
(λ0)
2r (B2r(y, x, t))

)]
dmλ(t).

(3.8)

На четных функциях

τyf(x)=

1∫

−1

f
(
A2r

2r

)(
1+sign(xy)P

(λ0)
2r (t)

)
dmλ(t). (3.9)

Интегральное представление оператора обобщенного сдвига T y получаем из (1.6) и (3.8)

T yf(x) =
1

2

1∫

−1

[
f(A2r

2r)
(
1 + signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t))

)

+ f(−A2r
2r)

(
1− signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t))

)]
dmλ(t).

(3.10)

Из (3.9) и (3.10) вытекает, что оператор τy на четных функциях и оператор T y при λ ≥ 0
положительные и T−y = T y при λ > −1/2.

Пусть функция g : [−1, 1] → [−1, 1] измеримая по Борелю, функция ψ(x, y) : R×R → [−1, 1]
нечетная по x, функция ϕ(t, x, y) : [−1, 1] × R × R → [−1, 1] четная по x и y, функции ψ,ϕ
измеримые по Лебегу и линейные операторы T y

g , T̃
y
g , T

y
0 определены равенствами

T y
g f(x) =

1

2

1∫

−1

[
f(An

n)
(
1 + ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)
+ f(−An

n)
(
1−ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)]
dmλ(t), (3.11)
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T̃ y
g f(x) =

1∫

−1

f(An
n)
(
1 + ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)
dmλ(t), T y

0 f(x) =

1∫

−1

f(An
n) dmλ(t). (3.12)

Лемма 1. Если n ∈ N, y ∈ R+, λ = n(2k − 1)/2 и f ∈ L1(R+, dµk,a), то

∞∫

0

|T y
0 f(x)|x2k+2/n−2 dx ≤

∞∫

0

|f(x)|x2k+2/n−2 dx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как |T y
0 f(x)| ≤ T y

0 |f |(x), то можно считать f(x) ≥ 0. Имеем

∞∫

0

T y
0 f(x)x

2k+2/n−2 dx = cλ

∞∫

0

1∫

−1

f
((
x2/n + y2/n − 2(xy)1/nt

)n/2)
(1− t2)λ−1/2x2k+2/n−2 dt dx.

Делая замену переменной An(x, y, t) = z1/n (3.6), получим

∞∫

0

T y
0 f(x)x

2k+2/n−2 dx =
1

n

∞∫

0

∞∫

0

f(z)Kλ
(
x

1
n , y

1
n , z

1
n
)
z2k+2/n−2 dz x2k+2/n−2 dx,

где

Kλ(u, v, w) = cλ
(((u+ v)2 − w2)(w2 − (u− v)2))λ−1/2

22λ−1(uvw)2λ

и носитель функции Kλ(u, v, w) как функции w лежит на отрезке [|u − v|, u + v]. Так как
Kλ(u, v, w) = Kλ(w, v, u), то

∞∫

0

T y
0 f(x)x

2k+2/n−2 dx =
1

n

∞∫

0

∞∫

0

f(z)Kλ
(
x

1
n , y

1
n , z

1
n
)
z2k+2/n−2 dz x2k+2/n−2 dx

=
1

n

∞∫

0

Kλ
(
z

1
n , y

1
n , x

1
n
)
x2k+2/n−2 dx

∞∫

0

f(z)z2k+2/n−2 dz.

Заменяя z = un, y = vn, x = wn, получим

1

n

∞∫

0

Kλ
(
z

1
n , y

1
n , x

1
n
)
x2k+2/n−2 dx =

∞∫

0

Kλ(u, v, w)w2λ+1 dw = 1

(см., например, [7]). Следовательно,

∞∫

0

T y
0 f(x)x

2k+2/n−2 dx =

∞∫

0

f(z)z2k+2/n−2 dz.

Лемма 1 доказана.

Для n = 1 лемма 1 хорошо известна (см., например, [13]).

Лемма 2. Для всех n ∈ N и y ∈ R операторы T y
g f(x), T̃

y
g f(x) положительные. Если

f ∈ Lp(R, dµk,a), 1 ≤ p ≤ ∞, то

‖T y
g f‖p,dµk,a

≤ ‖f‖p,dµk,a
; (3.13)

если дополнительно для всех x, y,

∫ 1

−1
g(ϕ(t, x, y)) dmλ(t) = 0, то

‖T̃ y
g f‖p,dµk,a

≤ ‖f‖p,dµk,a
. (3.14)

Если функция ψ(x, y) четная по y, то и операторы T y
g , T̃ y

g четные по y.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f(x) ≥ 0, то T y
g f(x) ≥ 0, T̃ y

g f(x) ≥ 0. Если p = ∞, то
согласно (3.3)

‖T y
g f‖∞ ≤ 1

2
sup
x

1∫

−1

[(
1+ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)
+
(
1−ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)]
dmλ(t)‖f‖∞ = ‖f‖∞.

Аналогичное неравенство справедливо и для оператора T̃ y
g f при дополнительном условии, что

среднее значение функции g(ϕ(t, x, y)) по t и мере dmλ равно нулю.

Если p = 1, то делая замену x→ −x и учитывая свойства функций An
n, ψ, ϕ, получим

2

∞∫

−∞

|T y
g f(x)| dµk,a(x)

≤
∞∫

0

1∫

−1

[
|f(An

n)|
(
1 + ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)
+ |f(−An

n)|
(
1−ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)]
dmλ(t)dµk,a(x)

+

∞∫

0

1∫

−1

[
|f(An

n)|
(
1−ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)
+ |f(−An

n)|
(
1 + ψ(x, y)g(ϕ(t, x, y))

)]
dmλ(t)dµk,a(x)

= 2

∞∫

0

1∫

−1

(
|f(An

n)|+ |f(−An
n)|

)
dmλ(t)dµk,a(x).

Применяя лемму 1, получим

‖T y
g f‖1,dµk,a

≤
∞∫

0

|f(x)| dµk,a(x) +
∞∫

0

|f(−x)| dµk,a(x) = ‖f‖1,dµk,a
.

Аналогичное неравенство справедливо и для оператора T̃ y
g f . По интерполяционной теореме

Рисса — Торина неравенства (3.13), (3.14) выполнены для всех 1 ≤ p ≤ ∞.
Если ψ(x, y) четная относительно y, то при замене y → −y интегралы (3.11), (3.12) не

изменятся, поэтому T−y
g = T y

g , T̃−y
g = T̃ y

g .
Лемма 2 доказана.

Пусть

M τ
λ,r =

{
1 + 3d2r,λ0 , −1/2 < λ < 0,

4, λ ≥ 0,

MT
λ,r =

{
1 + d2r,λ0 , −1/2 < λ < 0,

1, λ ≥ 0.

Для линейных операторов (3.8), (3.10) справедливы оценки

|τyf(x)| ≤ 1

2

(
1 + 3d2r,λ0

)
1∫

−1

(
|f(A2r

2r)|+ |f(−A2r
2r)|

)
dmλ(t), −1/2 < λ < 0,

|τyf(x)| ≤ 2

1∫

−1

(
|f(A2r

2r)|+ |f(−A2r
2r)|

)
dmλ(t), λ ≥ 0,
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|T yf(x)| ≤ 1

2

(
1 + d2r,λ0

)
1∫

−1

(
|f(A2r

2r)|+ |f(−A2r
2r)|

)
dmλ(t), −1/2 < λ < 0,

|T yf(x)| ≤ 1

2

1∫

−1

[
|f(A2r

2r)|
(
1 + signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t))

)

+ |f(−A2r
2r)|

(
1−signxP

(λ0)
2r (B2r(x, y, t))

)]
dmλ(t), λ ≥ 0.

На подпространстве четных функций

|τyf(x)| ≤
(
1 + d2r,λ0

)
1∫

−1

|f(A2r
2r)| dmλ(t), −1/2 < λ < 0,

|τyf(x)| ≤
1∫

−1

|f(A2r
2r)|

(
1+sign(xy)P

(λ0)
2r (t)

)
dmλ(t), λ ≥ 0.

Применяя лемму 2 для g(t) = 0, P
(λ0)
2r (t), ψ(x, y) = signx, sign(xy), ϕ(t, x, y) = t, B2r(x, y, t) и

учитывая (3.6) и (3.7), приходим к следующему утверждению.

Теорема 2. Для всех 1 ≤ p ≤ ∞, y ∈ R, r ∈ N, λ > −1/2 линейные операторы (3.8) и

(3.10) ограничены в пространствах Lp(R, dµk,a), и для их норм справедливы оценки

‖τy‖p→p ≤M τ
λ,r, ‖T y‖p→p ≤MT

λ,r. (3.15)

На подпространстве четных функций

‖τy‖p→p ≤MT
λ,r.

Неравенство (3.15) для оператора τy при λ ≥ 0 доказано в [7].

Теорема 3. Для всех 1 ≤ p ≤ ∞, x ∈ R, r ∈ N, λ > −1/2, справедливы оценки

(∫

R

|T yf(x)|p dµk,a(y)
)1/p

≤
(
1 + d2r,λ0

)∥∥f
∥∥
p,dµk,a

, −1/2 < λ < 0, (3.16)

(∫

R

|T yf(x)|p dµk,a(y)
)1/p

≤
∥∥f

∥∥
p,dµk,a

, λ ≥ 0. (3.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для u ∈ R рассмотрим линейный оператор Bxf(y) = T yf(x).
Неравенство (3.16) вытекает из оценки

|Bxf(y)| ≤ 1

2

(
1 + d2r,λ0

)
1∫

−1

(
|f(A2r

2r)|+ |f(−A2r
2r)|

)
dmλ(t), −1/2 < λ < 0,

и лемм 1, 2.
Пусть λ ≥ 0. Применяем интерполяционную теорему Рисса — Торина. Как и в лемме 2,

‖Bxf‖∞ ≤ ‖f‖∞, поэтому достаточно доказать (3.17) для p = 1. Так как T y = T−y, то по
(12.13) из [14]

‖Bxf‖1,dµk,a
= sup

{∫

R

T yf(x)g(y) dµk,a(y) : ‖g‖∞ ≤ 1, g ∈ CK(R), g четная

}
.
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Применяя обобщенное равенство Планшереля (2.1) и (1.5), (1.6), получим

∫

R

T yf(x)g(y) dµk,a(y) =

∫

R

Fk,a(f)(z)Bk,a(x, z)Fk,a(g)(z) dµk,a(z) =

∫

R

f(y)τxg(y) dνλ(y),

поэтому

‖Bxf‖1,dµk,a
≤ ‖f‖1,dµk,a

sup
{
‖τxg‖∞ : ‖g‖∞ ≤ 1, g ∈ CK(R), g четная

}
.

Если ‖g‖∞ ≤ 1 и g четная, то согласно теореме 2

‖τxg‖∞ ≤ 1, ‖Bxf‖1,dµk,a
≤ 1.

Теорема 3 доказана.
Соберем вместе некоторые свойства операторов обобщенного сдвига.

Теорема 4. Для операторов обобщенного сдвига τy, T y справедливы следующие свойства:

1. Если λ ≥ 0, f(x) ≥ 0, то T tf(x) ≥ 0. (3.18)

2. τ0f(x) = T 0f(x) = f(x), τyf(x) = τxf(y). (3.19)

3. τ t1 = T t1 = 1. (3.20)

4. τyBk,a(x, z) = Bk,a(y, z)Bk,a(x, z), T yBk,a(x, z) = (Bk,a(y, z))eBk,a(x, z),

Fk,a(τ
yf)(z) = Bk,a(y, z)Fk,a(f)(z), Fk,a(T

yf)(z) = (Bk,a(y, z))eFk,a(f)(z). (3.21)

5. Если f, g ∈ L2(R, dµk,a), то∫

R

τyf(x)g(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x)τyg(x) dµk,a, (3.22)

∫

R

T yf(x)g(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x)T yg(x) dµk,a(x). (3.23)

6. Если f ∈ L1(R, dµk,a), то∫

R

τ tf(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x) dµk,a(x), (3.24)

∫

R

T tf(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x) dµk,a(x). (3.25)

7. Пусть δ > 0, supp f ⊂ [−δ, δ]. Если |y| ≤ δ и δ1 =
(
|y|1/(2r) + δ1/(2r)

)2r
, то

supp τyf, suppT yf ⊂ [−δ1, δ1]. Если |y| > δ и δ2 =
(
|y|1/(2r) − δ1/(2r)

)2r
, то

supp τyf, suppT yf ⊂ [−δ1, −δ2] ∪ [δ2, δ1]. (3.26)

8. Если f ∈ S1/r(R), то для всех y τyf, T yf ∈ S1/r(R). (3.27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Свойства (3.18)–(3.21) получаются из (1.2), (1.5), (1.6), (3.3),
(3.8), (3.10). Свойства (3.22), (3.23) вытекают из обобщенного равенства Планшереля (2.1).

Если χR(x) — характеристическая функция отрезка [−R,R], то lim
R→∞

χR(x) = 1 для всех x,

поэтому по теореме Лебега об ограниченной сходимости и согласно (3.10) lim
R→∞

T yχR(x) = 1

для всех x и y. Для любой f ∈ L1(R, dµk,a) ∩ L2(R, dµk,a) по теореме Лебега об ограниченной
сходимости при R→ ∞

∫

R

T yf(x)χR(x) dµk,a(x) →
∫

R

T yf(x) dµk,a(x),
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∫

R

f(x)T yχR(x) dµk,a(x) →
∫

R

f(x) dµk,a(x).

Но для таких f по свойству (3.23)

∫

R

T yf(x)χR(x) dµk,a(x) =

∫

R

f(x)T yχR(x) dµk,a(x)

и для них свойство (3.25) выполнено. Так как множество L1(R, dµk,a) ∩ L2(R, dµk,a) плотно в
L1(R, dµk,a), то в силу непрерывности оператора T y в L1(R, dµk,a) свойство (3.25) выполнено
для всех f ∈ L1(R, dµk,a). Свойство (3.24) для оператора τy доказывается аналогично.

Свойство (3.26) вытекает из неравенства A2r
2r(x, y, t) ≥

∣∣|x|1/(2r) − |y|1/(2r)
∣∣2r в (3.8), (3.10).

Пусть f ∈ S1/r(R). По теореме 1 Fk,a(f) ∈ S1/r(R). Так как z2 = (|z|1/(2r))4r, то

z2Fk,a(f)(z) ∈ S1/r(R) и Bk,a(y, z)Fk,a(f)(z) ∈ S1/r(R).

Следовательно, для всех y

τyf(x) = Fk,a(Bk,a(y, ·)Fk,a(f)(·))(x) ∈ S1/r(R).

Свойство (3.27) для оператора T y доказывается аналогично.

Теорема 4 доказана.

4. Свертки

С помощью операторов τy и T y определим две свертки

(f ∗τ g)(x) =
∫

R

f(y)τxg(y) dµk,a(y), (4.1)

(f ∗T ge)(x) =
∫

R

T yf(x)ge(y) dµk,a(y). (4.2)

Лемма 3. Если f ∈ Ak,a, g ∈ L1(R, dµk,a) и g четная, то для всех x, y ∈ R

(f ∗τ g)(x) = (f ∗T g)(x) =
∫

R

τyf(x)g(y) dµk,a(y), (4.3)

Fk,a(f ∗τ g)(y) = Fk,a(f ∗T g)(y) = Fk,a(f)(y)Fk,a(g)(y). (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.1), (1.1) и (1.5)

(f ∗τ g)(x) =
∫

R

f(y)τxg(y) dµk,a(y) =

∫

R

τyf(x)g(y) dµk,a(y)

=

∫

R

g(y)

∫

R

Bk,a(y, z)Bk,a(x, z)Fk,a(f)(z) dµk,a(z) dµk,a(y)

=

∫

R

Bk,a(x, z)Fk,a(f)(z)Fk,a(g)(z) dµk,a(z).
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Согласно теореме 2 и условиям леммы все предыдущие интегралы сходятся абсолютно. Ана-
логично, применяя (4.2) и (1.6), получим

(f ∗T g)(x) =
∫

R

T yf(x)g(y) dµk,a(y)

=

∫

R

g(y)

∫

R

(Bk,a(y, z))eBk,a(x, z)Fk,a(f)(z) dµk,a(z) dµk,a(y)

=

∫

R

Bk,a(x, z)Fk,a(f)(z)Fk,a(g)(z) dµk,a(z).

Равенства (4.3), (4.4) и лемма 3 доказаны.

Для сверток (4.1) и (4.2) докажем неравенство Юнга.

Теорема 5. Пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1/p+1/q ≥ 1 и 1/s = 1/p+1/q−1. Если f ∈ Lp(R, dµk,a),
g ∈ Lq(R, dµk,a), то

‖(f ∗τ g)‖s,dµk,a
≤M τ

r,λ‖f‖p,dµk,a
‖g‖q,dµk,a

, (4.5)

‖(f ∗T ge)‖s,dµk,a
≤MT

r,λ‖f‖p,dµk,a
‖ge‖q,dµk,a

. (4.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство можно провести, как в [10]. Обычно константа в
неравенстве Юнга равна 1. Так как константа в (4.5) больше 1, а в (4.6) может быть больше 1,
доказательство все-таки приведем, например, для свертки (4.2).

Пусть 1/µ = 1/p − 1/s и 1/ν = 1/q − 1/s. Тогда 1/µ ≥ 0, 1/ν ≥ 0 и 1/s + 1/µ + 1/ν = 1.
Применяя неравенство Гельдера, получим

∣∣∣
∫

R

T yf(x)ge(y) dµk,a(y)
∣∣∣ ≤

(∫

R

|T yf(x)|p|ge(y)|q dµk,a(y)
)1/s

×
(∫

R

|T yf(x)|p dµk,a(y)
)1/µ(∫

R

|ge(y)|q dµk,a(y)
)1/ν

≤
(∫

R

|T yf(x)|p|ge(y)|q dµk,a(t)
)1/s

‖T yf‖p/µp,dµk,a
‖ge‖q/νq,dµk,a

.

Отсюда и из оценки (3.15) для оператора T y

‖(f ∗T ge)‖s,dµk,a
≤

(∫

R

∫

R

|T yf(x)|p|ge(y)|q dµk,a(y) dµk,a(x)
)1/s

× ‖T yf‖p/µp,dµk,a
‖ge‖q/νq,dµk,a

≤MT
r,λ‖f‖p,dµk,a

‖ge‖q,dµk,a
.

Неравенство (4.6) доказано. Неравенство (4.5) доказывается аналогично.

Теорема 5 доказана.

З а м е ч а н и е 2. Если f ∈ Lp(R, dµk,a) при 1 ≤ p <∞, f ∈ C0(R) при p = ∞, fε ∈ Ak,a,
‖f − fε‖p,dµk,a

→ 0 при ε → 0 и g ∈ L1(R, dµk,a), g четная, то применяя лемму 3 и теорему 5,
получим

‖(f ∗τ g)(x) − (f ∗T g)(x)‖p,dµk,a
≤ {M τ

r,λ +MT
r,λ}‖f − fε‖p,dµk,a

‖g‖1,dµk,a
,

поэтому ‖(f ∗τ g)(x) − (f ∗T g)(x)‖p,dµk,a
= 0 и (f ∗τ g)(x) = (f ∗T g)(x) почти всюду.
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5. Обобщенные средние. Сходимость в пространствах Lp

Пусть ε > 0, ϕ̂ = Fk,a(ϕ), ϕ, ϕ̂ ∈ Ak,a, ϕ(0) = 1, ϕ̂ε(y) = Fk,a(ϕ(ε(·)))(y). Тогда

ϕ̂ε(y) = ε−(2k+1/r−1)ϕ̂
(
ε−1y

)
, ϕ̂ε ∈ L1(R, dµk,a) ∩ C0(R),

∫

R

ϕ̂ε(y) dµk,a(y) = 1.

Далее под L∞(R) мы понимаем C0(R). В соответствии с теоремой 4 для f ∈ Lp(R, dµk,a),
1 ≤ p ≤ ∞, определяем (k, 1/r)-обобщенные средние

Φτ
εf(x) = (f ∗τ ϕ̂ε)(x) =

∫

R

f(y)τxϕ̂ε(y) dµk,a(y). (5.1)

Функцию ϕ будем называть генератором обобщенных средних (5.1). Если ϕ(x) — четный ге-
нератор, то согласно замечанию 2 почти всюду

Φτ
εf(x) = ΦT

ε f(x) = (f ∗T ϕ̂ε)(x) =

∫

R

T yf(x)ϕ̂ε(y) dµk,a(y).

В силу (4.5), (4.6)
‖Φτ

εf‖p,dµk,a
≤M τ

r,λ‖ϕ̂ε‖1,dµk,a
‖f‖p,dµk,a

, (5.2)

‖ΦT
ε f‖p,dµk,a

≤MT
r,λ‖ϕ̂ε‖1,dµk,a

‖f‖p,dµk,a
. (5.3)

Исследуем Lp-сходимость обобщенных средних. Пусть

ωτ (δ, f)p,dµk,a
= sup

|y|≤δ
‖τyf − f‖p,dµk,a

, ωT (δ, f)p,dµk,a
= sup

|y|≤δ
‖T yf − f‖p,dµk,a

— модули непрерывности функции f ∈ Lp(R, dµk,a), 1 ≤ p ≤ ∞.

Лемма 4. Если f ∈ Lp(R, dµk,a), 1 ≤ p ≤ ∞, то

ωτ (δ, f)p,dµk,a
≤

(
1 +M τ

r,λ

)
‖f‖p,dµk,a

, ωT (δ, f)p,dµk,a
≤

(
1 +MT

r,λ

)
‖f‖p,dµk,a

, (5.4)

lim
δ→0

ωτ (δ, f)p,dµk,a
= 0, lim

δ→0
ωT (δ, f)p,dµk,a

= 0. (5.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя (3.15), получим (5.4). Равенство (5.5) докажем для
модуля непрерывности ωτ (δ, f)p,dµk,a

. Второе равенство будет доказываться аналогично. Так
как для f, g ∈ Lp(R, dµk,a)

|ωτ (δ, f)p,dµk,a
− ωτ (δ, g)p,dµk,a

| ≤
(
1 +M τ

r,λ

)
‖f − g‖p,dµk,a

,

равенство (5.5) можно доказывать для функций из плотного множества S1/r(R).
Пусть f ∈ S1/r(R). Для нормированной функции Бесселя

j′λ(z) = − z

2(λ+ 1)
jλ+1(z)

(см. [11, гл. 5]), поэтому |jα(z)− 1| ≤ |z|
2(λ+ 1)

и из (1.2) следует |Bk,a(y, z) − 1| . |yz|1/(2r).
Так как Fk,a(f)(z) быстро убывает на бесконечности, то согласно (3.5)

|τyf(x)− f(x)| ≤
∫

R

|Bk,a(x, z)||Bk,a(y, z)− 1||Fk,a(f)(z)| dµk,a(z)
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.

∫

R

|Bk,a(y, z) − 1||Fk,a(f)(z)| dµk,a(z) .
∫

R

|yz|1/(2r)|Fk,a(f)(z)| dµk,a . |y|1/(2r).

Отсюда вытекает (5.5) при p = ∞.

Рассмотрим случай p <∞. По свойству (3.25) теоремы 4 для всех y имеем τyf(x) ∈ S1/r(R).
Получим равномерные оценки по y. Для любого натурального m (δk,a)

m
z (Bk,a(y, z)Fk,a(f)(z))

является конечной линейной комбинацией функций вида |y|αsjλ+s(2r|yz|1/(2r))fs(z), αs ≥ 0,
fs ∈ S1/r(R), и согласно (2.3)

|τyf(x)| . |x|−m/r, |f(x)| . |x|−m/r

равномерно по |y| ≤ 1. Равенство (5.5) будет вытекать из оценки

∫

R

|τyf(x)− f(x)|p dµk,a . |y|p/(2r)
R∫

−R

dµk,a +

∫

|x|≥R

|x|−mp/r dµk,a(x).

для достаточно больших m и R > 0.

Лемма 4 доказана.

Теорема 6. Пусть ϕ̂ = Fk,a(ϕ), функции ϕ, ϕ̂ ∈ Ak,a, ϕ(0) = 1. Если f ∈ Lp(R, dµk,a) при

1 ≤ p ≤ ∞, то

lim
ε→0

‖f(x)−Φτ
εf(x)‖p,dµk,a

= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая (5.2) и теорему Банаха — Штейнгауза, теорему 6
достаточно доказывать на плотном множестве S1/r(R). Если f ∈ S1/r(R), то в силу (4.3)

Φεf(x) = (f ∗τ ϕ̂ε)(x) =

∫

R

f(y)τxϕ̂ε(y) dµk,a(y) =

∫

R

τyf(x)ϕ̂ε(y) dµk,a(y),

поэтому

‖f(x)− Φεf(x)‖p,dµk,a
=

∥∥∥
∫

R

(τ εyf(x)− f(x))ϕ̂(y) dµk,a(y)
∥∥∥
p,dµk,a

≤
∫

R

‖τ εyf(x)− f(x)‖p,dµk,a
|ϕ̂(y)| dµk,a(y) ≤

∫

R

ωτ (εy, f)p,dµk,a
|ϕ̂(y)| dµk,a(y).

Утверждение теоремы 6 вытекает из (5.4), (5.5) и оценки

∫

R

ωτ (εy, f)p,dµk,a
|ϕ̂(y)| dµk,a(y) ≤ ωτ (εR, f)p,dµk,a

∫

|y|≤R

|ϕ̂(y)| dµk,a(y)

+
(
1 +M τ

r,λ

)
‖f‖p,dµk,a

∫

|y|≥R

|ϕ̂(y)| dµk,a(y).

Теорема 6 доказана.

Следствие 2. Если в условиях теоремы 6 генератор ϕ четный, то с учетом неравен-

ства (5.3)

lim
ε→0

‖f(x)− ΦT
ε f(x)‖p,dµk,a

= 0.
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Обобщенные средние Φεf , для которых имеет место сходимость в пространствах Lp(R, dµk,a),
1 ≤ p ≤ ∞, назовем регулярными.

В [15] для преобразования Данкля исследованы средние Гаусса — Вейерштрасса, Пуассона,
Бохнера — Рисса. Все они порождены четными генераторами. Рассмотрим их аналоги для
обобщенного преобразования Фурье при a = 1/r.

Напомним, что λ = r(2k − 1). Генератором обобщенных средних Гаусса — Вейерштрасса

будет функция ϕ(x) = e−r|x|1/r ∈ S1/r(R). Известно [3, теорема 5.1], что ϕ̂ = ϕ ∈ S1/r(R).
Следовательно, обобщенные средние Гаусса — Вейерштрасса регулярные.

Генератором обобщенных средних Пуассона будет функция ϕ(x) = e−2r|x|1/2r ∈ S1/r(R).

Согласно [16, гл. 8, (8.6.4)] ϕ̂(y) = cλ,r
(
1 + y1/r

)−(λ+3/2)
. Хотя ϕ̂ 6∈ S1/r(R), ϕ̂ ∈ L1(R, dµk,1/r) и

обобщенные средние Пуассона также являются регулярными.

Для обобщенных средних Бохнера — Рисса

ϕ(x) =

{(
1− |x|1/r

)δ
, |x| ≤ 1,

0, |x| ≥ 1,
ϕ̂(y) = cλ,r,δjλ+δ+1

(
2r|y|1/(2r)

)
, δ > 0

(см. [16, гл. 8, (8.5.33)]). Генератор ϕ ∈ L1(R, dµk,1/r). Из асимптотики функции Бесселя [11,
гл. 7, 7.1] следует, что функция ϕ̂ ∈ L1(R, dµk,1/r), если только δ > δ0 = λ + 1/2. Число δ0
называют критическим показателем. Если δ > δ0, то обобщенные средние Бохнера — Рисса
являются регулярными.
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