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В работе изучается включение вида ỹ ∈ F (x) с многозначным отображением, действующим в простран-
ствах с векторнозначными метриками (чьи значения есть элементы конусов в банаховых пространствах),
принимающих возможно бесконечные значения. Получено утверждение о существовании решения x ∈ X
и оценке его отклонения (в векторнозначной метрике) от заданного элемента x0 ∈ X. Этот результат
распространяет известные теоремы об аналогичных операторных уравнениях и включениях в метриче-
ских пространствах и в пространствах с n-мерной метрикой на более общий случай и применительно к
конкретным классам функциональных уравнений и включений позволяет получить менее ограничитель-
ные, по сравнению с известными, условия разрешимости и более точные оценки решений. В работе этот
результат применен к интегральному включению

ỹ(t) ∈ f
(
t,

∫ b

a

κ(t, s)x(s) ds, x(t)
)
, t ∈ [a, b],

где функция ỹ измерима, отображение f удовлетворяет условиям Каратеодори, а от решения x требуется
лишь измеримость (суммируемость x не предполагается).
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Введение

В данной работе предлагается теорема о разрешимости операторного включения в про-
странстве, наделенном обобщенной метрикой, значениями которой являются элементы кону-
са банахова пространства или ∞. Эта теорема может трактоваться как утверждение о до-
пустимых векторно липшицевых возмущениях векторно метрически регулярного (накрыва-
ющего) отображения, при которых сохраняется разрешимость соответствующего включения.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00772,
https://rscf.ru/project/22-21-00772/.
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Отметим, что пространства с векторнозначной метрикой очевидно метризуемы: норма вектор-
нозначной метрики задает “обычную” метрику. Однако при такой метризации возможно, что
векторно метрически регулярное отображение не будет “скалярно” метрически регулярным, а
липшицево относительно векторной метрики отображение не будет “скалярно” липшицевым.
Таким образом, предлагаемое утверждение позволяет рассматривать уравнения и включения,
к которым не удается применить результаты анализа в метрических пространствах, в частно-
сти теорему Арутюнова о точках совпадения [1] и ее обобщения (см., например, [2;3]), теоремы
о возмущениях накрывающих отображений метрических пространств [4; 5].

Векторнозначная метрика со значениями в конусе банахова пространства является есте-
ственным распространением n-мерной метрики, принимающей значения в R

n
+. В простран-

ствах с n-мерной метрикой близкие рассматриваемым здесь утверждения для точек совпаде-
ния получены в [6; 7], для уравнений — в [8]. Для включений соответствующие вопросы для
пространств с n-мерной метрикой в известной нам литературе не рассматривались. Теоремы
о неподвижной точке в пространствах с векторнозначной метрикой для однозначных отобра-
жений получены А.И.Перовым в [9], для многозначных отображений — в нашей, написанной
в соавторстве с Е.С.Жуковским, работе [10]. В [11] представлены теоремы о неподвижных
точках однозначных и многозначных отображений пространств с векторнозначной метрикой,
аналогичные теоремам Л.В. Канторовича, а также теоремы о точках совпадения отображений
в таких пространствах.

В перечисленных выше статьях рассматривались конечные векторнозначные (включая
n-мерные) метрики. Дополнение бесконечностью значений векторнозначной метрики расши-
ряет возможности приложений, что демонстрируется в разд. 4 настоящей работы на примере
интегрального включения. Такое включение, предположительно имеющее несуммируемые осо-
бенности, может быть рассмотрено в максимально “широком” пространстве измеримых функ-
ций, а в качестве обобщенного расстояния между его элементами — функциями u(·) и v(·) —
можно выбрать функцию |u(·)− v(·)|, если она суммируема с некоторой степенью p, и ∞, если
эта функция не является p-суммируемой. Если будет найдена измеримая функция x0 такая,
что отклонение правой части включения от значения интегрального оператора на x0 будет
суммируемой с p-й степенью функцией, то к данному включению можно применить предла-
гаемый в статье результат. Такой подход позволяет “стандартизировать” достаточно сложную
процедуру выбора пространства, в котором “удобно” методами функционального анализа ис-
следовать заданное уравнение или включение. Некоторые другие идеи выбора пространств для
функционально-дифференциальных уравнений предложены в работах участников Пермского
семинара Н.В.Азбелева (см. [12]).

1. Векторно метрическое пространство

1.1. Определение векторнозначной метрики

Дополним множество R действительных чисел элементом ∞ и обозначим такую “расши-
ренную вещественную прямую” через R

.
= R ∪ {∞}. Будем считать, что

∞−∞ = 0 ∀x ∈ R, x−∞ = ∞− x = ∞.

Также доопределим множество R+ неотрицательных действительных чисел элементом +∞ и
обозначим R+

.
= R+ ∪ {+∞} = [0,+∞]. Будем считать, что

∀x ∈ R+ x < +∞, x+ (+∞) = (+∞) + x = +∞, (+∞) + (+∞) = +∞.

Определение модуля | · | вещественного числа дополним равенством |∞| = +∞.

Наряду с “классической метрикой”, имеющей значения в R+, в литературе используется
также метрика, которая кроме вещественных значений может принимать еще значение +∞
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(см., например, [13, § 1.1]). А именно, метрикой на произвольном множестве X 6= ∅ называется
отображение ρX : X ×X → R+ такое, что для любых x, y, z ∈ X справедливы соотношения

1) ρX(x, y) = 0 ⇔ x = y;
2) ρX(x, y) = ρX(y, x);

3) ρX(x, z) 6 ρX(x, y) + ρX(y, z).
При выполнении этих условий пару (X, ρX ) называют метрическим пространством. Ес-

ли удовлетворяющее перечисленным условиям отображение ρX действует в R+, то метрика
называется конечной.

Например, в R “стандартной метрикой” является функция

ρ
R
: R× R → R+, ρ

R
(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R, (1.1)

а сужение этой функции на R× R есть “обычная” конечная метрика.

Теперь определим рассматриваемое в работе обобщение понятия метрики.
Пусть E — нормированное пространство и E+ ⊂ E — замкнутый выпуклый острый конус.

Зададим в E частичный порядок 6 соотношением

∀e, ẽ ∈ E ẽ 6 e ⇔ e− ẽ ∈ E+.

Будем считать, что относительно этого порядка норма ‖ · ‖E в пространстве E является моно-
тонной, т. е.

∀e, ẽ ∈ E+ ẽ 6 e ⇒ ‖ẽ‖E 6 ‖e‖E .
Определим “расширенный конус” — множество E+ = E+ ∪ {+∞}, дополнив конус E+ элемен-
том +∞, причем будем полагать

∀e ∈ E+ e < +∞, e+ (+∞) = (+∞) + e = +∞, (+∞) + (+∞) = +∞.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть Ω 6= ∅. Отображение PΩ : Ω × Ω → E+ будем называть
векторнозначной метрикой или в.метрикой на Ω, если для любых ω, u, v ∈ Ω выполнены
следующие условия (“стандартные” аксиомы метрики):

1) PΩ(ω, u) = 0 ⇔ ω = u;
2) PΩ(ω, u) = PΩ(u, ω);

3) PΩ(ω, u) 6 PΩ(ω, v) + PΩ(v, u).

Множество Ω с определенной на нем в.метрикой PΩ будем называть векторно метриче-

ским пространством или в.метрическим пространством.

Аналогичное определение в.метрики, но принимающей только “конечные” значения в ко-
нусе E+, рассматривалось в [10].

В.метрические пространства естественным образом возникают, например, при рассмотре-
нии систем уравнений, неравенств или включений, решения которых — векторы (u1, u2, . . . , un)
с компонентами ui, являющимися элементами некоторых метрических пространств (Ωi, ρi),
ρi : Ωi × Ωi → R+. В таком случае удобно рассмотреть декартово произведение Ω =

∏n
i=1 Ωi с

в.метрикой PΩ : Ω2 → Rn
+ (где Rn

+ = R
n
+∪{+∞}), определяемой для любых u = (u1, u2, . . . , un),

v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Ω формулой

PΩ(u, v)
.
=

{ (
ρ1(u1, v1), ρ2(u2, v2), . . . , ρn(un, vn)

)
, если ρi(ui, vi) ∈ R+ при всех i = 1, n,

+∞, в противном случае.

Такая в.метрика, но принимающая лишь конечные значения (т. е. ρi : Ωi × Ωi → R+, i =
1, n), использовалась в работах [6–8] при исследовании точек совпадения векторных отобра-
жений, а также систем уравнений.

Для в.метрического пространства (Ω,PΩ) сформулируем определения и обозначения, ана-
логичные введенным в [10] для пространства с конечной в.метрикой.
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Обозначим BΩ(ω0, e)
.
= {ω ∈ Ω: PΩ(ω, ω0) 6 e} — замкнутый шар с центром в точ-

ке ω0 ∈ Ω радиуса e ∈ E+; BΩ(ω0,∞)
.
= Ω; BΩ(U, e)

.
=

⋃
ω0∈U

BΩ(ω0, e) — e-раздутие множе-

ства U ⊂ Ω. Следует отметить, что на в.метрические пространства не переносятся понятия
расстояния от точки до множества и расстояния по Хаусдорфу между множествами, посколь-
ку ограниченное множество в E+ может не иметь инфимума (так как, в отличие от линейного
порядка в R, порядок в E частичный).

Сходимость ωi → ω при i → ∞ в Ω понимается в смысле сходимости векторного рассто-
яния, а именно: существует такой номер I, что для любого i > I выполнено PΩ(ωi, ω) < +∞
и ‖PΩ(ωi, ω)‖E → 0, т. е. фактически сходимость в Ω означает сходимость по расстоянию
‖PΩ(·, ·)‖E пространства E. В случае существования предел, очевидно, единственный. Мно-
жество U ⊂ Ω замкнуто, если для любой сходящейся последовательности {ωi} ⊂ U, ωi → ω,
выполнено ω ∈ U. Последовательность {ωi} ⊂ Ω называется фундаментальной, если для лю-
бого ε > 0 найдется номер I такой, что для любых i, j > I выполнено ‖(ωi, ωj)‖E < ε. Как
и для “обычного” метрического пространства, из сходимости последовательности следует ее
фундаментальность. Если любая фундаментальная последовательность в Ω сходится, то это
в.метрическое пространство называется полным.

1.2. Пространство Sp

(
[a, b],R

)

Приведем еще один пример в.метрического пространства. Это пространство будет исполь-
зоваться в четвертом разделе работы при исследовании интегрального включения.

Стандартно через Lp

(
[a, b],R

)
будем обозначать банахово пространство суммируемых в p-й

степени (1 6 p 6 ∞) по Лебегу функций x : [a, b] → R с нормой ‖x‖Lp

.
=

(∫ b

a
|x(s)|pds

)1/p

при

p < ∞ и ‖x‖L∞

.
= vrai sup

s∈[a,b]
|x(s)|. Множество Lp([a, b],R+) функций из Lp

(
[a, b],R

)
со значени-

ями в R+ является выпуклым замкнутым острым воспроизводящим конусом в пространстве
Lp([a, b],R), причем относительно порождаемого этим конусом “естественного” порядка нор-

ма ‖ · ‖Lp монотонна. Определим “расширенный конус”: Lp

(
[a, b],R+

) .
= Lp

(
[a, b],R+

)
∪ {+∞}.

Далее рассматриваются функции, возможно принимающие значение ∞. Будем полагать,
что функция x : [a, b] → R измерима, если измеримо ее эффективное множество domx

.
= {t :

x(t) 6= ∞} и ее сужение x|dom x на это множество является “обычной” измеримой функцией.
Определим пространство Sp

(
[a, b],R

) (
1 6 p 6 ∞

)
всех измеримых функций x : [a, b] → R ,

в котором для любых x, u ∈ Sp([a, b],R ) определена функция

[a, b] ∋ t 7→ PSp(x, u)(t)
.
=

{
|x(t)− u(t)|, если x− u ∈ Lp

(
[a, b],R

)
,

+∞, в противном случае;
(1.2)

таким образом, PSp(x, u) ∈ Lp

(
[a, b],R+

)
. Очевидно, что отображение PSp является в.метри-

кой в соответствующем пространстве Sp

(
[a, b],R

)
, и Sp

(
[a, b],R

)
является полным относитель-

но в.метрики PSp .
Отметим, что в.метрику PSp можно рассмотреть и в пространстве Sp

(
[a, b],R

) (
1 6 p 6 ∞

)

функций, принимающих только конечные значения.

2. Многозначные отображения векторно метрических пространств

Многозначное отображение Ψ, действующее из множества X 6= ∅ в множество Y 6= ∅,
будем обозначать через Ψ : X ⇒ Y. Для всех рассматриваемых многозначных отображений
предполагаем, что образом любого аргумента является непустое множество.

В этом разделе для многозначных отображений в.метрических пространств определяют-
ся понятия замкнутости, липшицевости и регулярности, аналогичные соответствующим свой-
ствам отображений метрических пространств. Начнем с основного в данной работе понятия
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векторной метрической регулярности многозначных отображений. Но прежде приведем опре-
деление “обычной” метрической регулярности, распространением которого на в.метрические
пространства является предлагаемое понятие.

Пусть (X, ρX), (Y, ρY ) — “обычные” метрические пространства с конечными метриками
ρX : X2 → R+, ρY : Y 2 → R+.

О п р е д е л е н и е 2 (см. [14, c.109]). Отображение Ψ : X ⇒ Y называется k-метрически

регулярным (k-регулярным), k > 0, если

∀ε > 0 ∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∀y′ ∈ Y

∃x′ ∈ X y′ ∈ Ψ(x′) и ρX(x, x′) 6 kρY (y, y
′) + ε.

(2.1)

При определении метрической регулярности в случае, когда метрики могут принимать еще
и значение +∞, в соотношении (2.1) достаточно рассматривать только те y′ ∈ Y, для которых
расстояние до y конечно, т. е. это соотношение следует переписать следующим образом:

∀ε > 0 ∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∀y′ ∈ Y ρY (y, y
′) < +∞

∃x′ ∈ X y′ ∈ Ψ(x′) и ρX(x, x′) 6 kρY (y, y
′) + ε.

(2.2)

В ситуации возможно бесконечных значений метрик несколько более ограничительным
соотношением, чем (2.2), свойство регулярности (называемого также свойством накрывания)
определялась в работах [15; 16].

Метрически регулярные однозначные и многозначные отображения, действующие в про-
странствах с конечной векторнозначной метрикой, принимающей значения в R

n
+, подробно

изучались в [6; 7] (см. также библиографию в указанных работах).
Пусть теперь заданы нормированные пространства E и M, упорядоченные выпуклыми

замкнутыми острыми конусами E+ и M+ соответственно. Упорядоченности, которые задают
конусы E+ и M+, будем обозначать одинаково, символом 6 . Нулевые элементы в E и M
будем обозначать как 0E и 0M , соответственно. Будем предполагать что нормы ‖ · ‖E , ‖ · ‖M
этих пространств монотонны. Кроме того, будем предполагать, что конусы E+ и M+ воспро-
изводящие.

Обозначим через L(E,M) пространство линейных ограниченных операторов E → M (со
стандартной нормой) и в этом пространстве определим подмножество

L+(E,M)
.
= {F : E → M : F (E+) ⊂ M+}

положительных операторов. Рассуждениями, аналогичными приведенным в [10] (при рас-
смотрении множества положительных операторов E → E), несложно показать, что множе-
ство L+(E,M) является выпуклым замкнутым острым конусом в пространстве L(E,M). Этот
конус задает порядок на L(E,M), который мы также будем обозначать символом 6, т. е.

∀ F, G ∈ L(E,M) G 6 F ⇔ F −G ∈ L+(E,M).

Обозначим действующий в M тождественный оператор символом IM . Очевидно, тожде-
ственный оператор положителен, т. е. IM ∈ L+(M,M).

Пусть заданы в.метрические пространства (X,PX ) и (Y,PY ), где PX : X2 → M+,
PY : Y 2 → E+ — соответствующие в.метрики, M+ = M+ ∪ {+∞}, E+ = E+ ∪ {+∞}, и пусть
W ⊂ Y, W 6= ∅.

О п р е д е л е н и е 3. Отображение Ψ : X ⇒ Y будем называть в.метрически

регулярным относительно множества W ⊂ Y с операторным коэффициентом

K ∈ L+(E,M) (K-в.метрически регулярным относительно W или просто K-регулярным

относительно W ), если

∀ε > 0 ∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∀y′ ∈ W PY (y, y
′) < +∞

∃x′ ∈ X ∃δ ∈ M+ y′ ∈ Ψ(x′), ‖δ‖M < ε и PX(x, x′) 6 KPY (y, y
′) + δ.

(2.3)



Об операторных включениях 111

Если W = Y, то при выполнении (2.3) отображение Ψ будем называть K-в.метричес-

ки регулярным (или просто K-регулярным). Заметим, что отображение Ψ будет K-в.метри-
чески регулярным относительно непустого множества W ⊂ Y тогда и только тогда, когда оно
K-в.метрически регулярно относительно каждого одноэлементного множества {ỹ} ⊂ W.

Теперь приведем определения свойств липшицевости и замкнутости многозначного отоб-
ражения, действующего в в.метрических пространствах.

О п р е д е л е н и е 4. Отображение Ψ : X ⇒ Y будем называть липшицевым относи-

тельно множества W ⊂ Y с операторным коэффициентом B ∈ L+(M,E) (или B-липшице-

вым относительно W ), если

∀x ∈ X ∀y ∈ Ψ(x) ∩W ∀x′ ∈ X PX(x, x′) < +∞
∃y′ ∈ Ψ(x′) PY (y, y

′) 6 BPX(x, x′).
(2.4)

О п р е д е л е н и е 5. Отображение Ψ : X ⇒ Y будем называть замкнутым относи-

тельно множества W ⊂ Y, если

∀{xk}∞k=1 ⊂ X ∀{yk}∞k=1 ⊂ Y yk ∈ Ψ(xk) (k = 1, 2, . . .) ∀x ∈ X ∀y ∈ W

из xk → x и yk → y следует y ∈ Ψ(x).
(2.5)

Если W = Y, то при выполнении соотношений (2.4) или (2.5) отображение Ψ : X ⇒ Y будем
называть просто B-липшицевым или замкнутым соответственно.

3. Возмущения векторно метрически регулярных

многозначных отображений

Пусть заданы вектор ỹ ∈ Y и отображение F : X×X ⇒ Y. Будем полагать, что по первому
аргументу это отображение является в.метрически регулярным относительно множества {ỹ},
а по второму определяет некоторые возмущения. Наша задача состоит в выделении класса
возмущений, при которых отображение G : X ⇒ Y,

G(x) = F (x, x),

сохраняет свойство в.метрической регулярности отображения F (·, x) относительно {ỹ}. Для
решения этой задачи рассмотрим включение

ỹ ∈ F (x, x) (3.1)

и получим для него условия существования и оценки решения x ∈ X.

Теорема 1. Пусть пространство (M, ‖ · ‖M ) является банаховым, в.метрическое про-

странство (X,PX ) — полным, заданы операторы K ∈ L+(E,M), B ∈ L+(M,E) такие,

что спектральный радиус ̺ их произведения KB ∈ L+(M,M) удовлетворяет неравенству

̺(KB) < 1, и выполнены следующие условия:

1) при любом u ∈ X отображение F (·, u) : X ⇒ Y является K- регулярным относительно

множества {ỹ};
2) при любом v ∈ X отображение F (v, ·) : X ⇒ Y является B- липшицевым относитель-

но множества {ỹ};
3) отображение G замкнуто относительно множества {ỹ}.
Тогда для любых x0 ∈ X, y0 ∈ F (x0, x0) таких, что PY (ỹ, y0) < +∞, и любого ε > 0

существуют решение x включения (3.1) и элемент δ ∈ M+, ‖δ‖M < ε, удовлетворяющие

неравенству

PX(x, x0) 6 (IM −KB)−1KPY (ỹ, y0) + δ. (3.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего, из условия ̺(KB) < 1 следует, что оператор
IM −KB : M → M обратим и обратный оператор является суммой ряда Неймана

(IM −KB)−1 =

∞∑

i=0

(KB)i, (3.3)

в котором все члены (KB)i — положительные операторы. Поскольку конус L+(M,M) зам-
кнут, оператор (IM − KB)−1 также является положительным и при любом натуральном k
справедлива оценка

(IM −KB)−1 >

k∑

i=0

(KB)i. (3.4)

Определим эквивалентную норму ‖ · ‖∗M в пространстве M следующим образом (этот спо-
соб определения эквивалентной нормы приведен в [17, c. 15, 16]).

Пусть ̺0
.
= ̺(KB). Выберем любое λ ∈ (̺0, 1) и найдем такое натуральное n, что

n
√

‖(KB)n‖ 6 λ и, соответственно, ‖(KB)nµ‖M 6 λn‖µ‖M при любом µ ∈ M. Положим

‖µ‖∗M = λn−1‖µ‖M + λn−2‖KBµ‖M + . . .+ λ‖(KB)n−2µ‖M + ‖(KB)n−1µ‖M , µ ∈ M. (3.5)

Несложно проверить, что приведенная формула определяет норму в M и эта норма эквивален-
та исходной норме ‖·‖M . Кроме того, ввиду положительности оператора KB из монотонности
нормы ‖ · ‖M следует монотонность нормы ‖ · ‖∗M . Далее, для любого µ ∈ M получаем

‖KBµ‖∗M = λn−1‖KBµ‖M + λn−2‖(KB)2µ‖M + . . . + λ‖(KB)n−1µ‖M + ‖(KB)nµ‖M

6 λn−1‖KBµ‖M + λn−2‖(KB)2µ‖M + . . .+ λ‖(KB)n−1µ‖M + λn‖µ‖M

= λ
(
λn−2‖KBµ‖M + . . . + λ‖(KB)n−2µ‖M + ‖(KB)n−1µ‖M + λn−1‖µ‖M

)
= λ‖µ‖∗M .

Итак, ‖KBµ‖∗M 6 λ‖µ‖∗M и отсюда, учитывая, что спектральный радиус не превосходит норму
оператора и сохраняется при переходе к эквивалентной норме, получаем

̺0 6 ‖KB‖∗ 6 λ < 1. (3.6)

Из этого неравенства в силу представления оператора (IM − KB)−1 рядом Неймана (3.3)

следует оценка его нормы ‖(IM −KB)−1‖∗ 6 1

1− λ
.

Заметим также, что из (3.5) прямо следует неравенство

‖µ‖∗M > λn−1‖µ‖M , µ ∈ M. (3.7)

Пусть для некоторых x0 ∈ X и y0 ∈ F (x0, x0) выполнено PY (ỹ, y0) < +∞. Покажем, что по
этим начальным элементам можно построить последовательности {xk}∞k=0 ⊂ X и {yk}∞k=0 ⊂ Y,
удовлетворяющие таким условиям:

• ỹ ∈ F (xk, xk−1), yk ∈ F (xk, xk) для любого k = 1, 2, . . . ;

• последовательность {xk}∞k=0 является фундаментальной в пространстве (X,PX );

• последовательность {yk}∞k=0 сходится к ỹ в пространстве (Y,PY ).
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Из перечисленных условий будет следовать, что предел последовательности {xk}∞k=0 ⊂ X яв-
ляется искомым решением включения (3.1).

Пусть ε > 0 и p > max{λ−1, 2}. Согласно предположению 1) для рассматриваемых элемен-
тов x0 ∈ X, y0 ∈ F (x0, x0) и ε̃ = 2−1ε(1−λ)λn−1 найдутся x1 ∈ X и δ0 ∈ M+, ‖δ0‖∗M < ε̃, такие,
что ỹ ∈ F (x1, x0) и

PX(x1, x0) 6 KPY (ỹ, y0) + δ0. (3.8)

Из условия 2) следует, что существует элемент y1 ∈ F (x1, x1) такой, что

PY (y1, ỹ) 6 BPX(x1, x0).

Снова воспользуемся предположением 1) о K- регулярности отображения F по первому
аргументу: для элементов x1, y1 найдем x2 ∈ X и δ1 ∈ M+, ‖δ1‖∗M < ε̃p−1, такие, что ỹ ∈
F (x2, x1) и

PX(x2, x1) 6 KPY (ỹ, y1) + δ1 6 (KB)PX(x1, x0) + δ1.

Далее, из условия 2) следует, что существует элемент y2 ∈ F (x2, x2) такой, что

PY (y2, ỹ) 6 BPX(x2, x1) 6 B(KB)PX(x1, x0) +Bδ1.

Аналогично для x2, y2 найдем x3 ∈ X, δ2 ∈ M+, ‖δ2‖∗M < ε̃p−2, и y3 ∈ F (x3, x3) такие, что

PX(x3, x2) 6 KPY (ỹ, y2) + δ2 6 (KB)2PX(x1, x0) + (KB)δ1 + δ2,

PY (y3, ỹ) 6 BPX(x3, x2) 6 B(KB)2PX(x1, x0) +B(KB)δ1 +Bδ2,

и т. д. Таким образом, определены последовательности {xk}∞k=0 ⊂ X, {yk}∞k=0 ⊂ Y и {δk}∞k=0 ⊂
M+, удовлетворяющие условиям

ỹ ∈ F (xk+1, xk), yk ∈ F (xk, xk), ‖δk‖∗M < ε̃p−k, k = 0, 1, . . . ,

PX(xk+1, xk) 6 (KB)kPX(x1, x0) + (KB)k−1δ1 + . . .+ (KB)δk−1 + δk, k = 0, 1, . . . , (3.9)

PY (yk, ỹ) 6 BPX(xk, xk−1), k = 1, 2, . . . . (3.10)

В силу монотонности нормы ‖ · ‖∗M , учитывая неравенства (3.6) и (λp)−1 < 1, из (3.9)
получаем

‖PX(xk+1, xk)‖∗M < λk‖PX(x1, x0)‖∗M + λk−1ε̃p−1 + λk−2ε̃p−2 + . . .+ λε̃p1−k + ε̃p−k

< λk‖PX(x1, x0)‖∗M + λkε̃
(
(λp)−1 + (λp)−2 + . . .+ (λp)1−k + (λp)−k

)

< λk
(
‖PX(x1, x0)‖∗M + ε̃(λp− 1)−1

)
.

(3.11)

Таким образом, ‖PX(xk+1, xk)‖∗M → 0 при k → ∞, откуда ввиду неравенства (3.10) получаем,
что последовательность {yk}∞k=0 сходится к ỹ в пространстве (Y,PY ). Также, используя (3.11),
для любых k = 0, 1, . . . и l = 1, 2, . . . выводим оценку

‖PX(xk+l, xk)‖∗M 6 ‖PX(xk+l, xk+l−1)‖∗M + . . .+ ‖PX(xk+2, xk+1)‖∗M + ‖PX(xk+1, xk)‖∗M

< λk(λl−1 + . . .+ λ+ 1)
(
‖PX(x1, x0)‖∗M + ε̃(λp − 1)−1

)

<
λk

1− λ

(
‖PX(x1, x0)‖∗M + ε̃(λp− 1)−1

)
.

Из этой оценки следует, что последовательность {xk}∞k=0 является фундаментальной и поэтому
в полном пространстве (X,PX) сходится к некоторому x ∈ X. Согласно предположению 3)
выполнено ỹ ∈ F (x, x), т. е. x — искомое решение включения (3.1).
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Покажем, что x удовлетворяет оценке (3.2).
Из неравенств (3.9), (3.4) и (3.8) получаем

PX(xk+1, x0) 6 PX(x1, x0) + PX(xk, xk−1) + . . . + PX(x1, x0)

6
[
(KB)k + (KB)k−1 + . . .+ IM

]
PX(x1, x0)

+
[
(KB)k−1 + (KB)k−2 + . . .+ IM

]
δ1

+
[
(KB)k−2 + . . .+ IM

]
δ2 + . . .+

[
(KB) + IM

]
δk−1 + IMδk

6 (IM −KB)−1
[
PX(x1, x0) + δ1 + δ2 + . . .+ δk

]

6 (IM −KB)−1
[
KPY (ỹ, y0) + δ0 + δ1 + δ2 + . . .+ δk

]
.

Обозначим δ̃k
.
= (IM−KB)−1(δ0+δ1+δ2+. . .+δk). Очевидно, что δ̃k ∈ M+ при всех k = 0, 1, . . . .

Для любых k = 0, 1, . . . и l = 1, 2, . . . имеем

‖δ̃k+l − δ̃k‖∗M 6 ‖(IM −KB)−1‖∗ ‖δk+1 + . . .+ δk+l‖∗M

< ε̃
p−k−1 + . . .+ p−k−l

1− λ
<

2ε̃p−k−1

1− λ
6

ε̃

2k(1− λ)
.

Значит, последовательность {δ̃k}∞k=0 ⊂ M фундаментальная и сходится в банаховом простран-
стве M к некоторому δ. Очевидно, δ ∈ M+. Далее, из (3.3), для любого k получаем

‖δ̃k‖∗M < ‖(IM −KB)−1‖∗ ε̃
(
1 + p−1 + p−2 + . . .

)
6 2(1− λ)−1ε̃,

откуда следует, что ‖δ‖∗M < 2(1− λ)−1ε̃. Тогда (см. (3.7))

‖δ‖M 6 λ−n+1‖δ‖∗M < λ−n+12(1 − λ)−1ε(1 − λ)2−1λn−1 = ε.

Таким образом,
PX(xk+1, x0) 6 (IM −KB)−1KPY (ỹ, y0) + δ̃k,

и, переходя в этом неравенстве к пределу при k → ∞, получаем (3.2). �

4. Приложение к интегральным включениям

4.1. Многозначные отображения, действующие в R

В этом разделе мы будем рассматривать многозначные отображения, действующие в рас-
ширенную числовую прямую R = R ∪ {∞} (со “стандартной”, определенной формулой (1.1)
метрикой). Сначала поясним, как в этом случае определяются основные понятия теории мно-
гозначных отображений.

Для любого множества A ⊂ R обозначим Pr(A)
.
= A \ {∞}. Из определения метрики ρ

R

следует, что множество A открыто (замкнуто, компактно) в R тогда и только тогда, когда мно-
жество Pr(A) является открытым (соответственно замкнутым, компактным) в R. В частности,
множество {∞} открыто и замкнуто (и, конечно, компактно) в R. Обозначим совокупности
всех непустых замкнутых (компактных) подмножеств пространств R и R соответственно через
C(R) и C(R) (K(R) и K(R)).

Напомним, что расстояние по Хаусдорфу HR(A,B) между непустыми множествами A,B ⊂
R определяется формулой

HR(A,B)
.
= inf

{
ε > 0 : B ⊂ BR(A, ε), A ⊂ BR(B, ε)

}
.

В C(R) расстояние HR является метрикой со значениями в R+. Такой же формулой опреде-
ляется расстояние по Хаусдорфу в R. Так как для любого x ∈ R отличного от ∞ выполнено
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ρ
R
(x,∞) = +∞, расстояние по Хаусдорфу между множествами A,B ⊂ R можно задать экви-

валентной формулой:

H
R
(A,B) =





+∞, если ровно одно из двух: A = Pr(A) или B = Pr(B),
+∞, если ровно одно из двух: A = {∞} или B = {∞},
0, если A = {∞} и B = {∞},

HR(Pr(A),Pr(B)), в остальных случаях.

Расстояние H
R

определяет метрику в C(R).

Пусть (V, ρ
V
) — некоторое метрическое пространство, v0 ∈ V. Многозначное отображение

f : V ⇒ R с замкнутыми образами полагаем непрерывным в точке v0, если непрерывно со-
ответствующее однозначное отображение, действующее в (C(R),H

R
). Это означает, что для

любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что H
R
(f(v), f(v0)) < ε для любого v ∈ V, удовлетворя-

ющего неравенству ρ
V
(v, v0) < δ. Отображение f непрерывно на некотором множестве, если

оно непрерывно в каждой точке этого множества.

Многие свойства отображения f : V ⇒ R связаны со свойствами отображения

Pr f : V ⇒ R, V ∋ v 7→ Pr f(v)
.
= Pr(f(v)) ⊂ R. (4.1)

Через dom f
.
=

{
v : Pr(f(v)) 6= ∅

}
будем обозначать эффективное множество отображения f,

через f−1
− (W )

.
=

{
t : f(v)∩W 6= ∅

}
— полный прообраз множества W ⊂ R при отображении f.

Для W = {∞} имеем f−1
− (∞) = {v : f(v) ∋ ∞}. Непрерывность отображения f в точке v0 ∈ V

равносильна выполнению следующих условий:

1) если v0 ∈ f−1
− (∞), то найдется окрестность ∆(v0) точки v0 такая, что ∆(v0) ⊂ f−1

− (∞);

2) если v0 /∈ f−1
− (∞), то найдется окрестность ∆(v0) точки v0 такая, что ∆(v0)∩f−1

− (∞) = ∅;

3) если v0 ∈ dom f , то найдется окрестность ∆(v0) точки v0 такая, что ∆(v0) ⊂ dom f и
отображение Pr f непрерывно в точке v0;

4) если v0 /∈ dom f , то найдется окрестность ∆(v0) точки v0 такая, что ∆(v0) ∩ dom f = ∅.

Отметим, что относительно множества {∞} ⊂ R любое отображение f : V ⇒ R является
в.метрически регулярным с любым коэффициентом K. Действительно, в соотношении (2.3)
неравенство PY (y, y

′) < +∞ в данном случае принимает вид |y−∞| < +∞ и ему удовлетворяет
только y = ∞, а поэтому это соотношение выполнено для x′ = x. Из данного очевидного фак-
та следует, что отображение f : V ⇒ R является K-в.метрически регулярным относительно
множества W ⊂ R тогда и только тогда, когда отображение Pr f K-в.метрически регулярно
относительно множества Pr(W ) ⊂ R.

Аналогичными рассуждениями доказывается, что отображение f : V ⇒ R является
B-липшицевым относительно множества W ⊂ R тогда и только тогда, когда отображение Pr f
B-липшицево относительно множества Pr(W ) ⊂ R.

Далее, пусть V = [a, b], рассмотрим отображение f : [a, b] ⇒ R и соответствующее ему
отображение Pr f : [a, b] ⇒ R, определенное соотношением (4.1). Отображение f называется
измеримым, если для любого открытого множества W ⊂ R его полный прообраз измерим (по
Лебегу). Для измеримости отображения f необходимо и достаточно выполнения следующих
двух условий:

1) множества dom f и f−1
− (∞) измеримы;

2) сужение Pr f | domf отображения Pr f на dom f — эффективное множество f — является
измеримым многозначным отображением.

Пусть теперь f : [a, b] × R ⇒ R. Следуя известной терминологии, будем говорить, что
отображение f удовлетворяет условиям Каратеодори, если для любого x ∈ R отображение
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f(·, x) : [a, b] ⇒ R измеримо и при п.в. t ∈ [a, b] отображение f(t, ·) : R ⇒ R непрерывно. Пока-
жем, что на такие отображения можно распространить известные (см., например, [18, c. 75, 77])
для функций с конечными значениями утверждения: теорему о суперпозиционной измеримо-
сти многозначного отображения и лемму Филиппова о неявной функции.

Утверждение 1. Пусть отображение f : [a, b]×R → K(R) удовлетворяет условиям Ка-

ратеодори. Тогда для любой измеримой функции z : [a, b] → R отображение f(·, z(·)) : [a, b] →
K(R) измеримо.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольную измеримую функцию z : [a, b] → R и
рассмотрим множество E

.
= [a, b]\dom z, т. е. E =

{
t ∈ [a, b] : z(t) = ∞

}
. Так как эффектив-

ное множество dom z измеримо, E также будет измеримым множеством. Далее, при t ∈ E
имеем f(t, z(t)) = f(t,∞), поэтому в силу условий Каратеодори сужение f(·, z(·))|E отображе-
ния f(·, z(·)) на множество E измеримо.

Покажем, что f(·, z(·))|dom z также измеримо.
Обозначим через f̃

.
= f |dom z×R сужение отображения f на dom z×R. Очевидно, что отобра-

жение f̃ : dom z×R → K(R) будет удовлетворять условиям Каратеодори. Пусть для некоторого
x0 ∈ R множество

T∞(x0)
.
=

{
t ∈ dom z : f(t, x0) = {∞}

}

не пусто. Множество T∞(x0) измеримо, так как T∞(x0) =
(
f̃(·, x0)

)−1

−
(∞)\dom f̃(·, x0). По-

скольку отображение f̃ непрерывно по второму аргументу, то T∞(x) = T∞(x0) для лю-
бого x ∈ R, поэтому в обозначении T∞(x0) будем опускать x0 и писать T∞. Для любых
(t, x) ∈ (dom z\T∞) × R имеем Pr f̃(t, x) 6= ∅, таким образом, отображение Pr f̃ |(dom z\T∞)×R

действует в K(R), а также удовлетворяет условиям Каратеодори. Тогда к нему применима
“классическая” теорема о суперпозиционной измеримости многозначного отображения (см. [18,
c. 77]) и отображение Pr f̃(·, z(·))|dom z\T∞

измеримо, что означает измеримость отображения

f(·, z(·))|dom z\T∞
= f̃(·, z(·))|dom z\T∞

. Далее, очевидно, что при t ∈ T∞ имеем f(t, z(t)) = ∞,
т. е. f(·, z(·))|T∞

также измеримо. Таким образом, измеримость отображения f(·, z(·))|dom z до-
казана. �

Следующее утверждение — аналог леммы Филиппова — сформулируем сначала не в самом
общем, но именно в таком виде, который потребуется нам для исследования интегральных
включений, полагая, что отображение f определено на [a, b] × R. Затем будет показано, как
из этого утверждения получить более общий результат для отображения f, определенного на
[a, b]× R.

Утверждение 2. Пусть отображение f : [a, b] × R → K(R) удовлетворяет условиям

Каратеодори, отображение U : [a, b] → K(R) измеримо и измеримая функция ỹ : [a, b] → R

удовлетворяет при п.в. t ∈ [a, b] включению

ỹ(t) ∈ f(t, U(t)). (4.2)

Тогда существует измеримое сечение u : [a, b] → R отображения U (т. е. измеримая функция

u, удовлетворяющая при п.в. t ∈ [a, b] включению u(t) ∈ U(t) ) такое, что при п.в. t ∈ [a, b]
выполнено

ỹ(t) ∈ f(t, u(t)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как при п.в. t ∈ [a, b] отображение f(t, ·) непрерывно, то
существует измеримое множество E ⊂ [a, b] такое, что при п.в. t ∈ E и всех x ∈ R выполнено
∞ ∈ f(t, x), а при п.в. t ∈ [a, b]\E и всех x ∈ R выполнено ∞ /∈ f(t, x). Пусть ỹ(t) = ∞ при
t ∈ Γ ⊂ [a, b]. Тогда множество Γ измеримо (в силу измеримости функции ỹ), Γ ⊂ E и для
любого измеримого сечения uΓ отображения U |Γ получаем ∞ ∈ f(t, uΓ(t)), t ∈ Γ.
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Далее, при п.в. t ∈ [a, b]\Γ = dom ỹ включение (4.2) равносильно включению

ỹ(t) ∈ PrF (t, U(t)),

к которому применима классическая лемма Филиппова (см. [18, c. 75]), а это означает,
что найдется измеримое сечение udom ỹ отображения U |dom ỹ такое, что ỹ(t) ∈ f(t, udom ỹ(t)),
t ∈ dom ỹ. Таким образом, искомую функцию u : [a, b] → R можно определить равенством

u(t) =

{
uΓ(t), t ∈ Γ
udom ỹ(t), t ∈ [a, b]\Γ.

�

З а м е ч а н и е 1. Доказанное утверждение остается справедливым и в более общей ситу-
ации, когда f : [a, b] × R → K(R) и U : [a, b] → K(R). Доказательство такого, несколько более
общего, аналога леммы Филиппова можно получить из утверждения 2 следующим образом.

Определим очевидно измеримые множества

U−1
− ({∞}) .

=
{
t ∈ [a, b] : ∞ ∈ U(t)

}
, T∞

.
=

{
t ∈ U−1

− ({∞}) : ỹ(t) ∈ f(t,∞)
}
.

При t ∈ T∞ можем положить искомую функцию равной u(t) = ∞, и тогда при этих t выполнено
ỹ(t) ∈ f(t, u(t)). Остается определить функцию u(t) при t ∈ [a, b] \ T∞, а это возможно в силу
утверждения 2, так как при этих t включение (4.2) принимает вид ỹ(t) ∈ f |[a,b]\T∞×R

(t,PrU(t)).

4.2. Условия разрешимости интегрального включения

Теперь получим основной результат разд. 4 — достаточные условия разрешимости в классе
измеримых функций интегрального включения.

Вначале поясним, как понимается интеграл от измеримой функции φ : [a, b] → R (подроб-
нее см. [19, гл. V,VI]). Определим неотрицательные измеримые функции φ+, φ− : [a, b] → R

соотношениями

φ+(t) =

{
φ(t), если φ(t) > 0,
0, если φ(t) < 0,

φ−(t) =

{
0, если φ(t) > 0,

−φ(t), если φ(t) < 0.

Для каждой из этих функций существует интеграл Лебега

∫ b

a
φ+(t) dt,

∫ b

a
φ−(t) dt, конечный

(когда соответствующая функция суммируема) или бесконечный (в противном случае). Бу-

дем полагать

∫ b

a
φ(t) dt =

∫ b

a
φ+(t) dt −

∫ b

a
φ−(t) dt, если обе функции φ+, φ− суммируемы, и

∫ b

a
φ(t) dt = ∞, если хотя бы одна из них не является суммируемой (и тогда, соответственно,

функция φ также не суммируема).

Для измеримой функции φ : [a, b] → R, принимающей значение ∞ на множестве положи-

тельной меры, полагаем

b∫

a

φ(t) dt = ∞.

Пусть заданы функции ỹ : [a, b] → R, κ : [a, b] × [a, b] → R и многозначное отображение
f : [a, b]× R× R ⇒ R. Рассмотрим интегральное включение

ỹ(t) ∈ f
(
t,

b∫

a

κ(t, s)x(s) ds, x(t)
)
, t ∈ [a, b], (4.3)
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относительно неизвестной измеримой функции x : [a, b] → R. Отметим, что при некоторых t
функция κ(t, ·)x(·) может быть несуммируемой, поэтому f как функция второго аргумента
определяется на расширенной числовой прямой R.

Включение (4.3) будем рассматривать как операторное включение вида (3.1) с многознач-
ным отображением F, действующим в пространствах измеримых функций, эти пространства
снабдим в.метрикой (1.2).

Будем предполагать, что выполнены следующие условия:

(a) функции ỹ и κ измеримы;

(b) при п.в. t ∈ [a, b] и любых z ∈ R и x ∈ R множество f(t, z, x) компактно в R;

(c) для любых z ∈ R и x ∈ R отображение f(·, z, x) : [a, b] ⇒ R измеримо;

(d) при п.в. t ∈ [a, b] отображение f(t, ·, ·) : R× R ⇒ R непрерывно;

(e) существует измеримая функция k : [a, b] → R+ такая, что при п.в. t ∈ dom ỹ и любом
z ∈ R отображение Pr f(t, z, ·) : R ⇒ R является k(t)-метрически регулярным относитель-
но множества {ỹ(t)} (это условие равносильно условию k(t)-метрической регулярности
относительно {ỹ(t)} отображения f(t, z, ·) : R ⇒ R при п.в. t ∈ [a, b] и любом z ∈ R);

(f) существует измеримая функция β : [a, b] → R+ такая, что при п.в. t ∈ dom ỹ, любом x ∈ R

отображение Pr f(t, ·, x) : R ⇒ R является β(t)-липшицевым относительно множества
{ỹ(t)} (что равносильно условию β(t)-липшицевости относительно {ỹ(t)} отображения
f(t, ·, x) : R ⇒ R при п.в. t ∈ [a, b] и любом x ∈ R).

Определим (очевидно, измеримую) функцию B : [a, b]× [a, b] → R,

B(t, s)
.
= β(t)|κ(t, s)|, t, s ∈ [a, b].

Для произвольной измеримой функции P : [a, b] → R обозначим

(KP)(t)
.
= k(t)P(t), (4.4)

(BP)(t)
.
=

b∫

a

B(t, s)P(s) ds. (4.5)

Лемма 1. Пусть p > r > 1. Предположим, что функции k и B удовлетворяют следую-

щим условиям:

(g) k ∈ Lη([a, b],R+), где η
.
=

pr

p− r
(η = ∞ в случае, если p = r, и η = r, если p = ∞);

(h) κ(t, ·) ∈ Lr′([a, b],R+) при п. в. t ∈ [a, b], где r′
.
=

r

r − 1
(r′ = ∞ в случае, если r = 1, и

r′ = 1, если r = ∞), и для функции t 7→ B(t) .
= ‖B(t, ·)‖Lr′

выполнено B ∈ Lp([a, b],R+).

Тогда для любого Pp ∈ Lp([a, b],R) выполнено KPp ∈ Lr([a, b],R), а для любого Pr ∈ Lr([a, b],R)
выполнено BPr ∈ Lp([a, b],R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим оператор K. Вначале пусть r < p < ∞. Тогда

r < η < ∞ и
1

η/r
+

1

p/r
= 1. Поэтому, используя интегральное неравенство Гёльдера, для

любого Pp ∈ Lp([a, b],R) получаем

‖KPp‖Lr =
[ b∫

a

(
k(t)

)r|Pp(t)|rdt
]1/r

6

[ b∫

a

(
k(t)

)r(η/r)
dt
](r/η)·(1/r)[ b∫

a

|Pp(t)|r(p/r)dt
](r/p)·(1/r)

.
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Отсюда следует, что ‖KPp‖Lr 6 ‖k‖Lη · ‖Pp‖Lp < ∞, KPp ∈ Lr([a, b],R).
Пусть теперь r = p. Тогда η = ∞, k ∈ L∞([a, b],R+), значит,

‖KPp‖Lr = ‖KPp‖Lp 6 ‖k‖L∞
‖Pp‖Lp , KPp ∈ Lr([a, b],R).

В заключение рассмотрим ситуацию p = ∞. В этом случае η = r, и поэтому

‖KPp‖Lr = ‖KPp‖Lη 6 ‖k‖Lη · ‖Pp‖L∞
= ‖k‖Lη · ‖Pp‖Lp < ∞, KPp ∈ Lr([a, b],R).

Рассмотрим оператор B. Прежде всего, из включения κ(t, ·) ∈ Lr′([a, b],R+) при п. в.

t ∈ [a, b] следует, что B(t, ·) ∈ Lr′([a, b],R+). В силу равенства
1

r
+

1

r′
= 1 для любого Pr ∈

Lr([a, b],R) получаем

‖BPr‖Lp =
[ b∫

a

∣∣∣
b∫

a

B(t, s)Pr(s) ds
∣∣∣
p
dt
]1/p

6

[ b∫

a

(
‖B(t, ·)‖Lr′

· ‖Pr‖Lr

)p
dt
]1/p

= ‖B‖Lp · ‖Pr‖Lr .

Таким образом, BPr ∈ Lp([a, b],R). �

Из приведенного доказательства прямо вытекает, что справедливо следующее утверждение
(более общее, чем лемма 1).

Следствие 1. При выполнении условий (g), (h) соотношения (4.4) и (4.5) задают ли-

нейные ограниченные операторы K : Lp([a, b],R) → Lr([a, b],R) и B : Lr([a, b],R) → Lp([a, b],R)
соответственно, причем

‖K‖Lp→Lr ≤ ‖k‖Lη , ‖B‖Lr→Lp ≤ ‖B‖Lp .

Теорема 2. Пусть выполнены условия (a)–(h). Предположим, что для спектрального

радиуса ̺ композиции KB : Lr([a, b],R) → Lr([a, b],R) операторов K и B, определенных со-

ответственно соотношениями (4.4) и (4.5), выполнено неравенство ̺(KB) < 1. Тогда для

любых измеримых функций x0 : [a, b] → R и y0 : [a, b] → R таких, что

y0(t) ∈ f
(
t,

b∫

a

κ(t, s)x0(s) ds, x0(t)
)

при п.в. t ∈ [a, b], ỹ − y0 ∈ Lp([a, b],R),

и любого ε > 0 существуют решение x включения (4.3) и функция δ ∈ Lr([a, b],R+), ‖δ‖Lr < ε,
удовлетворяющие при п.в. t ∈ [a, b] неравенству

PSr(x, x0) 6 (I −KB)−1KPSp(ỹ, y0) + δ,

где PSr и PSp — в.метрики в пространстве измеримых функций, определяемые равен-

ством (1.2), т. е. PSr(x, x0) = |x(·)−x0(·)| ∈ Lr([a, b],R), PSp(ỹ, y0) = |ỹ(·)−y0(·)| ∈ Lp([a, b],R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для применения теоремы 1 запишем рассматриваемое инте-
гральное включение в виде операторного включения (3.1), т. е. определим отображение F,
порождаемое включением (4.3).

Для каждой измеримой функции z : [a, b] → R функция J z : [a, b] → R, заданная формулой

(J z)(t)
.
=

b∫

a

κ(t, s)z(s) ds, t ∈ [a, b],

измерима (см. [19], замечание 2 к теореме Фубини, с. 383). А из условий (c) и (d) согласно
утверждению 1 следует, что многозначная функция f

(
·, (J z)(·), x(·)

)
: [a, b] → K(R) измерима
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для любых измеримых функций x, z : [a, b] → R. Это позволяет определить F как отображе-
ние, сопоставляющее каждой паре измеримых функций x, z : [a, b] → R множество F (x, z) всех
измеримых сечений отображения f

(
·, (J z)(·), x(·)

)
. Рассматриваемое здесь включение (4.3) за-

писывается в операторном виде (3.1) именно с таким отображением F. Наделим множество из-
меримых функций в.метриками PSr и PSp по формуле (1.2) (см. п. 1.2) и будем рассматривать
отображение F, действующее следующим образом: F : Sr([a, b],R)×Sr([a, b],R) ⇒ Sp([a, b],R).
Покажем, что это отображение удовлетворяет условиям теоремы 1.

Прежде всего напомним, что пространство Sr([a, b],R) является полным относительно
в.метрики PSr .

Докажем, что отображение F K-регулярно по первому аргументу относительно множе-
ства {ỹ}, где оператор K определен соотношением (4.4). Пусть задана произвольная измери-
мая функция z : [a, b] → R. Определим многозначное отображение g : [a, b] × R → K(R),

g(t, x)
.
= f

(
t, (J z)(t), x

)
при п.в. t ∈ [a, b] и при всех x ∈ R.

Из условий (c) и (d) следует, что это отображение удовлетворяет условиям Каратеодори, т. е.
измеримо по первому аргументу, непрерывно по второму и, следовательно, суперпозиционно
измеримо (см. утверждение 1), а F (·, z) : Sr([a, b],R) ⇒ Sp([a, b],R) представляет собой опера-
тор Немыцкого, порожденный отображением g.

Зафиксируем любое ε > 0 и обозначим ε̃
.
=

ε

(b− a)1/r
. Возьмем произвольные функции

x ∈ Sr([a, b],R), y ∈ Sp([a, b],R) такие, что y(t) ∈ g(t, x(t)) при п.в. t ∈ [a, b] и PSp(ỹ, y) < +∞
(т. е. ‖ỹ(·) − y(·)‖Lp < +∞). Согласно условию (e) при п.в. t ∈ [a, b] отображение g(t, ·) будет
k(t)-метрически регулярным относительно множества {ỹ(t)}. Тогда для п.в. t ∈ [a, b] найдется
x̃(t) ∈ R такой, что

ỹ(t) ∈ g(t, x̃(t)) и |x̃(t)− x(t)| 6 k(t)|ỹ(t)− y(t)|+ ε̃. (4.6)

Обозначим r(t)
.
= k(t)|ỹ(t) − y(t)| + ε̃, функция r(·) измерима. Из (4.6) следует, что x̃(t) ∈

BR

(
x(t), r(t)

)
при п.в. t ∈ [a, b]. Отображение t 7→ BR

(
x(t), r(t)

)
является измеримым и имеет

компактные образы в R, а из соотношений (4.6) следует, что

ỹ(t) ∈ g
(
t,BR

(
x(t), r(t)

))
при п.в. t ∈ [a, b].

В силу утверждения 2 существует измеримое сечение x′ : [a, b] → R отображения t 7→
BR

(
x(t), r(t)

)
такое, что ỹ(t) ∈ g(t, x′(t)) при п.в. t ∈ [a, b]. Для этой функции имеет место

оценка
|x′(t)− x(t)| 6 r(t) = k(t)|ỹ(t)− y(t)|+ ε̃.

Ввиду леммы 1 из этой оценки следует, что PSr(x
′, x) = |x′(·)− x(·)| ∈ Lr([a, b],R) и

PSr(x
′, x) 6 KPSp(ỹ, y) + δ,

где линейный ограниченный оператор K : Lp([a, b],R) → Lr([a, b],R) определен формулой (4.4),
а функция δ является постоянной, тождественно равной ε̃ и поэтому ‖δ‖Lr = ε. Таким образом,
отображение F (·, z) : Sr([a, b],R) ⇒ Sp([a, b],R) является K-регулярным относительно множе-
ства {ỹ}.

Покажем теперь, что отображение F по второму аргументу является B-липшицевым от-
носительно множества {ỹ}. Зафиксируем произвольную измеримую функцию x : [a, b] → R и
определим отображение h : [a, b]× R → K(R) равенством

h(t, u)
.
= f(t, u, x(t)) при п.в. t ∈ [a, b] и всех u ∈ R.

Согласно условию (f) при п.в. t ∈ [a, b] это отображение является β(t)-липшицевым по
второму аргументу относительно множества {ỹ(t)}. При любом x ∈ Sr([a, b],R) отображе-
ние F (x, ·) : Sr([a, b],R) ⇒ Sp([a, b],R) каждой функции z ∈ Sr([a, b],R) ставит в соответствие
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множество F (x, z) ⊂ Sp([a, b],R) всех измеримых сечений отображения h
(
·, (J z)(·)

)
. Итак,

необходимо доказать, что это отображение является B-липшицевым относительно множе-
ства {ỹ}.

Покажем сначала, что для любых измеримых функций ũ, u : [a, b] → R таких, что при
п.в. t ∈ [a, b] выполнено ỹ(t) ∈ h

(
t, ũ(t)

)
и |ũ(t) − u(t)| < +∞, найдется измеримая функция

y : [a, b] → R, удовлетворяющая при п.в. t ∈ [a, b] соотношениям

y(t) ∈ h
(
t, u(t)

)
и |ỹ(t)− y(t)| 6 β(t)|ũ(t)− u(t)|. (4.7)

Обозначим r(t)
.
= β(t)|ũ(t) − u(t)|, функция r : [a, b] → R измерима. Определим отображение

t ∋ [a, b] 7→ B
R

(
ỹ(t), r(t)

)
. Это отображение имеет значениями компактные в R множества и

является измеримым. В силу β(t)-липшицевости при п.в. t ∈ [a, b] отображения h(t, ·) отно-
сительно множества {ỹ(t)} отображение t ∋ [a, b] 7→ B

R

(
ỹ(t), r(t)

)
∩ h(t, u(t)) имеет непустые

образы, измеримо и, следовательно, имеет измеримое сечение y. Таким образом, определена
измеримая функция y, удовлетворяющая соотношениям (4.7).

Пусть теперь z̃ : [a, b] → R — измеримая функция, ũ(t)
.
=

∫ b

a
κ(t, s)z̃(s)ds и

ỹ(t) ∈ h
(
t, ũ(t)

)
= h

(
t,

b∫

a

κ(t, s)z̃(s)ds
)
.

Согласно условию (h) для любой измеримой функции z : [a, b] → R такой, что PSr(z̃, z) < +∞,
выполнено

b∫

a

κ(t, s)|z̃(s)− z(s)|ds < +∞.

Тогда функция u(·) .
=

∫ b

a
κ(·, s)z(s)ds удовлетворяет при п.в. t ∈ [a, b] соотношениям

|ũ(t)− u(t)| =
∣∣∣

b∫

a

κ(t, s)z̃(s)ds −
b∫

a

κ(t, s)z(s)ds
∣∣∣ 6

b∫

a

|κ(t, s)||z̃(s)− z(s)|ds < +∞

и, следовательно, существует измеримая функция y : [a, b] → R, для которой ввиду (4.7) при
п. в. t ∈ [a, b] выполнены соотношения

y(t) ∈ h
(
t, u(t)

)
= h

(
t,

b∫

a

κ(t, s)z̃(s)ds
)
,

(PSp(ỹ, y))(t) = |ỹ(t)− y(t)| 6 β(t)|ũ(t)− u(t)| 6
b∫

a

β(t)|κ(t, s)||z̃(s)− z(s)|ds = (BPSr(z̃, z))(t).

Итак, отображение F является B-липшицевым по второму аргументу относительно множества
{ỹ}.

Осталось доказать, что отображение G : Sr([a, b],R) ⇒ Sp([a, b],R), определяемое равен-
ством G(x)

.
= F (x, x), замкнуто относительно множества {ỹ}. Рассмотрим произвольные по-

следовательности {xk}∞k=1 ⊂ Sr([a, b],R), {yk}∞k=1 ⊂ Sp([a, b],R) и функцию x̃ ∈ Sr([a, b],R)
такие, что yk ∈ G(xk), k = 1, 2, . . . , и имеют место сходимости xk → x, yk → ỹ при k → ∞ в
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соответствующих в.метрических пространствах (следовательно, xk(t) → x(t) и yk(t) → ỹ(t)
п.в. на [a, b]). Покажем, что ỹ ∈ G(x̃). Пусть

zk(t)
.
=

b∫

a

κ(t, s)xk(s)ds и z̃(t)
.
=

b∫

a

κ(t, s)x̃(s)ds при п.в. t ∈ [a, b].

Тогда в силу условия (h) при п.в. t ∈ [a, b] имеет место сходимость zk(t) → z̃(t) при k → ∞.
Далее, согласно свойству (d) при п.в. t ∈ [a, b] отображение f(t, ·, ·) непрерывно, поэтому при
п.в. t ∈ [a, b] выполнено H

R

(
f(t, zk(t), xk(t)), f(t, z̃(t), x̃(t))

)
→ 0, k → ∞. Отсюда следует,

что при п.в. t ∈ [a, b] для любого натурального k найдется такое ṽk(t) ∈ f(t, z̃(t), x̃(t)), что
|yk(t) − ṽk(t)| < 1/k. А так как yk(t) → ỹ(t), k → ∞, то и ṽk(t) → ỹ(t), k → ∞. Так как
множество f(t, z̃(t), x̃(t)) замкнуто, получаем, что ỹ(t) ∈ f(t, z̃(t), x̃(t)) при п.в. t ∈ [a, b], т. е.
ỹ ∈ G(x̃). �

З а м е ч а н и е 2. Если в теореме 2 условия (e), (f) выполнены для любого ỹ ∈ R, т. е.
f(t, z, ·) является k(t)-метрически регулярным, а f(t, ·, x) — β(t)-липшицевым (относительно
всего пространства R), то утверждение теоремы 2 будет верно для любой функции ỹ(·), для
которой ỹ − y0 ∈ Lp([a, b],R).

Теорема 2, конечно, применима и к исследованию интегральных уравнений (если порож-
дающее уравнение отображение рассматривать как многозначное со значениями — одноточеч-
ными множествами). Рассмотрим пример такого интегрального уравнения, удовлетворяющего
условиям теоремы 2, но не удовлетворяющего условиям теорем (в частности, полученных в
работах [4; 5; 20–22]) о регулярных отображениях в пространствах с “обычной метрикой”, зна-
чениями которой являются числа (из R+ или R+).

П р и м е р 1. Рассмотрим уравнение

tςx(t) +
x3(t)

t
+ 3

√√√√√
(
t+

∣∣
1∫

0

κ(t, s)x(s) ds
∣∣
)2

= ỹ(t), t ∈ [0, 1], (4.8)

относительно неизвестной измеримой функции x : [0, 1] → R. Будем предполагать, что в этом
уравнении ς ∈ (0, 1/10), функция κ : [0, 1] × [0, 1] → R измерима и

κ
.
= vrai sup

(t,s)∈[0,1]×[0,1]
|κ(t, s)| <

√
3

2

√
1− 6ς, (4.9)

функция ỹ : [0, 1] → R измерима. Покажем, что для любой правой части ỹ такой, что

1∫

0

(
ỹ(t)− 1√

t5

)2
dt < +∞, (4.10)

существует решение x, удовлетворяющее условию

1∫

0

(
x(t)− 1√

t

)2
dt < +∞. (4.11)

Заметим, что правая часть ỹ рассматриваемого уравнения является несуммируемой функ-
цией. В работах [4;5;21;22] и др. функциональные (включая интегральные) уравнения и вклю-
чения сводились к операторным в “традиционных” (с конечной скалярной метрикой) метриче-
ских пространствах суммируемых функций, поэтому к уравнениям с несуммируемыми функ-
циями результаты цитируемых работ не применимы.
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Определим порождающую уравнение (4.8) функцию f : [0, 1]×R×R → R при п.в. t ∈ [0, 1],
z ∈ R, x ∈ R соотношением

f(t, z, x) =





tςx+
x3

t
+ 3

√(
t+ |z|

)2
, если z 6= ∞,

∞, если z = ∞,

проверим справедливость предположений теоремы 2.

Условия (a)–(d) очевидно выполнены. Проверим справедливость условий (e), (f).

При фиксированных t, z, z 6= ∞, функция f(t, z, ·) : R → R есть биекция. Возьмем про-
извольный x ∈ R и определим y = f(t, z, x). Для любого ỹ ∈ R существует x̃ ∈ R та-
кой, что ỹ = f(t, z, x̃). В силу теоремы Лагранжа о среднем существует ζ ∈ R такой, что

|ỹ − y| =
(
tς + 3ζ2/t

)
|x̃− x|, следовательно,

|x̃− x| = 1

tς + 3ζ2/t
|ỹ − y| ≤ 1

tς
|ỹ − y|.

Таким образом, функция f(t, z, ·) k(t)-метрически регулярна относительно R (а поэтому и
относительно всего R) с коэффициентом k(t) = t−ς .

Отметим, что в исследованиях [4; 5; 20–22] функциональных (в частности, интегральных)
уравнений и включений требовалось, чтобы соответствующие функции удовлетворяли усло-
вию метрической регулярности (или равносильному условию накрывания) с коэффициентом,
не зависящим от переменной t. Рассматриваемая здесь функция f(t, z, ·) таким свойством не
обладает, что не позволяет применять к уравнению (4.8) результаты цитируемых работ, и по
этой же причине неэффективно применять известные теоремы о точках совпадения [1–3].

При фиксированных t, x, для любых z, z̃, отличных от ∞, существует ζ ∈ R такой, что

|f(t, z̃, x)− f(t, z, x)| = 2

3 3

√
t+ |ζ|

|z̃ − z| ≤ 2

3 3
√
t
|z̃ − z|.

Таким образом, функция f(t, ·, x) является липшицевой относительно R (а поэтому и отно-

сительно всего R) с коэффициентом β(t) =
2

3 3
√
t

(функция f(t, ·, x) не является липшицевой

с константой, не зависящей от t, а именно такое более ограничительное, чем используемое в
теореме 2, условие предполагалось в работах [4; 5; 20–22]).

Положим p = 5/2, r = 2 (т. е. выполнено условие p ≥ r ≥ 1) и определим η
.
=

pr

p− r
= 10 и

r′
.
=

r

r − 1
= 2.

Поскольку ς ∈ (0, 1/10), функция k(t) = t−ς суммируема на [0, 1] со степенью η = 10. Таким
образом, выполнено условие (g).

Функция B определяется формулой B(t, s)
.
=

2

3 3
√
t
|κ(t, s)|, t, s ∈ [0, 1]. Функция κ суще-

ственно ограничена на [0, 1] × [0, 1], при п.в. t ∈ [0, 1] как функция второго аргумента κ(t, ·)
она также существенно ограничена (не превосходит по модулю число κ = vrai sup

(t,s)∈[0,1]×[0,1]
|κ(t, s)|).

Следовательно, при п.в. t ∈ [0, 1] функция B(t, ·) существенно ограничена и тем более
B(t, ·) ∈ Lr′([0, 1],R+). Для функции B(t) .

= ‖B(t, ·)‖Lr′
из оценки

B(t) = 2

3 3
√
t

( 1∫

0

|κ(t, s)|2 ds
)1/2

≤ 2κ

3 3
√
t

получаем, что B ∈ Lp([0, 1],R+), p = 5/2. Итак, условие (h) выполнено.
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Оператор KB : Lr([0, 1],R) → Lr([0, 1],R), r = 2, согласно (4.4), (4.5) определяется форму-
лой

(KB P)(t) =
2

3tς+1/3

1∫

0

κ(t, s)P(s) ds, P ∈ L2([0, 1],R).

Оценим его норму. Имеем

( 1∫

0

[ 2

3tς+1/3

1∫

0

κ(t, s)P(s) ds
]2
dt

)1/2

≤ 2

3

( 1∫

0

[ 1∫

0

(
κ(t, s)

tς+1/3

)2

ds
]2·1/2

‖P‖2L2
dt

)1/2

≤ 2

3

κ√
1
3 − 2ς

‖P‖L2
=

2√
3

κ√
1− 6ς

‖P‖L2
.

Из этого неравенства в силу условия (4.9) получаем ‖KB‖L2→L2
< 1, поэтому ̺(KB) < 1.

Остается выбрать функцию x0 равную x0(t) =
1√
t
, тогда

y0(t) =
1

t1/2−ς
+

1

t5/2
+

3

√(
t+ |H|

)2
, где H =

1∫

0

κ(t, s)√
s

ds.

А для этой функции и функции ỹ0(t) =
1

t5/2
имеем ỹ0 − y0 ∈ L2([0, 1],R). Поэтому в силу

соотношения (4.10) получаем ỹ − y0 ∈ L2([0, 1],R).
Итак, условия теоремы 2 выполнены, согласно этой теореме уравнение (4.8) имеет решение,

удовлетворяющее требованию (4.11).
Отметим, что, если для существенно ограниченной функции κ выполнено κ(t, s) = 0

при s > t (т. е. в случае вольтерровости уравнения (4.8)), спектральный радиус оператора
KB : L2([0, 1],R) → L2([0, 1],R) равен нулю без дополнительного ограничения (4.9) на величи-
ну κ. Таким образом, такое вольтеррово уравнение (4.8) с любой существенно ограниченной
функцией κ имеет решение, удовлетворяющее соотношению (4.11).

В заключение рассмотрим уравнение (4.8) при конкретной функции

κ(t, s) =

{
s, если t ∈ [0, 1/2],

1/2, если t ∈ (1/2, 1].

Эта функция измерима на [0, 1] × [0, 1] и удовлетворяет неравенству (4.9). Поэтому для урав-
нения (4.8) с такой функцией κ выполнены условия теоремы 2. В теореме 2 положим функции
x0, y0 : [0, 1] → R равными

x0(t) =
1

t
, y0(t) =

{ 1

t1−ς
+

1

t4
+ 3

√(
t+ 1

)2
, если t ∈ [0, 1/2],

∞, если t ∈ (1/2, 1].

Тогда согласно этой теореме у уравнения (4.8) с рассматриваемой функцией κ для любой
правой части ỹ такой, что

1/2∫

0

(
ỹ(t)− 1

t1−ς
− 1

t4

)2
dt < +∞ при t ∈ (1/2, 1]

и ỹ(t) = ∞ при t ∈ (1/2, 1], существует решение x, удовлетворяющее условию

1∫

0

(
x(t)− 1

t

)2
dt < +∞.
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