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Введение

Число Линделёфа — один из самых важных кардинальных инвариантов типа компакт-
ности. Никак на первый взгляд не связан с ним кардинальный инвариант — теснота. Число
Линделёфа по сути — глобальный инвариант, а теснота — инвариант по существу точечный.
Однако в [1] были приведены две теоремы: теорема Асанова и теорема Архангельского —
Пыткеева. Эти теоремы показывают двойственную взаимосвязь числа Линделёфа и тесноты
между пространством непрерывных вещественнозначных функций Cp(X) в топологии пото-
чечной сходимости и тихоновским пространством X.

В статье [2] были изучены различные виды тесноты на пространстве Cλ(X) непрерывных
вещественнозначных функций, определенных на тихоновском пространстве X с множественно-
открытой (λ-открытой) топологией. Настоящая работа является естественным продолжением
исследования различных видов тесноты на пространстве B1(X) вещественнозначных функций
Бэра первого класса. Напомним, что f ∈ B1(X), если существует последовательность (fn :
n ∈ N) непрерывных вещественнозначных функций такая, что f = lim fn, т. е. f(x) = lim fn(x)
для каждой точки x ∈ X.

Изучение кардинальнозначных функций на пространствах функций Бэра Bα(X)
(1 ≤ α ≤ ω1) проводилось А.В.Пестряковым ([3], см. также [4]), в частности, он исследовал тес-
ноту пространства B1(X). В предлагаемой работе предметом исследования являются веерная
теснота, сильная веерная теснота, T -теснота и множественная теснота пространства B1(X).

1. Основные определения и обозначения

Пусть A и B — семейства подмножеств топологического пространства (X, τ) и κ — беско-
нечное кардинальное число. Напомним определения некоторых базисных селекционных прин-
ципов.
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◦ X удовлетворяет селекционныму принципу Sκ
1 (A,B) (X ∈ Sκ

1 (A,B)), если для каждой
трансфинитной последовательности {Aα : α < κ} ⊂ A мы можем выбрать Bα ∈ Aα такое, что
{Bα : α < κ} ∈ B.

◦ X удовлетворяет селекционныму принципу Sκ
fin(A,B) (X ∈ Sκ

fin(A,B)), если для каждой
трансфинитной последовательности {Aα : α < κ} ⊂ A мы можем выбрать Bα ∈ [Aα]

<ω такое,
что

⋃

{Bα : α < κ} ∈ B.

Если κ = ω, то пишем S1(A,B) и Sfin(A,B).

Покрытие U пространства X называют ω-покрытием, если X не принадлежит U и каждое
конечное подмножество пространства X содержится в элементе, принадлежащем U . Покры-
тие U пространства X называют γ-покрытием, если X не принадлежит U и каждое конечное
подмножество пространства X содержится во всех элементах, принадлежащих U , кроме ко-
нечного числа.

В этой статье A и B будут следующие семейства покрытий пространства X:

O : семейство всех открытых покрытий пространства X;

Ω: семейство всех открытых ω-покрытий пространства X;

Γ: семейство всех открытых γ-покрытий пространства X;

ZΩ : семейство всех ω-покрытий Zσ-множествами пространства X.

В частности, пространства, обладающие селекционными принципами Sfin(O,O) и S1(O,O),
называют пространствами Менгера и Ротбергера соответственно.

Для топологического пространства (X, τ) и фиксированной точки x ∈ X мы используем
символ Ωx для обозначения множества {A ⊂ X : x ∈ A \A}.

Напомним определения тесноты и различных видов тесноты для произвольного топологи-
ческого пространства.

◦ Теснотой топологического пространства (X, τ) называют наименьший бесконечный кар-
динал κ, такой что для любого A ⊆ X и x ∈ A существует B ⊆ A такое, что | B |≤ κ и x ∈ B.
Эту функцию обозначают как t(X).

◦ Веерной теснотой топологического пространства (X, τ) называют наименьший бесконеч-
ный кардинал κ, такой что для любой точки x ∈ X и каждой трансфинитной последователь-
ности {Aα : α < κ} элементов семейства Ωx существует трансфинитная последовательность
{Bα : α < κ} конечных множеств таких, что Bα ⊆ Aα для каждого α < κ, и x ∈ cl(

⋃

α<κBα),
т. е. выполняется Sκ

fin(Ωx,Ωx). Эту функцию обозначают как vet(X).

◦ Сильной веерной теснотой топологического пространства (X, τ) называют наименьший
бесконечный кардинал κ такой, что для любой точки x ∈ X выполняется Sκ

1 (Ωx,Ωx). Мы будем
обозначать эту функцию как vet1(X).

◦ T -теснотой топологического пространства X называют наименьший бесконечный кар-
динал τ такой, что если {Fα : α < κ} — возрастающая трансфинитная последовательность
замкнутых множеств, где cf(κ) > τ , то

⋃

{Fα : α < κ} замкнутое множество.

Это определение было введено Юхасом в работе [5]. Поскольку семейство {Fα : α < κ}
возрастающее и cf(κ) — регулярный кардинал, мы можем говорить, что T -теснота T (X) есть
наименьший бесконечный кардинал τ такой, что если {Fα : α < κ} — возрастающая трансфи-
нитная последовательность замкнутых множеств, где κ регулярный кардинал больший чем τ ,
то

⋃

{Fα : α < κ} — замкнутое подмножество в X.

◦ Множественной-теснотой (set-tightness) ts(X) пространства X называют наименьший
бесконечный кардинал τ такой, что если A ⊂ X и x ∈ A \ A, то существует семейство {Aα :
α < τ} подмножеств A таких, что x /∈ Aα для любого α < τ и x ∈

⋃

{Aα : α < τ}.

Это понятие было впервые введено в работе [6] и называлось “квази-характер”. Термин
set-tightness был предложен Юхасом в работе [5].

Заметим, что выполняются следующие отношения между кардинальнозначными функци-
ями.

— ts(X) ≤ T (X) ≤ t(X) ≤ vet(X) ≤ vet1(X). (Соотношения ts(X) ≤ T (X) ≤ t(X) были
показаны в [5]).
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— Если X компакт, то ts(X) = t(X) [6].

Напомним, что нуль-множеством называют подмножество A пространства X, если A =
f−1(0) для некоторой f ∈ C(X). Подмножество A пространства X называют ко-нуль- (или
функционально открытым) множеством, если X \A — нуль-множество. Подмножество B про-
странства X называют Zσ-множеством, если B представимо в виде счетного объединения
нуль-множеств. Дополнение до Zσ-множества называют Cozδ-множеством. Ясно, что любое
Cozδ-множество есть пересечение счетного числа ко-нуль-множеств. Выполняется следующая
характеристика функций Бэра первого класса: f ∈ B1(X) тогда и только тогда, когда для
любого открытого множества U ⊆ R прообраз f−1(U) является Zσ-множеством простран-
ства X [7, Exercise 3.A.1].

В этой работе мы рассматриваем пространства функций, определенных на бесконечном
тихоновском пространстве X. Это формальное ограничение (как для пространства непре-
рывных функций, так и для бэровских функций), поскольку для любого топологического
пространства X мы можем применить функтор Тихонова (тихоновский функтор), получив
тихоновское пространство Xτ с тем же запасом непрерывных и, следовательно, бэровских
функций. Отметим, что, например, для множества борелевских функций это не так.

Так как B1(X) — однородное топологическое пространство, то основные локальные свой-
ства мы можем рассматривать для простоты в точке 0 — это функция, тождественно равная 0
на всем пространстве X, и символ Ω0 означает множество {A ⊂ B1(X) : 0 ∈ A \ A}.

2. Веерная и сильная веерная теснота

Числом Линделёфа l(X) пространства X называется наименьший бесконечный кардинал τ ,
для которого каждое открытое покрытие пространства X содержит подпокрытие мощности τ .

А.В.Пестряков охарактеризовал тесноту t(B1(X)) пространства B1(X) через супремум
числа Линделёфа конечных степеней пространства Xℵ0

. Напомним, что пространство Xℵ0
=

(X, τℵ0
) — это ℵ0-модификация пространства (X, τ), т. е. топология τℵ0

на X порождена всеми
нуль-множествами пространства (X, τ).

Теорема 2.1 (Пестряков). Для любого топологического пространства X выполняется

t(B1(X)) = sup{l(Xn
ℵ0
) : n ∈ N}.

Следствие 2.1. Пространство B1(X) имеет счетную тесноту тогда и только тогда,

когда Xℵ0
есть линделёфовое пространство.

Следствие 2.2. Пространство B1(X) имеет счетную тесноту тогда и только тогда,

когда Xℵ0
обладает свойством S1(Ω,Γ).

В основном результате этого раздела мы используем следующую теорему.

Теорема 2.2 [8, Proposition 3]. Если A — Cozδ-подмножество пространства X, то су-

ществует функция Бэра f : X → [0, 1] первого класса такая, что A = f−1(0).

Если A и B — дизъюнктные Cozδ-подмножества пространства X, то существует функ-

ция Бэра f : X → [0, 1] первого класса такая, что A = f−1(0) и B = f−1(1).

Теорема 2.3. Для любого пространства X следующие утверждения эквивалентны:

(1) vet1(B1(X)) = κ;

(2) B1(X) ∈ Sκ
1 (Ω0,Ω0);

(3) X ∈ Sκ
1 (ZΩ,ZΩ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что пп. (1) и (2) эквивалентны по определению.

(2) ⇒ (3). Пусть {Uα : α < κ} будет трансфинитная последовательность Zσ ω-покрытий.
Для каждой пары K ∈ [X]<ω и Zσ-множества U ⊇ K пространства X пусть fK,U будет
функцией Бэра первого класса из X в [0, 1] такой, что fK,U(K) ⊆ {0} и fK,U(X \ U) ⊆ {1}.
Докажем существование этой функции. Поскольку U =

⋃

Zi, где Zi — нуль-множество для
каждого i ∈ N, существует i′ такое, что K ⊆ Zi′ . Получаем, что Zi′ и X \U — два дизъюнктных
Cozδ-множества. По теореме 2.2 существует функция Бэра первого класса f : X → [0, 1] такая,
что f(Zi′) ⊆ {0} и f(X \ U) ⊆ {1}. Положим fK,U := f .

Пусть для каждого α < κ Aα = {fK,U : K ∈ [X]<ω ,K ⊆ U ∈ Uα}. Тогда для каждого
K ∈ [X]<ω существует fK,U ∈ Aα. Заметим, что 0 ∈ Aα для каждого α < κ. Так как B1(X) ∈
Sκ
1 (Ω0,Ω0), то существует трансфинитная последовательность {fKα,Uα

: α < κ} такая, что для
каждого α, Kα ∈ [X]<ω, Uα ∈ Uα и 0 принадлежит замыканию множества {fKα,Uα

: α < κ}.

Мы докажем, что {Uα : α < κ} ∈ ZΩ. Пусть F ∈ [X]<ω , точка 0 принадлежит замыканию
множества {fKα,Uα

: α < κ}, отсюда следует, что существует α такое, что [F, (−1, 1)] содержит
функцию fKα,Uα

. Тогда F ⊆ Uα.

(3) ⇒ (2). Пусть {Aα : α < κ} — трансфинитная последовательность подмножеств про-
странства B1(X) \ {0} таких, что 0 ∈

⋂

α<κAα.

Для биекции i : ω × κ 7→ κ положим An,α := Ai(n,α).

Для n ∈ N, α ∈ κ и каждого K ∈ [X]<ω окрестность [K, (−1/n, 1/n)] точки 0 пересекает
An,α, а значит, существует функция fK,n,α ∈ An,α такая, что |fK,n,α(x)| < 1/n для каждого
x ∈ K.

Поскольку fK,n,α — функция Бэра первого класса, существует Zσ-множество UK,n,α такое,
что fK,n,α(UK,n,α) ⊆ (−1/n, 1/n). Пусть Un,α = {UK,n,α : K ∈ [X]<ω}.

Для любого K ∈ [X]<ω множество K 6= X; поэтому можно полагать, что все множества
вида UK,n,α не совпадают с X.

Так для каждого α < κ и n ∈ N, Un,α ∈ ZΩ. У каждой трансфинитной последовательности
{Un,α : α < κ} при условии, что X ∈ Sκ

1 (ZΩ,ZΩ), существует последовательность {UKn,α
: α < κ},

где каждое Kn,α ∈ [X]<ω такое, что {UKn,α
: α < κ} ∈ ZΩ.

Определим B = {fK,n,α : n ∈ N, UK,n,α ∈ {UKn,α
: α < κ}}. Заметим, что |B| ≤ κ, и 0 ∈ B.

Отсюда следует, что B1(X) ∈ Sκ
1 (Ω0,Ω0).

Теорема доказана.

Следствие 2.3. Для топологического пространства X следующие утверждения эквива-

лентны:

(1) B1(X) имеет счетную сильную веерную тесноту;

(2) X ∈ S1(ZΩ,ZΩ).

Аналогично предыдущей теореме можно доказать следующую теорему.

Теорема 2.4. Для топологического пространства X следующие утверждения эквива-

лентны:

(1) vet(B1(X)) = κ;

(2) B1(X) ∈ Sκ
fin(Ω0,Ω0);

(3) X ∈ Sκ
fin(ZΩ,ZΩ).

Следствие 2.4. Для топологического пространства X следующие утверждения эквива-

лентны:

(1) B1(X) имеет счетную веерную тесноту ;

(2) X ∈ Sfin(ZΩ,ZΩ).
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3. T -теснота

Для характеризации T -тесноты пространства B1(X) мы определим свойство TB(τ), которое
будет естественным обобщением T (X).

Пространство X обладает свойством TB(τ) (X ∈ TB(τ)), если для каждого регулярного
кардинала κ, большего чем τ , и каждой возрастающей последовательности {Uα : α < κ}
семейств Zσ подмножеств пространства X такой, что

⋃

α<κ Uα ∈ ZΩ существует β < κ, при
котором Uβ ∈ ZΩ.

Теорема 3.5. Для топологического пространства X следующие утверждения эквива-

лентны:

(1) T (B1(X)) ≤ τ ;

(2) X ∈ TB(τ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Пусть T (B1(X)) ≤ τ . Тогда если {Fα : α < κ} —
возрастающая трансфинитная последовательность замкнутых множеств пространства B1(X)
и κ — регулярный кардинал, больший чем τ , то

⋃

{Fα : α < κ} — замкнутое подмножество
в B1(X). Пусть {Uα : α < κ} — возрастающая последовательность семейств Zσ подмножеств
пространства X такая, что

⋃

α<κ Uα ∈ ZΩ. Обозначим Uα,K := {U ∈ Uα : K ⊂ U} для каждого
α < κ и K ∈ [X]<ω. Для каждого U ∈ Uα,K пусть fK,U — функция Бэра первого класса из X в
[0, 1] такая, что fK,U(K) = {0} и fK,U(X \ U) = {1}. Рассмотрим множество Aα = {fK,U : U ∈
Uα,K}, α < κ.

По условию (1) мы получаем, что множество A =
⋃

α<κAα — замкнутое подмножество
пространства B1(X).

Пусть 〈0,K, ε〉 — стандартная базисная окрестность точки 0, т. е. 〈0,K, ε〉 := {f ∈ B1(X) :
|f(x)| < ε для каждого x ∈ K}. Тогда существуют α < κ и U ∈ Uα , где K ⊂ U .

В этом случае U ∈ Uα,K и существует f ∈ Aα

⋂

〈0,K, ε〉. Следовательно, окрестность точ-

ки 0 пересекает некоторое Aα, α < κ, т. е. 0 ∈
⋃

α<κAα. Отсюда следует, что существует β < κ
и 0 ∈ Aβ .

Мы докажем, что семейство Uβ ∈ ZΩ.

Пусть F ∈ [X]<ω. Тогда окрестность 〈0, F, 1〉 точки 0 пересекает Aβ ; пусть выполняется
fF,U ∈ Aβ

⋂

〈0, F, 1〉. Значит, fF,U(X \ U) = 1 и, таким образом, F ⊂ U ∈ Uβ. Следовательно,
Uβ ∈ ZΩ.

(2) ⇒ (1). Предположим, что для каждого регулярного кардинала κ, большего чем τ ,
и каждой возрастающей последовательности {Uα : α < κ} семейств Zσ подмножеств про-
странства X такой, что

⋃

α<κ Uα ∈ ZΩ существует β < κ, при котором Uβ ∈ ZΩ. Пусть κ —
регулярный кардинал, больший чем τ , и {Aα : α < κ} — возрастающая трансфинитная после-
довательность замкнутых подмножеств пространства B1(X). Предположим, что g ∈

⋃

α<κAα.
Так как B1(X) однородное пространство, мы можем предпологать, что g = 0. Для каждого
n ∈ N и α < κ: Un,α = {f−1(Wn) : f ∈ Aα}, где Wn = (−1/n, 1/n), и Un =

⋃

α<κ Un,α; Un ∈ ZΩ

для любого n ∈ N.

Действительно, пусть F ∈ [X]<ω , и рассмотрим окрестность [F,Wn] точки 0. В силу того
что 0 ∈

⋃

α<κAα, существует α < κ и f ∈ Aα

⋂

[F,Wn]. Тогда F ⊂ f−1(Wn) ∈ Un,α.

Значит, Un ∈ ZΩ для любого n ∈ N. Для каждого n ∈ N мы можем найти αn < κ такое,
что Un,αn

∈ ZΩ. Пусть γ = supαn.

Тогда для каждого n ∈ N, Un,γ ∈ ZΩ. Мы докажем, что 0 ∈ Aγ . Пусть [F,W ] — окрест-
ность 0 и выберем n ∈ N при Wn ⊂ W . Так как Un,γ ∈ ZΩ, существует f ∈ Aγ такое, что
F ⊂ f−1(Wn). В этом случае f ∈ Aγ

⋂

[F,W ]. Отсюда 0 ∈ Aγ = Aγ . Мы получили, что
⋃

α<κAα — замкнутое подмножество в пространстве B1(X).

Теорема доказана.
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4. Множественная теснота

Для характеризации множественной тесноты пространства B1(X) мы определим свой-
ство tBs (τ), которое будет естественным обобщением свойства ts(τ) в Cp-теории [9].

Пусть U будет семейством Zσ множеств пространства X и Z(U) = {Z(U) : U ∈ U} —
семейство Cozδ-множеств пространства X, индексируемое U . Пару (U ,Z(U)) будем называть
ts-парой, если (1) Z(U) ⊂ U 6= X для каждого U ∈ U , (2) Z(U) ∈ ZΩ.

Пространство X обладает свойством ts(τ) (X ∈ ts(τ)), если для каждой ts-пары (U ,Z(U))
существует Uα ⊂ U (α < τ) такое, что любое Z(Uα) /∈ ZΩ, при этом

⋃

α<τ Uα ∈ ZΩ.

Теорема 4.1. Для топологического пространства X следующие утверждения эквива-

лентны:
(1) ts(B1(X)) ≤ τ ;

(2) X ∈ ts(τ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Предположим, что ts(B1(X)) ≤ τ . Пусть (U ,Z(U))
будет ts-парой в пространстве X. Для каждого U ∈ U выберем f ∈ B1(X) такую, что fU ↾

Z(U) ≡ 0 и fU ↾ (X \ U) ≡ 1. Пусть A = {fU : U ∈ U}. Очевидно, что 0 ∈ A \ A. В силу того
что ts(B1(X)) ≤ τ , существует Uα ⊂ U (α < τ) такое, что

(1) 0 /∈ {fU : U ∈ Uα} для любого α < τ ,

(2) 0 ∈ {fU : U ∈
⋃

α<τ Uα}.

Если для некоторого α < τ Z(Uα) ∈ ZΩ, то 0 ∈ {fU : U ∈ Uα}. Получаем, что по условию (1)
Z(Uα) /∈ ZΩ для любого α < τ . Более того, мы можем заметить, что

⋃

α<τ Uα ∈ ZΩ. Дейст-
вительно, пусть F ∈ [X]<ω . По условию (2) для окрестности [F, (−1, 1)] точки 0 существует
U ∈

⋃

α<τ Uα такое, что fU ∈ F, (−1, 1)]. Получаем, что F ⊂ U .

(2) ⇒ (1). Предположим, что X ∈ ts(τ). Пусть A ⊂ B1(X) и g ∈ A \ A. Так как прост-
ранство B1(X) однородно, мы можем предполагать, что g = 0. Для каждого f ∈ A и n ∈ N

пусть U(n, f) = f−1(Wn) и Z(n, f) = f−1(In+1), где Wn =
(

−
1

n
,
1

n

)

и In =
[

−
1

n+ 1
,

1

n+ 1

]

.

Полагаем Un = {U(n, f) : f ∈ A} и Zn = {Z(n, f) : f ∈ A}.
Если множество {n ∈ N : X ∈ Un} бесконечно, то мы сможем найти последовательность

{fn}n∈N ⊂ A, которая равномерно сходится к 0. Так, без уменьшения общности мы можем
считать, что X /∈ Un для любого n ∈ N.

Заметим, что Zn ∈ ZΩ для любого n ∈ N. Действительно, пусть F ∈ [X]<ω и рассмот-
рим окрестность [F,Wn+1] точки 0. Поскольку 0 ∈ A, существует f ∈ [F,Wn+1]

⋂

A. Тогда
f(F ) ⊂ Wn+1 ⊂ In+1; получаем, что F ⊂ f−1(In+1) = Z(n, f). Таким образом, (Un,Z(Un))
ts-пара для каждого n ∈ N. По условию ts(τ) мы имеем семейство {An,α : n ∈ N, α < τ} под-
множеств множества A такое, что (а) {Z(n, f) : f ∈ An,α} /∈ ZΩ для любого n ∈ N и α < τ ,
(б) {U(n, f) : f ∈

⋃

α<τ An,α} ∈ ZΩ для каждого n ∈ N.

Из условия (а) следует, что 0 /∈ An,α. Действительно, пусть F ∈ [X]<ω такое, что F *
Z(n, f) для любого f ∈ An,α, и рассмотрим окрестность [F,Wn+1] точки 0. Тогда очевидно,

что [F,Wn+1]
⋂

An,α = ∅. По условию (б) 0 ∈
⋃

{An,α : n ∈ N, α < τ}. Действительно, пусть
F ∈ [X]<ω и W — окрестность 0 в R. Выберем n ∈ N такое, что Wn ⊂ W . Поскольку{U(n, f) :
f ∈

⋃

α<τ An,α} ∈ ZΩ, существует f ∈
⋃

α<τ An,α такое, что F ⊂ U(n, f). Отсюда следует, что
f ∈ [F,W ]

⋂

(
⋃

α<τ An,α). Таким образом, ts(B1(X)) ≤ τ .
Теорема доказана.
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