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Введение

Настоящая работа посвящена вопросам проектирования и обоснования приближенных ал-
горитмов с полиномиальной трудоемкостью и константными факторами аппроксимации (точ-
ностью) для серии актуальных маршрутных задач комбинаторной оптимизации, заданных на
взвешенных ориентированных графах и называемых потому асимметричными.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00672,
https://rscf.ru/project/22-21-00672/ .
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Маршрутные задачи комбинаторной оптимизации включают широкий класс постановок
дискретных экстремальных задач, являющихся модификациями и обобщениями классических
задач коммивояжера (TSP; см. [1]), маршрутизации транспорта (VRP; см. [2]) и обладающих
многочисленными актуальными приложениями в области исследования операций, робототех-
ники и искусственного интеллекта (см., например, [3–5]). По-видимому, впервые математиче-
ские постановки задач оптимальной маршрутизации были введены в классических работах
Г.Данцига и коллег (см. [6; 7]), в которых обосновывается сведение классической задачи ком-
мивояжера к эквивалентной постановке целочисленного линейного программирования (MILP-
модели) и строится математическая модель доставки топлива в рамках сети заправочных
станций.

Как и для большей части известных проблем комбинаторной оптимизации, исследования
в области алгоритмического анализа экстремальных маршрутных задач традиционно разви-
ваются по трем основным направлениям.

Первое направление связано с развитием оригинальных схем динамического программиро-
вания и методов ветвей и границ (см., например, [8–10]). Однако, несмотря на стремительные
темпы развития вычислительной техники и очевидные успехи последних лет в области совер-
шенствования алгоритмов (см. [11; 12]), труднорешаемость исследуемых задач по-прежнему
существенно сужает практическую применимость данного подхода (постановками достаточно
скромного размера).

Широкий спектр современных эвристических алгоритмов и метаэвристик составляет ос-
нову второго направления. Наибольшего успеха в области эффективной аппроксимируемости
маршрутных задач удалось достичь в классе методов локального поиска [13], поиска с запрета-
ми [14], переменных окрестностей (VNS; см. [15]), адаптивных алгоритмов поиска в больших
окрестностях (ALNS; см. [16]), машинного обучения и обучения с подкреплением, эволюци-
онных и биоинспирированных алгоритмов, а также их комбинаций (см., например, [17–19]).
Нередко эвристические алгоритмы демонстрируют потрясающую производительность, находя
близкие к оптимальным или даже оптимальные решения для практически важных постано-
вок большого размера. Тем не менее в связи с отсутствием теоретически обоснованных гаран-
тий применение этих алгоритмов сопряжено с дополнительными трудозатратами и необходи-
мостью дополнительной настройки внутренних параметров при переходе к каждому новому
классу постановок.

Третье направление связано с аппроксимируемостью маршрутных экстремальных задач в
классе приближенных алгоритмов с теоретическими оценками точности. За редким исключе-
нием все исследуемые в данной работе задачи:

− NP -трудны в сильном смысле — как в общем случае, так и в чрезвычайно специфиче-
ских постановках, например на евклидовой плоскости (см., например, [20; 21]);

− не аппроксимируемы в общем случае со сколько-нибудь приемлемой точностью (в пред-
положении P 6= NP ; см. [22]);

− в метрической постановке принадлежат классу APX-полных задач (см. [23]);

− допускают аппроксимируемость в классе квазиполиномиальных и даже полиномиаль-
ных приближенных схем в пространствах произвольной фиксированной размерности
удвоения (в том числе в конечномерных числовых пространствах; см. [24; 25]).

Подавляющее большинство позитивных результатов в области эффективной аппроксими-
руемости исследуемых задач получено для так называемых симметричных постановок, зада-
ваемых на неориентированных взвешенных графах, вершины которых являются элементами
некоторого метрического или даже конечномерного числового пространства, а веса ребер —
расстояниями между инцидентными вершинами. При этом ключевым компонентом многих
известных алгоритмов являлся классический 3/2-приближенный алгоритм Кристофидеса —
Сердюкова (см. [26; 27]) для метрической задачи коммивояжера.



Полиномиальная аппроксимируемость асимметричных маршрутных задач 243

В свою очередь, проблематика алгоритмического анализа для асимметричных постановок
маршрутных задач долгое время была значительно менее изученной. Так, даже для асиммет-
ричной задачи коммивояжера (ATSP) до 2018 г. рекордным оставался приближенный алго-
ритм [28], имеющий оценку точности O(log n/ log log n). В этом смысле значимость пионерской
работы О.Свенссона, Я.Тарнавски и Л.Вега [29], которым впервые удалось для этой задачи
обосновать полиномиальный алгоритм с фиксированным фактором аппроксимации, вряд ли
может быть переоценена. В дальнейшем оценка точности предложенного алгоритма неодно-
кратно улучшалась. Последняя версия результата получена В. Трауб и Й.Вигеном (см. [30]) и
приведена в следующей теореме.

Теорема 1. Для произвольного ε > 0 задача ATSP с неравенством треугольника облада-

ет (22 + ε)-приближенным алгоритмом.

В данной работе мы обосновываем аппроксимируемость в классе алгоритмов с констант-
ными оценками точности серии асимметричных маршрутных задач комбинаторной оптими-
зации, среди которых задача о штейнеровском цикле (SCP), обобщенная задача коммивояже-
ра (GTSP), задача маршрутизации транспорта с неделимым неоднородным потребительским
спросом (CVRP-USD) и задача коммивояжера с призами (PC-ATSP). Для каждой из перечис-
ленных задач нами построен приближенный алгоритм с фиксированным фактором аппрок-
симации. Объединяет все приведенные ниже алгоритмы то, что все они основаны на полино-
миальной сводимости к подходящим постановкам ATSP и используют алгоритм Свенссона —
Трауб в качестве “черного ящика”. Отметим, что попытки применить при аппроксимируемости
некоторых маршрутных задач известные (или гипотетические) алгоритмы для ATSP предпри-
нимались и ранее (см., например, [31]). Для всех рассматривавшихся ранее задач полученные
в данной статье результаты опережают известные по точности аппроксимации.

1. Предварительные сведения

Постановка асимметричной задачи коммивояжера (ATSP) задается ориентированным гра-
фом G = (V,E, c) с неотрицательной весовой функцией c : E → R+. Требуется построить
замкнутый маршрут, посещающий каждую вершину не менее одного раза и имеющий наимень-
шую стоимость. Эквивалентная постановка задачи ATSP состоит в поиске (мульти)множества
дуг F минимального суммарного веса, такого что ориентированный мультиграф (V, F ) явля-
ется связным и эйлеровым, т. е. для каждой вершины v число входящих в нее дуг мультимно-
жества F совпадает с числом исходящих.

Метрическим замыканием орграфа G называется орграф Ḡ = (V, Ē, c̄) на множестве вер-
шин V , вес произвольной дуги (v,w) которого совпадает со стоимостью кратчайшего v-w-пути
в графе G. По построению весовая функция c̄ удовлетворяет неравенству треугольника c̄(u, v)+
c̄(v,w) ≥ c̄(u,w) для всевозможных u, v, w ∈ V . Заметим, что понятие метрического замыкания
определено только для неотрицательной весовой функции c.

Без ограничения общности всюду ниже будем полагать орграф G сильно связным, весовую
функцию c — удовлетворяющей неравенству треугольника, и использовать в качестве базовой
стандартную MIP-модель задачи ATSP:

min
∑

e∈E

cexe (1)

x(δ+(v)) = x(δ−(v)) (v ∈ V ), (2)

x(δ(U)) > 2 (∅ 6= U ⊂ V ), (3)

xe ∈ Z+ (e ∈ E). (4)

Здесь переменная xe определяет кратность использования дуги e в маршруте (вхождения в
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мультимножество F ); δ(U) = δ+(U)∪ δ−(U) — разрез графа G, задаваемый непустым подмно-
жеством вершин U , где

δ+(U) = {(u, v) ∈ E : u ∈ U, v /∈ U}, δ−(U) = {(u, v) ∈ E : u /∈ U, v ∈ U};

δ+(v) и δ−(v) — исходящий и входящий разрезы для одноэлементного подмножества U = {v}
и x(E′) =

∑
e∈E′ xe для произвольного ∅ 6= E′ ⊂ E. По построению целевая функция (1)

описывает стоимость маршрута, ограничение (2) обеспечивает эйлеровость, а (3) — связность
соответствующего мультиграфа.

Через ATSPLP∗ обозначим оптимальное значение вещественной релаксации задачи (1)–(4),
получаемой путем отказа от требования целочисленности переменных xe. Фактически, в ра-
боте В.Трауб и Й.Вигена (см. [30]) получен следующий результат.

Теорема 2. Для произвольного ε > 0 существует полиномиальный алгоритм, находя-

щий приближенное решение задачи ATSP с неравенством треугольника, стоимость кото-

рого не превосходит (22 + ε) · (ATSPLP∗).

Видно, что теорема 1, как и верхняя оценка разрыва целочисленности задачи ATSP, являет-
ся простым следствием данной теоремы. В дальнейшем нам потребуются оба результата, в
частности теорему 1 мы используем в разд. 2, 4, 7, а теорему 2 — в разд. 6.

2. Задача о штейнеровском цикле

В задаче Steiner Cycle Problem (SCP) в реберно-взвешенном ориентированном графе G =
(V,E, c) с весовой функцией c : E → R+ требуется построить минимальный по весу замкну-
тый маршрут, посещающий выделенное подмножество T ⊆ V терминальных вершин. Если
количество терминальных вершин является частью входа, то задача очевидно труднорешаема
даже на евклидовой плоскости, являясь обобщением классической задачи коммивояжера. Для
некоторых ограниченных постановок задачи известен ряд позитивных алгоритмических ре-
зультатов. Так, в работе [32] описан точный FPT алгоритм для симметричной версии задачи.
В [33] исследована аппроксимируемость постановок SCP, в которых каждая вершина графа
может быть посещена не более одного раза. Показано, что при этом условии задача SCP
с k терминалами и неравенством треугольника допускает аппроксимацию в классе полино-

миальных алгоритмов с точностью
3

2
log2 k на орграфах и

3

2
на неориентированных графах

соответственно.
Основной результат данного раздела — по-видимому, первый приближенный алгоритм для

общей постановки задачи SCP с константным фактором аппроксимации.

Теорема 3. Существование α-приближенного алгоритма для задачи ATSP с неравен-

ством треугольника влечет аппроксимируемость задачи SCP в классе α-приближенных по-

линомиальных алгоритмов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сопоставим исходному орграфу G вспомогательный полный ор-
граф Gm = Ḡ〈T 〉 — подграф метрического замыкания Ḡ, индуцированный подмножеством T
терминальных вершин. По построению вес cm(vi, vj) дуги, соединяющей в графе Gm произ-
вольную пару терминальных вершин vi, vj ∈ T , совпадает со стоимостью кратчайшего пути
между этими вершинами в исходном графе G (рис. 1), а весовая функция cm удовлетворяет
неравенству треугольника.

Пусть SCP∗ и ATSP∗(Gm) — оптимальные значения исходной задачи и постановки асим-
метричной задачи коммивояжера ATSP(Gm) на графе Gm соответственно. Убедимся в том,
что SCP∗ = ATSP∗(Gm). В самом деле, пусть Rm — произвольное оптимальное решение
ATSP(Gm). По построению графа Gm маршруту Rm соответствует маршрут R в графе G,
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Рис. 1. Пример построения графа Gm для T = {1, 2, 3}.

совпадающий с ним по стоимости. Следовательно, SCP∗ 6 c(R) = ATSP∗(Gm), так как R
является допустимым решением исходной постановки SCP по построению. С другой стороны,
произвольное оптимальное решение R задачи SCP индуцирует допустимое решение Rm задачи
ATSP(Gm), стоимость которого, очевидно, не превосходит стоимость c(R), откуда
SCP∗ > ATSP∗(Gm).

Пусть далее R̃m — произвольное α-приближенное решение задачи ATSP(Gm). Рассуждая
по аналогии, сопоставим ему маршрут R̃ в графе G, для которого

SCP∗
6 c(R̃) = cm(R̃m) 6 α ·ATSP∗(Gm) = α · SCP∗.

Теорема доказана.

3. Задача о сельском почтальоне

В качестве простого следствия теоремы 3 получим результат об аппроксимируемости из-
вестной труднорешаемой задачи сельского почтальона (Rural Postman Problem, RPP), состо-
ящей в поиске в реберно-взвешенном ориентированном графе G = (V,E, c) замкнутого марш-
рута минимальной стоимости, включающего каждую терминальную дугу из заданного под-
множества R ⊆ E.

Следствие 1. В условиях теоремы 3 задача RPP обладает полиномиальным приближен-

ным алгоритмом с фактором аппроксимации α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обоснуем полиномиальную сводимость задачи RPP к подходя-
щей постановке задачи SCP с сохранением стоимости (cost-preserving reduction). В самом деле,
преобразуем орграф G = (V,E, c), задающий условие задачи RPP, следующим образом. На
каждой дуге e ∈ R ⊆ E разместим по вспомогательной терминальной вершине и разделим ее
вес между дугами, инцидентными данной вершине (рис. 2). Получим граф GT = (V ∪T,ET , cT ),

30
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Рис. 2. Пример сведения задачи RPP к подходящей постановке задачи SCP.
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для которого решение SCP на выделенном подмножестве добавленных терминальных вершин
T (|T | = |R|) эквивалентно решению RPP на исходном графе. По построению множества до-
пустимых решений исходной задачи RPP и полученной постановки SCP изоморфны, причем
стоимости соответствующих решений совпадают.

Следствие доказано.

4. Задача маршрутизации транспорта

Содержательная постановка задачи маршрутизации с ограничением на грузоподъемность
(Capacitated Vehicle Routing Problem, CVRP) заключается в следующем: заданы координаты
n потребителей, обладающих некоторым спросом на (однородную) продукцию, и склада O, на
котором она хранится и базируются идентичные транспортные средства заданной грузоподъ-
емности; требуется построить набор маршрутов минимальной стоимости, удовлетворяющих
совокупный потребительский спрос так, что каждый маршрут начинается и заканчивается
в O и удовлетворяет ограничению на грузоподъемность транспортного средства.

Хотя задача не аппроксимируема в общем случае в рамках гипотезы P 6= NP (см. [22])
и APX-полна при произвольной метрике (см. [23]), геометрическая постановка CVRP допус-
кает аппроксимацию в классе квазиполиномиальных приближенных схем (QPTAS; см. [34]),
а введение дополнительных ограничений (на рост грузоподъемности и размерность простран-
ства) позволяет обосновать существование и полиномиальных приближенных схем (PTAS; см.,
например, [35]). На настоящий момент наиболее общие результаты в области аппроксимиру-
емости задачи удалось получить в метрических пространствах фиксированной размерности
удвоения (см. [25; 36]).

Асимметричная задача маршрутизации с ограничением на грузоподъемность и неоднород-
ным потребительским спросом (ACVRP-UCD) задается взвешенным ориентированным гра-
фом G = (V,E, c, d), где V = X ∪ {O}, {O} — выделенная вершина (склад), d : X → Z+,
d(x) — неделимый спрос потребителя x ∈ X, c : E → Z+ — транспортными издержками, а
также D — грузоподъемностью транспортного средства.

Допустимым маршрутом назовем упорядоченную пару Ri = (Πi, si), где Πi — замкну-
тый ориентированный путь в орграфе G, начинающийся и заканчивающийся в вершине O,
si : X → Z+ — функция обслуживания, принимающая значение si(x) ∈ {0, d(x)} в произволь-
ной вершине x, посещаемой Πi, и 0 — во всех остальных вершинах. Ограничение на грузо-
подъемность для каждого маршрута Ri задается соотношением

∑
x∈X

si(x) ≤ D. Заметим, что

произвольная вершина x0 ∈ X может посещаться несколькими маршрутами. Однако, по усло-
вию задачи равенство si(x0) = d(x0) будет выполняться только для одного из них.

Цель — найти семейство допустимых маршрутов W = {R1, . . . , Rp} минимального суммар-
ного веса, удовлетворяющих совокупный потребительский спрос.

А л г о р и т м A1.

1. Построим α-приближенное решение C задачи SCP для заданного графа G, множество
терминальных вершин которого зададим соотношением T = {O} ∪ {x ∈ X : d(x) > 0}.

2. Разделим C на максимальные по включению фрагменты Ui, суммарный спрос вершин,
входящих в которые, не превышает D (i = 1, k), и Oj — выделенных потребителей с поло-
жительным спросом, следующих за Ui в C (j = 1,m). Заметим, что по построению m ≤ k
(рис. 3).

3. Определим Rp (p = 1, k +m) как кратчайший маршрут от склада до первой вершины Ui,
фрагмент Ui и кратчайший маршрут от последней вершины Ui до склада для всех полученных
фрагментов Ui (i = 1, k) либо как кратчайший маршрут от склада до Oj и от Oj до склада
для всех выделенных потребителей Oj (j = 1,m).

4. Построенное семейство маршрутов W = W (A1) = {R1, . . . , Rk+m} искомое. �
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Рис. 3. Построение решения ACVRP-UCD.
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Рис. 4. Вспомогательный двудольный граф H .

Лемма 1. Пусть C — α-приближенное решение для задачи SCP, а W ∗ — оптимальное

решение ACVRP-UCD. Тогда c(C) ≤ α · c(W ∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию c(C) ≤ α·c(C∗), где C∗ — оптимальное решение SCP.
Если рассматриваемые графы совпадают и терминальное множество вершин в SCP образо-
вано вершинами, имеющими положительный спрос в ACVRP-UCD, и выделенной вершиной
(складом), то c(C∗) ≤ c(W ∗), поскольку W ∗ — допустимое решение для SCP. �

Теорема 4. Из существования α-приближенного алгоритма для ATSP следует, что ал-

горитм A1 строит (3α + 2)-приближенное решение задачи ACVRP-UCD.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C — α-приближенное решение SCP, Ui — максимально
полные по включению фрагменты построенного маршрута, такие что суммарный спрос входя-
щих во фрагмент вершин не превышает D, а Oi — выделенные потребители с положительным
спросом, следующие за Ui в α-приближенном маршруте (см. рис. 3). Обозначим через Pi фраг-
менты маршрута, образованные Ui и Oi.

Пусть W ∗ — оптимальное решение задачи ACVRP-UCD; покажем, что в каждом Pi най-
дется вершина (“точка врезки”), чей спрос удовлетворяет уникальный маршрут из W ∗. Рас-
смотрим вспомогательный двудольный граф H, вершины правой доли — маршрут W ∗, левой
доли — фрагменты Pi из цикла C (рис. 4). Ребро [Pi, R

∗

j ] присутствует в H, если R∗

j удовле-
творяет спрос хотя бы одной вершины из Pi.

По построению суммарный объем спроса, соответствующего произвольному подмножеству
S ⊂ VI , более D |S|. Чтобы удовлетворить этот спрос, понадобится более |S| маршрутов из W ∗.
По лемме Холла [37] в графе H существует паросочетание, покрывающее все вершины доли VI .
По нашей терминологии, каждому фрагменту Pi может быть сопоставлен персональный марш-
рут Rj , пересекающий его в “точке врезки”.

Чтобы оценить сверху стоимость W (A1), построим вспомогательное допустимое реше-
ние W̃ задачи ACVRP-UCD. Для этого рассмотрим обход маршрута C от склада в направлении
фрагмента P1 (рис. 3). В R1 попадет фрагмент C от склада до первой вершины из P1, фраг-
мент P1, фрагмент C от последней вершины P1 до ближайшей “точки врезки”, фрагмент W ∗

от “точки врезки” до склада; R2 будет образован фрагментом W ∗ от склада до первой “точки
врезки”, фрагментом C от “точки врезки” до первой вершины из P2, фрагментом P2, фраг-
ментом C от последней вершины P2 до следующей “точки врезки”, фрагментом W ∗ от “точки
врезки” до склада и так далее. Аналогично обработаем вершины Oi, построив набор маршру-
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тов от склада до Oi и обратно из фрагментов цикла C и W ∗. По построению стоимость W (A1)

не превосходит стоимость построенного решения W̃ .
В свою очередь, стоимость c (W̃ ) легко может быть оценена сверху. В самом деле, вес

его маршрутов, покрывающих фрагменты Ui, не превосходит 2 c (C) + c (W ∗), а маршрутов,
покрывающих Oi, не больше c (C) + c (W ∗). Таким образом, с учетом утверждения леммы 1,

c (W̃ ) ≤ 2 c (C) + c (W ∗) + c (C) + c (W ∗) ≤ (3α + 2) · c (W ∗).

Теорема доказана.

5. Реберная маршрутизация на графах смешанного типа

В задаче обхода дуг (ребер) с требованиями (Capacitated Arc Routing Problem, CARP;
см. [31]) на смешанных графах, содержащих дуги и ребра, G = (V,E,A, c, d), где c — транс-
портные издержки, d — спрос, размещенный на дугах и ребрах, и D — грузоподъемность
транспортного средства; как и в ACVRP с неделимым спросом, выделена вершина O (склад)
и требуется построить набор маршрутов, отвечающих ограничениям на грузоподъемность и
удовлетворяющих в совокупности весь спрос, не разделяя требования между различными
маршрутами. CARP на смешанных графах эквивалентна ACVRP с неделимым спросом и
наследует коэффициент аппроксимации 3α + 2, что улучшает предыдущее известное значе-
ние 8α · (C + 1) + 27 (см. [31]), где C — это количество компонент связности в подграфе,
индуцированном дугами и ребрами с положительными значениями требований с опорой на
α-приближенное решение ATSP.

Следствие 2. В условиях теоремы 4 задача CARP на смешанных графах обладает по-

линомиальным приближенным алгоритмом с фактором аппроксимации 3α+ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем граф G = (V,E,A, c, d), задающий условие зада-
чи CARP, следующим образом: на ребрах и дугах, имеющих отличный от нуля спрос, разме-
стим по фиктивной вершине, закрепив за ней соответствующий спрос; транспортные издержки
исходных ребер и дуг разделим между дугами, инцидентными новой фиктивной вершине. Ес-
ли транспортные издержки использования ребра зависят от направления, то заменим ребро
на две пары дуг и фиктивную вершину, разделив издержки с учетом направления (рис. 5):

d = 5

c(a) = 20

10a: 10

5

e:
10

20

d = 15

15

5 5

1010

Рис. 5. Добавление фиктивных вершин на дугу и ребро.

В полученном графе G′ = (V ∪ V ′, E′, c′, d′) решение задачи ACVRP-UCD эквивалентно реше-
нию исходной постановки CARP, задаваемой графом G; кроме того, оптимальные значения
целевых функций совпадают.

Следовательно, задача CARP допускает полиномиальную аппроксимацию с точ-
ностью 3α+ 2.

Следствие доказано.
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6. Задача коммивояжера с призами

Постановка рассматриваемой в статье версии задачи коммивояжера с призами (Prize Col-
lecting Traveling Salesman Problem, PCATSP) задается полным взвешенным ориентированным
графом G = (V,E, c, π), в котором весовая функция c : E → R+ соответствует транспортным
издержкам и удовлетворяет неравенству треугольника; функция π : V → R+ определяет штра-
фы за непосещение вершин. Требуется найти замкнутый маршрут R минимальной стоимости

cost(R) =
∑

e∈R

ce +
∑

v/∈V ′

πv,

где V ′ ⊂ V — подмножество вершин, посещенных маршрутом R. Заметим, что известны и аль-
тернативные постановки близких экстремальных задач, также называемые авторами задачей
коммивояжера с призами (см., например, [38; 39]).

Задача PCATSP очевидным образом обобщает классическую задачу коммивояжера и по-
тому наследует все результаты, связанные с труднорешаемостью последней. Необходимо отме-
тить, что множество допустимых решений задачи PCATSP, включая аналогичное множество
для соответствующей ATSP, существенно богаче и содержит, например, “пустой” маршрут, не
посещающий ни единой вершины. Для метрической постановки задачи на неориентированных

графах известен
5

2
-приближенный алгоритм (см. [40]), опирающийся на алгоритм Кристофи-

деса — Сердюкова для метрической TSP и метод округления дробных решений релаксации
задачи линейного программирования до целочисленных значений, допустимых в оригинальной
постановке.

Реализуя подход, аналогичный предложенному в [40], опишем первый алгоритм с констант-
ным фактором аппроксимации для общей постановки PCATSP, использующий произвольный
полиномиальный алгоритм, обозначим его A0, находящий для асимметричной задачи комми-
вояжера с неравенством треугольника приближенное решение стоимости APP, для которого

ATSP∗
6 APP 6 α · (ATSPLP∗).

А л г о р и т м A2.

1. Ограничиваясь рассмотрением нетривиальных постановок задачи, в которых V > 1, со-
поставим исходной задаче PCATSP семейство вспомогательных постановок задачи. Каждая
постановка этого семейства (договоримся обозначать ее PCATSPu,v) отягощена дополнитель-
ным ограничением: произвольный допустимый маршрут данной задачи обязан посетить за-
данную пару вершин {u, v} ⊂ V . Легко видеть, что оптимальное значение PCATSP∗ исходной
задачи удовлетворяет соотношению

PCATSP∗ = min
{∑

v∈V

πv, min
{
PCATSP∗

u,v : {u, v} ⊂ V
}}

, (5)

первая компонента которого соответствует “пустому” маршруту.

2. Произвольной подзадаче PCATSPu,v сопоставим эквивалентную постановку задачи це-
лочисленного линейного программирования (MILP-модель):

min
∑

e∈E

cexe +
∑

w∈V

πw(1− yw) (6)

x(δ+(w)) = x(δ−(w)) (w ∈ V ), (7)

x(δ(S)) > 2 (S ⊂ V : |S ∩ {u, v}| = 1), (8)

x(δ(S)) > 2yw (S ⊆ V \{u, v}, w ∈ S), (9)

xe ∈ Z+, yw ∈ {0, 1}, (10)

yu = yv = 1, (11)
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целевая функция которой выражает суммарные транспортные издержки и накопленные штра-
фы за непосещение вершин графа G. Как и в модели (1)–(4), переменные xe характеризуют
кратность использования дуг в допустимом маршруте, соотношения (7) обеспечивают эйлеро-
вость, а (8), (9) — связность порождаемого им подграфа. Переменная yv является индикатором
посещения вершины v ∈ V .

Пусть (x̄, ȳ) — произвольное оптимальное решение вещественной релаксации (получае-
мой заменой ограничения (10) неравенствами xe > 0 и 0 6 yw 6 1) PCATSPLPu,v зада-
чи PCATSPu,v. Рассмотрим вспомогательную постановку задачи ATSP на подграфе G〈Tu,v〉,
индуцированном подмножеством вершин

Tu,v =
{
w ∈ V : ȳw >

α

α+ 1

}
. (12)

Если |Tu,v| не превосходит наперед заданного фиксированного порога, сопоставим подзада-
че PCATSPu,v точное решение данной постановки, которое, очевидно, может быть получено
при этом условии за константное время; в противном случае сопоставим приближенное реше-
ние, найденное алгоритмом A0.

3. К началу данного этапа построен набор маршрутов {Ru,v} — решений описанных вы-
ше подзадач. В качестве приближенного решения исходной задачи выдается маршрут R̄ =
argmin{cost (Ru,v)} при условии cost (R̄) <

∑
v∈V

πv и “пустой маршрут”, не посещающий ни

одной вершины, — в противном случае. �

Теорема 5. Алгоритм A2 находит (α+ 1)-приближенное решение задачи PCATSP.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Убедимся, что стоимость решения Ru,v, найденного на шаге 2
алгоритма A2 для произвольной подзадачи PCATSPu,v, удовлетворяет соотношению

PCATSP∗

u,v 6 cost (Ru,v) 6 (α + 1) · (PCATSPLP∗

u,v),

где PCATSPLP∗

u,v — оптимальное значение вещественной релаксации задачи (6)–(11). В са-
мом деле, преобразуем найденное на шаге 2 алгоритма оптимальное решение (x̄, ȳ) задачи
PCATSPLPu,v следующим образом: (x̄, ȳ) 7→ (x̂, ŷ), где

x̂ =
α+ 1

α
x̄; ŷw =





1, если ȳw >
α

α+ 1
,

0 — в противном случае,
(w ∈ V ). (13)

По построению множество Tu,v, задаваемое соотношением (12), удовлетворяет соотноше-
нию Tu,v = {w ∈ V : ŷw = 1}. Без ограничения общности полагаем |Tu,v| ≥ 3. Пусть Ru,v —
приближенное решение, найденное алгоритмом A0 для вспомогательной задачи ATSP, задан-
ной на подграфе G〈Tu,v〉, x′ — соответствующее ему допустимое решение задачи

min
∑

cexe (14)

x(δ+(w)) = x(δ−(w)) (w ∈ Tu,v), (15)

x(δ(U)) > 2 (∅ 6= U ⊂ Tu,v), (16)

xe ∈ Z+. (17)

По выбору алгоритма A0 для стоимости c(x′) данного решения справедлива оценка

ATSP∗ 6
c(x′)

ATSPLP∗
6 α. (18)
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В свою очередь, задача ATSPLP, вещественная релаксация задачи (14)–(17), эквивалентна
задаче

min
∑

cexe (19)

x(δ(S)) > 2 (S ⊂ V : Tu,v ∩ S 6= ∅, Tu,v ∩ V \S 6= ∅), (20)

x(δ+(w)) = x(δ−(w)) (w ∈ V ), (21)

xe > 0 (e ∈ E), (22)

x(δ(w))

{
≥ 2, если w ∈ Tu,v,

= 0 — в противном случае.
(23)

Пусть L1 и L2 — задачи линейного программирования, задаваемые соотношениями (19)–(22)
и (19)–(23) соответственно. По построению обе задачи разрешимы. Обозначим через X∗

1 и
X∗

2 их оптимальные множества и покажем, что произвольный рациональнозначный вектор
x∗ = argmin

{∑
e∈E

xe : x ∈ X∗

1

}
есть элемент X∗

2 , для чего, очевидно, достаточно убедиться, что

x∗ удовлетворяет ограничению (23), при этом ясно, что достаточно обосновать равенства

x∗(δ(w)) = 0 (w 6∈ Tu,v),

так как справедливость неравенства x∗(δ(w)) > 2 для произвольной вершины w ∈ Tu,v следует
из соотношения (20). Пусть, от противного, x∗(δ(w0)) > 0 для некоторой вершины w0 6∈ Tu,v.
Поскольку все координаты x∗ рациональны, найдется число D > 1, для которого вектор
ξ∗ = Dx∗ является целочисленным. По построению координаты вектора ξ∗ являются кратно-
стями использования дуг графа G замкнутым маршрутом, посещающим вершину w0. Проведя
рассуждения по аналогии с доказательством [40, Lemma 2.2], убедимся в наличии в данном
маршруте фрагмента w′, w0, w

′′, замена которого на дугу (w′, w′′) и обновление кратностей
использования дуг приводят к получению вектора ξ̃, удовлетворяющего соотношениям (21),
(22) и ξ̃(S) > 2D для каждого S из (20). Кроме того, вектор ξ̃ удовлетворяет соотношениям∑
e∈E

ξ̃e =
∑
e∈E

ξ∗e −1 и
∑
e∈E

ceξ̃e 6
∑
e∈E

ceξ
∗

e в силу неравенства треугольника. Положив x̃ = (1/D) ξ̃,

получим допустимое решение задачи L1, для которого

∑

e∈E

cex
∗

e =
1

D

∑

e∈E

ceξ
∗

e >
1

D

∑

e∈E

ceξ̃e =
∑

e∈E

cex̃e >
∑

e∈E

cex
∗

e.

Следовательно, x̃ ∈ X∗

1 , причем
∑
e∈E

x̃e =
∑
e∈E

x∗e − 1/D, что противоречит выбору решения x∗.

Таким образом, нами показано, что

ATSPLP∗ = L∗

1 = L∗

2, (24)

где L∗

1 и L∗

2 — оптимальные значения задач L1 и L2 соответственно.
Убедимся теперь в том, что x̂ является допустимым решением задачи L1. В самом де-

ле, ограничение (21) следует из допустимости (x̄, ȳ) в задаче PCATSPLPu,v и равенства x̂ =
[(α+1)/α] x̄. Аналогичным образом обосновывается справедливость ограничения (20) для про-
извольного S, для которого |{u, v} ∩ S| = 1. Рассмотрим случай S ∩ {u, v} = ∅ (в случае
{u, v} ⊂ S рассуждения проводятся по аналогии). Выбрав w ∈ Tu,v ∩ S, имеем ŷw = 1 по
построению, откуда, ȳw ≥ α/(α + 1). Поскольку x̄ — допустимое решение задачи (6)–(11), то
x̄(δ(w)) > 2ȳw и, следовательно,

x̂(δ(S)) =
∑

e∈δ(S)

x̂e =
α+ 1

α

∑

e∈δ(S)

x̄e ≥ 2
α+ 1

α
ȳw ≥ 2.
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В итоге получаем допустимое решение (x′, ŷ) задачи (6)–(11), индуцированное маршрутом Ru,v

(построенным алгоритмом A0), стоимость которого описывается формулой

PCATSP∗

u,v 6 cost(Ru,v) = c(x′) +
∑

v∈V

πv(1− ŷv) 6 α · (ATSPLP∗) +
∑

v∈V

πv(1− ŷv)

6 α · L∗

1 +
∑

v∈V

πv(1− ŷv) 6 α · c(x̃) +
∑

v∈V

πv(1− ŷv) = (α+ 1) · c(x̄) +
∑

v∈V

πv(1− ŷv)

в силу (18) и (24). Наконец, учитывая соотношение 1 − ỹw 6 (α + 1) · (1 − ȳw), которое непо-
средственно следует из (13), выводим

cost (Ru,v)

PCATSPLP∗

u,v

=

c(x′) +
∑
v∈V

πv(1− ŷv)

c(x̄) +
∑
v∈V

πv(1− ȳv)

≤
(α + 1) · c(x̄) + (α+ 1) · ∑

v∈V
πv(1− ȳv)

c(x̄) +
∑
v∈V

πv(1− ȳv)
= α+ 1.

2. Исключая из рассмотрения тривиальный случай оптимальности “пустого” маршрута и
учитывая достижимость минимума в соотношении (5), положим PCATSP∗ = PCATSP∗

ū,v̄ для
некоторой пары {ū, v̄} ⊂ V . По построению для результирующего маршрута R̄ имеем

PCATSP∗ 6 cost (R̄) 6 cost (Rū,v̄) 6 (α+ 1) · (PCATSPLP∗

ū,v̄)

6 (α+ 1) · PCATSP∗

ū,v̄ = (α+ 1) · PCATSP∗.

Теорема доказана.

7. Обобщенная задача коммивояжера

В Generalized Traveling Salesman Problem (GTSP) заданы взвешенный ориентированный
граф G = (V,E, c) и разбиение множества его вершин на кластеры V = V1 ∪ . . . ∪ Vk. Требу-
ется построить связный эйлеров подграф минимального веса, посещающий хотя бы по одной
вершине из каждого кластера. Для произвольной неотрицательной весовой функции и фик-
сированного числа кластеров задача разрешима за полиномиальное время путем сведения к
поиску кратчайшего пути в бесконтурной взвешенной сети; при количестве кластеров порядка
k = O(log n) задача разрешима за полиномиальное время, например адаптацией классической
схемы динамического программирования Хелда — Карпа (см. [41]). Тем не менее в общей по-
становке, в которой число кластеров является частью входа, задача остается NP -трудной в
сильном смысле даже на евклидовой плоскости (см. [20]).

В области эффективных алгоритмов с гарантированными оценками точности для GTSP
на сетке предложен (1.5+8

√
2+ε)-приближенный алгоритм (см. [42]); кроме того, обоснованы

эффективные полиномиальные схемы (EPTAS) для случаев медленно (k = O(log n)) и быстро
(k = n−O(log n)) растущего количества кластеров (см. [43]).

А л г о р и т м A3.

1. Построим метрическое замыкание Ḡ = (V, Ē, c̄) исходного орграфа.

2. Определим S как семейство уникальных выборок si (i = 1,m), содержащих по одной
вершине из каждого кластера.

3. Для каждой выборки si (i = 1,m) определим подграф Ḡsi графа Ḡ, индуцированный
вершинами данной выборки, и построим для него α-приближенное решение задачи ATSP.

4. Маршрут, на котором достигается минимум решения ATSP, — искомый. �
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Теорема 6. Наличие α-приближенного алгоритма для ATSP с неравенством треуголь-

ника гарантирует построение алгоритмом A3 α-приближенного решения для асимметрич-

ной задачи GTSP при условии k ≥ n−O(log n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если изначально заданный орграф G = (V,E, c) не был полным,
перейдем к его метрическому замыканию Ḡ = (V, Ē, c̄). По условию в каждом кластере Vi необ-
ходимо выбрать представителя, который будет посещен результирующим маршрутом. Чтобы
оценить сверху число таких выборок, рассмотрим следующую оптимизационную задачу:

max t1 × . . .× tk,

k∑

i=1

ti = n, ti > 0,

в которой ti = |Vi|. Нетрудно убедиться, что оптимальное (дробное) значение данной задачи
(n/k)k достигается в точке (n/k) [1, . . . , 1]T ; число выборок — T ≤ (n/k)k; при k ≥ n−D log n
число выборок T ≤ nD, т. е. ограничено сверху полиномом при некотором постоянном D > 0.

Далее для каждой полученной выборки на индуцированном соответствующими вершинами
графе запускаем α-приближенный алгоритм для ATSP, выбираем наименьший по весу марш-
рут; он и будет α-приближенным решением для исходной постановки GTSP; в свою очередь,
сложность алгоритма останется полиномиальной.

Теорема доказана.

Заключение

В статье приведены полиномиальные алгоритмы с фиксированными оценками точности
для серии асимметричных маршрутных задач, в том числе для задачи о штейнеровском цик-
ле, задачи маршрутизации транспорта с неделимым спросом, задачи коммивояжера с приза-
ми и обобщенной задачи коммивояжера с дополнительным ограничением на рост числа кла-
стеров. Своим появлением наши алгоритмы обязаны пионерскому результату О.Свенссона и
В.Трауб для асимметричной задачи коммивояжера с неравенством треугольника, являющим-
ся основным компонентом каждого из них. Для большей части рассмотренных задач аппрок-
симируемость в классе алгоритмов с фиксированной оценкой точности удалось обосновать
впервые, в остальных случаях фактор аппроксимации удалось сократить. Обозначим коэф-
фициент О.Свенссона и В.Трауб через α = 22+ε. С учетом этого обозначения в таблице ниже
приведены полученные в данной статье результаты:

Верхние оценки фактора аппроксимации
Асимметричная постановка Фактор аппроксимации

SCP α

RPP α

ACVRP с неделимым неоднородным спросом 3α + 2

CARP 3α + 2

PCATSP α+ 1

GTSP с условием k ≥ n−O(log n) α

Отметим, что примененный в работе подход, использующий непосредственное сведение к
задаче ATSP, не всегда гарантируем успех. В ближайших работах авторы надеются получить
новые результаты в области аппроксимируемости асимметричных маршрутных задач, осно-
ванные на более глубокой адаптации данного подхода.
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