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Рассматриваются уравнения Пфаффа с непрерывными коэффициентами. Индивидуальная задача Ко-

ши для уравнения Пфаффа преобразуется к равносильной системе интегральных уравнений специального

типа, которая является переопределенной. Доказывается, что в случае гладких коэффициентов совмести-

мость такой системы равносильна критерию интегрируемости Фробениуса. Излагается теорема существо-

вания решения для полученного типа интегральных уравнений методом ломаных Эйлера, позволяющим

построить приближенное решение уравнения Пфаффа. Приводится также аналог теоремы Нагумо о един-

ственности решения задачи Коши.
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Введение

В статье устанавливаются теоремы существования и единственности решения задачи Ко-
ши для уравнения Пфаффа, когда коэффициенты лишь непрерывны. Отметим, что уравне-
ния и системы Пфаффа, а также другие переопределенные системы уравнений в частных
производных [1–3] возникли в XIX в. в виде важных приложений к термодинамике [4], диф-
ференциальной геометрии [1; 5; 6] и теоретической физике [7]. Однако долгое время чуть ли
не единственным существенным результатом о системах Пфаффа оставалась теорема Фробе-
ниуса об интегрируемости [8;9]. За последние десятилетия интерес к таким уравнениям снова
возрождается в связи с новыми применениями в теории слоений [10–12] и теоретической фи-
зике [13]. Глубже стала разрабатываться теория линейных систем Пфаффа [14; 15]. Особый
интерес вызывают алгебраические интегралы систем Пфаффа с полиномиальными коэффи-
циентами [3;16–20]. В статьях [21;22] рассмотрена обратная задача для уравнения Пфаффа, а
в [23] изучено поведение интегральных поверхностей около сингулярных кривых по аналогии
с теорией особых точек динамических систем. Отметим также, что в свое время С. Лефшец
использовал однородное уравнение Пфаффа для аналитического выражения продолжения по-
линомиального векторного поля с плоскости R

2 на сферу Пуанкаре [24]. В [25] предложена

1Работа выполнена при поддержке Министерства инновационного развития Республики Узбекистан
(проект ОТ-Ф4-84).
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модификация уравнения Лефшеца для обеспечения проективности независимо от четности
степени полинома. О других приложениях уравнения Пфаффа см. [26; 27].

С точки зрения приложений к геометрии является естественным рассмотрение уравнений
Пфаффа с гладкими коэффициентами. Вместе с тем в приложениях к термодинамическим
процессам условие гладкости оказывается слишком жестким, поскольку в слоистых средах
оно, как правило, не выполняется. В связи с этим в статьях [28; 29] развит подход, базиру-
ющийся на теории обобщенных функций, который по самому существу пригоден только для
линейных систем Пфаффа. В работе [12], посвященной исследованию единственности реше-
ния задачи Коши, система Пфаффа с непрерывными коэффициентами изучается посредством
аппроксимации гладкими системами, удовлетворяющими критерию Фробениуса. В настоя-
щей статье предлагается подход, основанный на преобразовании задачи Коши для уравнения
Пфаффа к равносильной системе интегральных уравнений. Для уравнения в пространстве R

3

этот подход изложен в [30]. Отметим, что результат работы [30] не допускает непосредствен-
ного обобщения на случай произвольного числа переменных и требует введения специальных
обозначений. С другой стороны, излагаемую здесь теорию легко обобщить для систем уравне-
ний Пфаффа.

Преобразование уравнения Пфаффа к системе интегральных уравнений позволяет перене-
сти соответствующие методы и результаты теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний [31]. Здесь приводятся аналоги теоремы Пеано о существовании и метод Эйлера прибли-
женного решения задачи Коши, а также, для полноты, аналог теоремы Нагумо о единствен-
ности.

1. Постановка задачи

Объектом нашего рассмотрения является уравнение Пфаффа, выражающее обращение
в 0 дифференциальной формы

ω = a1(X)dX1 + a2(X)dX2 + · · ·+ an(X)dXn + a0(X)dX0 = 0, (1.1)

где X = (X1,X2, . . . ,Xn,X0) ∈ ∆, ∆ ⊂ R
n+1. В дальнейшем всюду предполагается, что об-

ласть ∆ не содержит особых точек, где все коэффициенты aj(X), j = 0, 1, 2, . . . , n, одно-
временно обращаются в 0. Уравнение (1.1) задает поле гиперплоскостей в области ∆. Оно
называется интегрируемым (в области ∆), если существует семейство многообразий кораз-
мерности 1 (гладких гиперповерхностей), однократно покрывающих ∆ и в каждой своей точ-
ке касающихся гиперплоскости поля (1.1). В частном случае интегралом может быть сама
гиперплоскость поля (1.1). В общем случае каждое такое многообразие будет огибающим ги-
перплоскости (1.1). Оно называется интегральным многообразием, или короче, интегралом

уравнения Пфаффа. В случае n = 1 непрерывность коэффициентов aj(X), j = 0, 1, 2, . . . , n,
достаточно для интегрируемости (следствие теоремы Пеано), а в случае n ≥ 2 даже уравнение
с гладкими коэффициентами может быть неинтегрируемым. Если все коэффициенты aj(X)
непрерывно дифференцируемые в области ∆, то условие Фробениуса

ω ∧ dω = 0 (1.2)

необходимо и достаточно для интегрируемости уравнения (1.1) [8; 9]. При выполнении этого
условия через каждую точку X0, X0 ∈ ∆, проходит единственная интегральная гиперповерх-
ность. Подчеркнем, что в этом смысле условие Фробениуса по существу является условием
интегрируемости в целом, т. е. для всей области ∆.

Далее для определенности предположим, что a0(X) 6= 0 в некоторой односвязной окрест-
ности D точки X0, D ⊂ ∆. Тогда уравнение (1.1) будет равносильно системе

∂u

∂x
= f(x, u), (1.3)
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где
∂u

∂x
=

( ∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)

, f = (f1, f2, . . . , fn), u = X0, x = (x1, x2, . . . , xn), xj = Xj,

fj(x, u) = −aj(X)/a0(X), j = 1, 2, . . . , n.

Хотя условие Фробениуса в форме (1.2) формально не предустматривает гладкости правых
частей системы (1.3), однако такое требование в неявном виде участвует в операции внешнего
дифференцирования (см. [9, теоремы 3.1, 6.1, гл. VI]). Если это требование выполнено, то
условие (1.2) в координатах (x1, x2, . . . , xn) примет вид

∂fi(x, u)

∂xj
+

∂fi(x, u)

∂u
fj(x, u) =

∂fj(x, u)

∂xi
+

∂fj(x, u)

∂u
fi(x, u), (1.4)

где 1 ≤ i < j ≤ n.

В работе [12] уравнение (1.1) изучено при условии непрерывности коэффициентов мето-
дом аппроксимации непрерывных функций гладкими. При этом условие (1.2) переносится на
аппроксимирующие уравнения. Здесь предлагается другой подход, в котором система (1.3)
преобразуется к равносильной системе интегральных уравнений и рассматривается сама по
себе.

2. Эквивалентная система интегральных уравнений

Итак, пусть функции fk, k = 1, 2, . . . , n, непрерывны в области D ⊂ R
n+1 и (x0, u0) ∈ D.

Рассмотрим задачу Коши
∂u

∂x
= f(x, u), u(x0) = u0. (2.1)

Нам потребуются специальные обозначения, которые могут оказаться полезными и при
изучении других задач об уравнениях Пфаффа. Вектор, полученный из x заменой координа-
ты xk на sk, обозначим через x|0sk и результат назовем главным аргументом (k фиксировано,
k = 1, 2, . . . , n). Из главного аргумента образуем подчиненные аргументы согласно следую-
щему правилу. Расположим координаты точки x|0sk в вершинах правильного n-угольника
(рис. 1). Если номер j координаты больше n, но не превосходит 2n, то отождествим его с
j−n ∈ {1, 2, . . . , n} . Сделав в векторе x|0sk пару замен sk → x0k, xk+1 → sk+1, получим первый

подчиненный аргумент, который обозначим через x|1sk+1. Заменяя в x|1sk+1 переменную sk+1

на x0k+1 и xk+2 на sk+2, получим второй подчиненный аргумент x|2sk+2 и т. д. Последний член
этого ряда x|n−1sk+n выводим из x|n−2sk+n−1 парой замен sk+n−1 → x0k+n−1, xk+n → sk+n. В
последнем подчиненном аргументе x|n−1sk+n координаты состоят из чисел x01, x

0
2, . . . , x

0
n, за

исключением координаты с номером k + n − 1, которая есть sk+n−1. На рис. 1 дана схемати-
ческая иллюстрация процесса образования подчиненных аргументов. Здесь внутренний круг
изображает главный аргумент, штриховые круги выполняют роль многоточий, а остальные
соответствуют подчиненным аргументам. При каждом переходе с меньшего круга на больший
число компонент с верхним индексом 0 увеличивается на единицу; индекс координаты si также
увеличивается на единицу, но при этом сдвигается на одну позицию по часовой стрелке. На-
пример, при n = 4, k = 3 имеем главный аргумент (x1, x2, s3, x4) и три подчиненных аргумента
(x1, x2, x

0
3, s4), (s1, x2, x

0
3, x

0
4), (x

0
1, s2, x

0
3, x

0
4).

Теорема 1. Задача Коши (2.1) равносильна системе из n интегральных уравнений

u(x) = u0 +
n−1
∑

l=0

xk+l
∫

x0
k+l

fk+l[x|
lsk+l, u(x|

lsk+l)]dsk+l, (2.2)

k = 1, 2, . . . , n.



Теорема существования и метод приближенного решения 15

Рис. 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Под знаком суммы в k-м уравнении (2.2) — только одно слага-
емое, соответствующее индексу l = 0, т. е.

xk
∫

x0
k

fk[x|
0sk, u(x|

0sk)]dsk

зависит от xk, а во всех остальных слагаемых на месте xk стоит x0k. Поэтому из (2.2) вытекает
∂u/∂xk = fk[x|

0xk, u(x|
0xk)], k = 1, 2, . . . , n, где fk[x|

0xk, u(x|
0xk)] получено из интегранта

fk[x|
0sk, u(x|

0sk)] обратной подстановкой sk → xk. (Аналогичный смысл имеют выражения
типа x|ly, используемые ниже.)

Обратное докажем рассуждениями, называемыми иногда в литературе методом телевизи-
онной башни [32]. Из уравнения ∂u(x)/∂x1 = f1(x, u(x)) следует

u(x) = u(x|0x01) +

x1
∫

x0
1

f1[x|
0s1, u(x|

0s1)]ds1. (2.3)

Далее из векторной системы (2.1) выделим второе уравнение. Подставляя в нем x1 = x01,
приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению

∂u(x|1x01)

∂x2
= f2[x|

1x01, u(x|
1x01)],

интегрирование которого (в пределах от x02 до x2) дает

u(x|1x01) = u(x|1x02) +

x2
∫

x0
2

f2[x|
1s2, u(x|

1s2)]ds2. (2.4)
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Повторяя эту процедуру, на последнем шаге будем иметь уравнение

∂u(x|n−1xn)

∂xn
= fn[x|

n−1xn, u(x|
n−1xn)],

из которого следует

u(x|n−1xn) = u(x|n−1x0n) +

xn
∫

x0
n

fn[x|
n−1sn, u(x|

n−1sn)]dsn. (2.5)

Очевидно, u(x|n−1x0n) = u(x0) = u0. Поэтому почленное сложение соотношений (2.3)–(2.5)
приводит к уравнению (2.2) для k = 1. Для k = 2, 3, . . . , n рассуждения аналогичны.

П р и м е ч а н и е 1. В действительности получено несколько больше, чем утвержда-
ется в теореме 1. Зафиксируем k. Если u(x) — решение задачи Коши (2.1), то функции
u(x|n−1xn+k−1), u(x|n−2xn+k−2), . . . , u(x|1xk+1), u(x|0xk) являются решениями задач Коши
для обыкновенных дифференциальных уравнений в количестве n, а именно

u(x|lxk+l)

∂xk+l

= fk+l[x|
lxk+l, u(x|

lxk+l)], u(x|
lxk+l)|xk+l=x0

k+l

= u(x|l+1xk+l+1), (2.6)

l = 0, 1, . . . , n − 1. Таким образом, интегральное уравнение (2.2) с заданным k равносильно
системе (2.6).

П р и м е ч а н и е 2. Система (2.2) Пфаффа может быть сведена к системе интегральных
уравнений не единственным способом. В самом деле, каждая перестановка σ : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n} , такая что σ(1) = 1, порождает преобразование σ̂ : Rn → R

n, определяемое фор-
мулой σ̂(x) = (x1, xσ(2), xσ(3), . . . , xσ(n)). Зафиксировав σ, задачу Коши (2.1) можно переписать
в виде

∂û(y)

∂y
= f̂(y, û(y)), y(0) = σ(x0), (2.7)

где y = σk(x), û(y) = u(σ̂−1(y)), f̂(y, û) = f(σ̂−1(y), û). По теореме 1 задача Коши (2.7) рав-
носильна соответствующей системе из n интегральных уравнений вида (2.2). Легко заметить,
что в общем случае все они попарно различны. Таким образом, задачу Коши (2.1) можно
привести к системе интегральных уравнений (n− 1)! способами.

Например, в случае n = 3 имеем две системы. Первая из них представлена формулами

u(x) = u0 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x2, x3, u(∗)]ds1 +

x2
∫

x0
2

f2[x
0
1, s2, x3, u(∗)]ds2 +

x3
∫

x0
3

f3[x
0
1, x

0
2, s3, u(∗)]ds3,

u(x) = u0 +

x2
∫

x0
2

f2[x1, s2, x3, u(∗)]ds2 +

x3
∫

x0
3

f3[x1, x
0
2, s3, u(∗)]ds3 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x
0
2, x

0
3, u(∗)]ds1,

u(x) = u0 +

x3
∫

x0
3

f3[x1, x2, s3, u(∗)]ds3 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x2, x
0
3, u(∗)]ds1 +

x2
∫

x0
2

f2[x
0
1, s2, x

0
3, u(∗)]ds2,

а вторая имеет вид

u(x) = u0 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x2, x3, u(∗)]ds1 +

x3
∫

x0
3

f3[x
0
1, x2, s3, u(∗)]ds3 +

x2
∫

x0
2

f2[x
0
1, s2, x

0
3, u(∗)]ds2,
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u(x) = u0 +

x3
∫

x0
3

f3[x1, x2, s3, u(∗)]ds3 +

x2
∫

x0
2

f2[x1, s2, x
0
3, u(∗)]ds2 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x
0
2, x

0
3, u(∗)]ds1,

u(x) = u0 +

x2
∫

x0
2

f2[x1, s2, x3, u(∗)]ds2 +

x1
∫

x0
1

f1[s1, x
0
2, x3, u(∗)]ds1 +

x3
∫

x0
3

f3[x
0
1, x

0
2, s3, u(∗)]ds3

(Аргументы функции u(∗) те же, что и первые три аргумента функции fk в соответствующих
выражениях под интегралом).

3. Ослабленное условие интегрируемости

Как было отмечено выше, формулировка условия интегрируемости Фробениуса в виде
ω ∧ dω = 0 без предположения дифференцируемости функций fk, k = 1, 2, . . . , n, является
малосодержательной. Чтобы ослабить условие интегрируемости, прежде всего мы должны
представить критерий интегрируемости в удобной форме.

Пусть функция f непрерывно дифференцируемая. Тогда следующие предложения равно-
сильны:

a) система (1.3) интегрируема в области D;

b) имеют место тождества (1.4) в области D;

c) система интегральных уравнений (2.2) с одной неизвестной функцией u(x) имеет реше-
ние для каждой точки (x0, u0) ∈ D.

Равносильность a) и b) есть критерий Фробениуса, а равносильность a) и c) непосредствен-
но вытекает из теоремы 1.

В отличие от критерия Фробениуса условие c) не требует гладкости (даже липщицевости)
функции f, так как в доказательстве теоремы 1 использована только непрерывность f, поэтому
равносильность a) и c) сохраняет силу для непрерывных систем (1.3) .

В дальнейшем утверждение c) будем называть условием совместимости системы Пфаф-
фа.

С л е д с т в и е теоремы 1. Система (1.3) интегрируема в области D тогда и только

тогда, когда выполнено ослабленное условие совместимости.

Система (2.1) из n уравнений с одной неизвестной функцией u(x) является переопределен-

ной и добавление условия Фробениуса, состоящего из
n(n− 1)

2
соотношений, превращает ее в

определеную систему. Условие совместимости, состоящее из (n−1) равенства, также выступает
в этой роли.

Отметим, что в отличие от условия Фробениуса условие c) не является явным, но мо-
жет быть формулировано индивидуально — для отдельной задачи Коши (2.1). Ясно, что если
функция f непрерывно дифференцируемая в области D, то ослабленное условие равносильно
критерию Фробениуса (1.4) . В этом случае как существование, так и единственность решения
задачи Коши для системы (1.3) имеют место автоматически. В случае условия совместимости
оба свойства раздваиваются. Например, решение может не существовать по двум причинам:
либо оттого, что одно из интегральных уравнений (2.2) не имеет решения, либо потому что
каждое из уравнений (2.2) имеет решение, но у переопределенной системы (2.2) отсутствует
решение (т. е. система (2.2) несовместна). С другой стороны, для каждого из уравнений (2.2)
может найтись более одного решения, тем не менее решение системы (2.2) при этом окажет-
ся единственным. В связи со сказанным обсудим вопросы существования и единственности
решения отдельно взятого уравнения системы (2.2). В силу равноправности таких уравне-
ний займемся существованием решения первого из них. Это может быть установлено любым
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из известных способов [33], используемых для доказательства существования решения ин-
тегрального уравнения, равносильного задаче Коши для обыкновенного дифференциального
уравнения, например, с помощью теоремы Шаудера [34].

4. Метод ломаных Эйлера

Насколько нам известно, вопрос о приближенном решении уравнения Пфаффа до сих пор
не затрагивался. В силу условия совместимости достаточно построить приближенное решение
одного из интегральных уравнений (2.2). Здесь изложим аналог метода ломаных Эйлера [35]
для k = 1, т. е. для уравнения

u(x) = u0 +

n−1
∑

l=0

x1+l
∫

x0
1+l

f1+l[x|
ls1+l, u(x|

ls1+l)]ds1+l. (4.1)

Положим

Π =
{

(x, u) ∈ R
n+1

∣

∣ ‖x‖ ≤ a,
∣

∣u− u0
∣

∣ ≤ b
}

,

M = max
(x,u)∈Π

|f(x, u)| , d = min
{

a,
b

M

}

, где ‖x‖ = max
K

|xk| ;

K =
{

x ∈ R
d
∣

∣

∣

∣xk − x0k
∣

∣ ≤ d, k = 1, 2, . . . , n
}

, K+ =
{

x ∈ R
d
∣

∣x0k ≤ xk ≤ x0k + d, k = 1, 2, . . . , d
}

.

Уравнение (4.1) будем рассматривать в пределах параллелепипеда Π. Зафиксировав целое
положительное число N, построим ломаную υN (x) в кубе K. Построение начнем с ортанта K+.
С этой целью разделим K+ на Nn клеток, которые пронумеруем посредством мультииндекса
i = (i1, i2, . . . , iN ), где 0 ≤ ik ≤ n − 1, k = 1, 2, . . . , N. Совокупность всех мультииндексов
обозначим через I (при фиксированном N). Будем пользоваться также обозначениями 0 =
{0, 0, . . . , 0} , 1 = {1, 1, . . . , 1} . Затем построим сетку в K+ с узлами xi = x0 + ih, i ∈ I.
Каждый мультииндекс i ∈ I определяет кубик Ki =

{

x ∈ R
d
∣

∣ xi ≤ x < xi+1
}

, где неравенство
xi ≤ x < xi+1 понимается покоординатно. Кроме того, если ik + 1 = N, строгое неравенство
xk < xik+1

k следует заменить на нестрогое xk ≤ xNk для соответствующего k.

Приближение υN (x) построим методом телевизионной башни. Для x ∈ K0 положим υN (x) ≡
u0. Предполагая υN (x) уже построенным на K(i1,0,...,0), i1 < N, уточним его для x ∈ K(i1+1,0,...,0)

формулой

υN (x) = u0 +

x1
∫

x0
1
+h

f1[s1 − h, x2, . . . , xn, υN (s1 − h, x2, . . . , xn)]ds1

+

n−1
∑

l=1

xk
∫

x0
k

f1+l[x|
ls1+l, u(x|

ls1+l)]ds1+l

Тем самым υN (x) определяется в полосе (“в тени башни на земле”) x01 ≤ x1 ≤ x01 + d,
x0k ≤ xk < x0k + h, k = 2, 3, . . . , n.

Теперь продолжим υN (x) на полосу (“заметаемую тенью башни на земле”) x0j ≤ xj < x0j +d

для j = 1, 2 и x0j ≤ xj < x0j + h для j = 3, 4, . . . , n рекуррентной формулой

υN (x) = υN (x1, x2, x
0
3, . . . , x

0
n) +

x1
∫

x0
1
+h

f1[x1|
0s1, υN (x1|

0s1)]ds1
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+

x2
∫

x0
2
+h

f2[x2|
1s2 − h, υN (x2|

1s2 − h)]ds2

+
n
∑

l=2

xl+1
∫

x0
l+1

fl+1[xl+1|
lsl+1 − h, υN (xl+1|

lsl+1 − h)]dsl+1.

Этот процесс продолжим аналогичным образом для полос следующих размерностей. На по-
следнем шаге функция υN (x) из полосы, определяемой условием x0k ≤ xk < x0k + d для
k = 1, 2, 3, . . . , n− 1 и x0n ≤ xn < x0n + h, продолжается на ортант K+ формулой

υN (x) = υN (xn|
n−1x0n) +

n−2
∑

l=0

xl+1
∫

x0
l+1

fl+1[xn|
n−1sn − h, υN (xn|

n−1sn − h)]dsn. (4.2)

Теперь опишем схему продолжения υN (x) на весь куб K. Пусть ∆ = {−1, +1} , σ ∈ ∆n.
Каждый элемент σ определяет ортант Kσ, состоящий из точек x ∈ R

d, удовлетворяющих
условиям x0k ≤ xk < x0k + d, если σk = 1, и x0k − d ≤ xk ≤ x0k, если σk = −1, k = 1, 2, 3, . . . , n.

В частности, если σ = 1, то Kσ = K+. Очевидно, K =
⋃

σ∈∆n Kσ. Для определения υN (x)

на ортанте Kσ достаточно в формуле (4.2) аргумент x1|
0s1 − h заменить на x1|

0s1 − σ1h, а
аргумент x2|

1s2 − h заменить на x2|
1s2 − σ2h и т. д. На последнем шаге аргумент xn|

n−1sn− h
нужно заменить на xn|

n−1sn − σnh.

Аналогично со случаем n = 1 проверяются оценки |υN (x)− u0| ≤ b и |υN (x)− υN (x′)| ≤
C |x− x′| . Поэтому по теореме Арцелы — Асколи последовательность {υN (x)} содержит рав-
номерно сходящуюся подпоследовательность υNm

(x), предел υ̃(x) которой является искомым
решением. Следовательно, имеет место

Теорема 2. Интегральное уравнение (4.1) имеет решение, определенное в кубе K. �

Если при этом функция f удовлетворяет условию Липшица, то имеет место оценка

|υN (x)− υ̃(x)| ≤ Cf (e
Ld − 1)h,

где Cf — постоянная, зависящая от f, L — константа Липшица функции f.

u

x

0

y
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1

1

0

-1

-0.5

0.0

1.0

0.5

Рис. 2.
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На рис. 2 изображена часть графика приближенного решения задачи Коши u(−1, −1) = 1
для уравнения

∂u

∂x
= y

[u2

50
+ 10 sin(5πxy)

]

,
∂u

∂y
= x

[u2

50
+ 10 sin(5πxy)

]

,

соответствующая квадранту −1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1. Преобразование задачи Коши (2.1) к
системе (4.1) позволяет также доказать существование непродолжаемых решений. В случае
n = 1 отрезок определения решения задачи Коши продолжается лишь в двух направлениях,
которые являются равноправными, что позволяет изучать вопрос в одном из этих направле-
ний. В случае n > 1 приходится привлечь лемму Цорна. Пусть U — семейство всех пар (u(·),Φ),
где u(·) решение задачи Коши (2.1), определенное в открытой области Φ. Семейство U не пусто,
так как содержит построенную выше пару (υ̃(·),K).

Семейство U — это частично упорядоченное множество: если Φ1 ⊂ Φ2 и сужение u2(·) на Φ1

совпадает с u1(·), то будем считать (u1(·),Φ1) ≺ (u2(·),Φ2). Это отношение является частичном
порядком. При этом каждая цепь V ⊂ U имеет наименьшую верхнюю грань (ū(·), ∆̄), у кото-
рой ∆̄ =

⋃

(u,Φ)∈V Φ, а решение ū(·) определяется по следующему правилу. Пусть x ∈ ∆̄, так

что x ∈ Φ̃ для некоторой пары (ũ(·), Φ̃). Тогда ū(x) = ũ(x) для x ∈ ∆̃. Корректность определе-
ния ū(·) очевидна. Таким образом, применима лемма Цорна: семейство U имеет максимальные
элементы, являющиеся непродолжаемыми решениями задачи Коши (2.1).

5. Единственность решения задачи Коши

Задача о единственности решения задачи Коши для уравнения Пфаффа хорошо изучена
(см. статью [36] и список литературы к ней). В частности, теорема Осгуда и ее усиление легко
переносятся на случай задачи (2.1). Здесь приведем аналог теоремы Нагумо [37], который не
был затронут в [12].

Теорема 3. Пусть D — выпуклая окрестность точки (x0, u0) и для любых (x, ν), (x,w) ∈
D, ν 6= w , имеет место неравенство

∣

∣(x− x0) · [f(x, ν)− f(x,w)]
∣

∣ < |ν − w| .

Тогда задача Коши (2.1) имеет единственное решение (т. е. любые два решения совпадают

в некоторой окрестности x0; x · y обозначает скалярное произведение).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что задача (2.1) имеет два решения ν(x) и w(x),
определенные в некоторой выпуклой области Ψ ⊂ R

n, начальные значения которых совпадают:
ν(x0) = w(x0), но при этом существует точка x∗ ∈ Ψ, что ν(x∗) 6= w(x∗). Положим x̃(t) =
x0 + t(x∗ − x0), 0 ≤ t ≤ 1, и ũ(t) = u(x̃(t)).

Тогда
dũ(t)

dt
= F (t, ũ(t)),

где F (t, ũ) = (x∗ − x0) · f [x̃(t), ũ(t)]. Очевидно, ũ(0) = u(x0) = u0. Кроме того,

|F (t, ν)− F (t, w)|

|ν −w|
=

∣

∣[f(x̃, ν)− f(x̃, w)] · (x̃− x0)
∣

∣

|ν − w|
< 1.

Следовательно, для задачи Коши (2.1) выполнено условие теоремы Нагумо, так что ν(x̃(t)) =
w(x̃(t)), t ∈ [0, 1]. В частности, ν(x∗) = w(x∗), что противоречит предположению. �
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