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Введение

Дифференциальные уравнения с распределенными (в другой терминологии континуальны-
ми, средними) производными, под которыми понимаются интегралы от дробных производных
по порядку дифференцирования, стали возникать при математическом моделировании раз-
личных процессов в конце прошлого века (см. [1–3]). Следом появились работы, посвященные
численным методам решения начально-краевых задач для таких уравнений (см. [4]). С нача-
ла XXI века теория уравнений распределенного порядка уже стала полноправным разделом
теории дифференциальных уравнений, благодаря многочисленным математическим исследо-
ваниям соответствующих задач (см., например, монографию [5], работы [6; 7]).

Однозначная разрешимость начальных задач для линейных уравнений в банаховых про-
странствах с распределенной дробной производной Римана — Лиувилля исследована в [8],

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 21-51-54003) и в рамках исследований, проводи-
мых в Уральском математическом центре при финансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации (номер соглашения 075-02-2021-1383).
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для линейных и полулинейных уравнений с распределенной производной Герасимова — Капу-
то c ограниченным оператором или с относительно ограниченной парой операторов в случае
уравнений, не разрешимых относительно распределенной производной, — в работах [9; 10].
Абстрактные результаты использованы при исследовании начально-краевых задач для урав-
нений в частных производных распределенного порядка по времени.

В работах [11; 12] получены необходимые и достаточные условия существования аналити-
ческих в секторе разрешающих семейств операторов для линейных уравнений, разрешенных
относительно распределенной дробной производной Герасимова — Капуто. Соответствующие
результаты, распространяющие теорию аналитических полугрупп на случай уравнений рас-
пределенного порядка, использованы при исследовании однозначной разрешимости линейных
неоднородных уравнений.

Интерес представляют уравнения не только с непрерывно распределенной дробной про-
изводной, но и с дискретно распределенной производной. Отметим в этом смысле работу
А.В.Псху (см. [13]), посвященную уравнению диффузии с дискретно распределенной дроб-
ной производной Джрбашяна — Нерсесяна, а также работы М. Костича и других авторов, в
которых рассматриваются линейные уравнения с несколькими дробными производными (см.,
например, статью [14] и библиографию к ней).

Настоящая работа представляет собой продолжение работ [11; 12] и посвящена исследо-
ванию разрешимости линейных уравнений в банаховых пространствах с дискретно распреде-
ленной дробной производной Герасимова — Капуто в терминах аналитических разрешающих
семейств операторов. В первом разделе получены условия в терминах резольвенты замкну-
того оператора из правой части уравнения, необходимые и достаточные для существования
такого семейства операторов, а также изучены его свойства. Во втором разделе эти резуль-
таты использованы для доказательства существования единственного решения задачи Коши
для линейного уравнения соответствующего класса с неоднородностью, непрерывной в нор-
ме графика оператора из правой части уравнения либо гельдеровой. Третий раздел содержит
приложение полученных абстрактных результатов к исследованию однозначной разрешимости
начально-краевых задач для одного класса уравнений с дискретно распределенной производ-
ной по времени и с многочленами от эллиптического самосопряженного дифференциального
по пространственным переменным оператора.

1. Разрешающие семейства операторов

Пусть Z — банахово пространство, R+ := R+ ∪ {0}, h : R+ → Z. Определим интеграл
Римана — Лиувилля

Jβh(t) :=
1

Γ(β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds, β > 0, t > 0,

а при m− 1 < α ≤ m ∈ N определим производную Герасимова — Капуто (обсуждение терми-
нологии см. в [15])

Dαh(t) := DmJm−α
(
h(t) −

m−1∑

k=0

h(k)(0)
tk

k!

)
,

где Dm — оператор обычного дифференцирования порядка m ∈ N.
Преобразование Лапласа функции h : R+ → Z обозначим через ĥ или Lap[h]. Линейное

пространство таких функций, для которых определено преобразование Лапласа, обозначим
через Ẑ. Нетрудно показать (см., например, [16]), что преобразование Лапласа производной
Герасимова — Капуто порядка α > 0 определяется равенством

D̂αh(λ) = λαĥ(λ)−

m−1∑

k=0

h(k)(0)λα−1−k . (1.1)
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Под дробной степенью здесь и далее будем понимать значение главной ветви степенной функ-
ции.

Введем обозначения Sθ,a := {µ ∈ C : | arg(µ − a)| < θ, µ 6= a} при θ ∈ (π/2, π], a ∈ R,
Σψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t 6= 0} при ψ ∈ (0, π/2].

Теорема 1 [17, теорема 0.1, с. 5; 18, теорема 2.6.1, с. 84]. Пусть θ0 ∈ (π/2, π], a ∈ R, зада-

но отображение H : (a,∞) → Z. Тогда следующие два утверждения эквивалентны.

(i) Существует аналитическое отображение F : Σθ0−π/2 → Z; при любом θ ∈ (π/2, θ0)
найдется такое C(θ) > 0, что для всех t ∈ Σθ−π/2 справедливо неравенство ‖F (t)‖Z ≤

C(θ) eaℜt, при этом F̂ (λ) = H (λ) для всех λ > a.
(ii) Отображение H аналитически продолжимо в сектор Sθ0,a; при любом θ ∈ (π/2, θ0)

существует такое K (θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a ‖H(λ)‖Z ≤
K(θ)

|λ− a|
.

Обозначим через L(Z) банахово пространство всех линейных непрерывных операторов,
действующих из пространства Z в Z, через Cl(Z) — множество всех линейных замкнутых
операторов, плотно определенных в Z, действующих в пространство Z. Снабдим область
определения DA оператора A ∈ Cl(Z) его нормой графика, получив таким образом банахово
пространство.

Рассмотрим задачу Коши

z(0) = z0, z(l)(0) = 0, l = 1, 2, . . . ,m− 1, (1.2)

для дифференциального уравнения с дискретно распределенной дробной производной

n∑

k=1

ωkD
αkz(t) = Az(t), t > 0, (1.3)

где n ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn, m− 1 < αn ≤ m ∈ N, ωk ∈ C \ {0}, k = 1, 2, . . . , n, A ∈ Cl(Z).
Решением задачи (1.2), (1.3) будем называть такую функцию z ∈ Cm−1(R+;Z) ∩ C(R+;DA),
что Dαkz ∈ C(R+;Z), k = 1, 2, . . . , n, и выполняются равенства (1.2) и (1.3).

Пусть mk − 1 < αk ≤ mk ∈ N, k = 1, 2, . . . , n. Обозначим

W (λ) :=
n∑

k=1

ωkλ
αk , Wl(λ) :=

n∑

k=kl

ωkλ
αk , kl = min{k ∈ {1, 2, . . . , n} : αk > l}, l = 1, 2, . . . ,m− 1.

Эти функции аналитичны на разрезанной комплексной плоскости C\{λ ∈ C : ℜλ ≤ 0,Jλ = 0}.
Понятно, что |W (λ) −Wl(λ)| ≤ C|λ|l. Иногда для удобства будем использовать обозначение
W0(λ) :=W (λ).

Лемма 1. Пусть n ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn, m − 1 < αn ≤ m ∈ N, ωk ∈ C \ {0},
k = 1, 2, . . . , n. Тогда существуют такие θ0 ∈ (π/2, π], a0 ≥ 0, что

∃c > 0 ∃̺ > 0 ∀λ ∈ Sθ0,a0 \ {λ ∈ C : |λ| < ̺} ∀l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} |Wl(λ)| ≥ c|λ|αn .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, при достаточно больших |λ|

∣∣∣
n∑

k=1

ωkλ
αk

∣∣∣ ≥ |ωn| |λ|
αn −

n−1∑

k=0

|ωk| |λ|
αk ≥ c|λ|αn .

�

О п р е д е л е н и е 1. Семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} называется разрешаю-

щим для уравнения (1.3), если выполняются следующие условия:
(i) S(t) сильно непрерывно при t ≥ 0, S(0) = I;
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(ii) S(t)[DA] ⊂ DA, S(t)Ax = AS(t)x для всех x ∈ DA, t ≥ 0;
(iii) S(t)z0 — решение задачи Коши (1.2), (1.3) при любом z0 ∈ DA.

Разрешающее семейство имеет тип a0 при некотором a0 ∈ R, если для всех a > a0 существует
такое C(a), что для всех t ≥ 0 выполняется неравенство ‖S(t)‖L(Z) ≤ C(a)eat.

О п р е д е л е н и е 2. Разрешающее семейство операторов называется аналитическим,
если оно аналитически продолжимо в сектор Σψ0

при некотором ψ0 ∈ (0, π/2]. Аналитическое
разрешающее семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} имеет тип (ψ0, a0) при некоторых
ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ∈ R, если для всех ψ ∈ (0, ψ0), a > a0 существует такое C(ψ, a), что для всех
t ∈ Σψ выполняется неравенство ‖S(t)‖L(Z) ≤ C(ψ, a)eaℜt.

З а м е ч а н и е 1. Аналогичные понятия семейства разрешающих операторов, аналити-
ческого семейства разрешающих операторов используются при изучении интегральных эво-
люционных уравнений (см. [17]), дробных дифференциальных уравнений с производной Ге-
расимова — Капуто (см. [19]). В случае производной первого порядка аналитическое семей-
ство представляет собой аналитическую разрешающую полугруппу уравнения D1z(t) = Az(t)
(см. [20]), которая обладает дополнительным — полугрупповым — свойством.

Обозначим через ρ(A) резольвентное множество оператора A. Пусть оператор A ∈ Cl(Z)
удовлетворяет следующим условиям:

1) существует такое θ0 ∈ (π/2, π], a0 ≥ 0, что
n∑
k=1

ωkλ
αk ∈ ρ(A) для всех λ ∈ Sθ0,a0 ;

2) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое K(θ, a) > 0, что для всех λ ∈ Sθ0,a0

∥∥∥
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1∥∥∥
L(Z)

≤
K(θ, a)

|λ− a|
.

В таком случае будем говорить, что оператор A принадлежит классу AW (θ0, a0).
При A ∈ AW (θ0, a0) операторы

Z0(t) :=
1

2πi

∫

Γ

eλt
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ (1.4)

определены при t > 0. Здесь Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± = {λ ∈ C : λ = a + re±iθ, r ∈ (δ,∞)},
Γ0 = {λ ∈ C : λ = a+ δeiϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)} при некоторых δ > 0, a > a0, θ ∈ (π/2, θ0).

Теорема 2. Аналитическое разрешающее семейство операторов типа (θ0 − π/2, a0) при

некоторых θ0 ∈ (π/2, π], a0 ≥ 0 для уравнения (1.3) существует тогда и только тогда, когда

A ∈ AW (θ0, a0). При этом разрешающее семейство единственно, имеет вид (1.4), и при

любом z0 ∈ DA функция z(t) = Z0(t)z0 является единственным решением задачи (1.2), (1.3)
в Ẑ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ∈ AW (θ0, a0), R > δ,

ΓR =
4⋃

k=1

Γk,R, Γ1,R = Γ0, Γ2,R = {λ ∈ C : λ = a+Reiϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)},

Γ3,R = {λ ∈ C : λ = a+ reiθ, r ∈ [δ,R]}, Γ4,R = {λ ∈ C : λ = a+ re−iθ, r ∈ [δ,R]},

ΓR — положительно ориентированный замкнутый контур. Введем в рассмотрение также кон-
туры Γ5,R = {λ ∈ C : λ = a+ reiθ, r ∈ [R,∞)}, Γ6,R = {λ ∈ C : λ = a+ re−iθ, r ∈ [R,∞)}, тогда
Γ = Γ5,R ∪ Γ6,R ∪ ΓR \ Γ2,R.

При t > 0, z0 ∈ DA имеем

Z0(t)z0 = z0 +
1

2πi

∫

Γ

eλt

λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0 dλ
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в силу интегральной формулы Коши.

При t ∈ [0, 1], λ ∈ Γ \ {λ ∈ C : |λ| < ̺} в силу леммы 1

∥∥∥e
λt

λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0

∥∥∥
Z
≤
ea+δK(θ, a)‖Az0‖Z

|W (λ)| |λ − a|
≤

C1

|λ|1+αn
.

Здесь и далее Ci — некоторые положительные константы.

Следовательно, интеграл Z0(t) сходится равномерно по t ∈ [0, 1], и, устремив t → 0+,
получим

Z0(0)z0 = z0 + lim
R→∞

1

2πi

( ∫

ΓR

−

∫

Γ2,R

+

∫

Γ5,R

+

∫

Γ6,R

)
1

λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0 dλ = z0,

так как по теореме Коши

∫

ΓR

1

λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0 dλ = 0,

при этом ∥∥∥∥
∫

Γs,R

1

λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0 dλ

∥∥∥∥
Z

≤
C2

Rαn
, s = 2, 5, 6.

Аналогично доказывается, что при t > 0, z0 ∈ DA, l ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}

Z
(l)
0 (0)z0 = 0 +

1

2πi

∫

Γ

λl−1
( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
Az0 dλ = 0.

Поэтому Z0(·)z0 ∈ Cm−1(R+;Z)б и функция z(t) := Z0(t)z0 удовлетворяет условиям Ко-
ши (1.2). Так как оператор A замкнут и коммутирует с операторами (W (λ)I − A)−1 на DA,
при z0 ∈ DA выполняется также включение AZ0(·)z0 ∈ C(R+;Z), т. е. Z0(·)z0 ∈ C(R+;DA).

При ℜµ > a имеем

Ẑ0(µ) =
1

2πi

∫

Γ

1

µ− λ

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ.

Так как A ∈ AW (θ0, a0), то при λ ∈ Sθ,a

∥∥∥ 1

µ− λ

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1∥∥∥
L(Z)

≤
K(θ, a)

|λ− a| |λ− µ|
.

Следовательно,

lim
R→∞

1

2πi

∫

Γs,R

1

µ− λ

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ = 0, s = 2, 5, 6,

и по интегральной формуле Коши

Ẑ0(µ) = lim
R→∞

1

2πi

∫

ΓR

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

µ− λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ =

n∑

k=1

ωkµ
αk−1

( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
.
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Возьмем в теореме 1

H(λ) =

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
, F = Z0;

тогда в силу этой теоремы отображение Z0 : Σθ0−π/2 → L(Z) аналитично, и при любых θ ∈

(π/2, θ0), a > a0 найдется такое C(θ, a) > 0, что для всех t ∈ Σθ−π/2 ‖Z0(t)‖L(Z) ≤ C(θ, a) eaℜt.

Таким образом, Z0(·)z0 ∈ Ẑ.
Для z(t) := Z0(t)z0 при z0 ∈ DA

Âz(µ) =
n∑

k=1

ωkµ
αk−1

( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
Az0.

Поэтому ẑ(µ) ∈ DA, Aẑ(µ) = Âz(µ), ẑ(µ) и Âz(µ) имеют аналитическое продолжение на Sθ0,a0 ,
так как A ∈ AW (θ0, a0).

С помощью формулы (1.1) преобразования Лапласа получим

Lap
[ n∑

k=1

ωkD
αkz

]
(µ) =

1

µ

( n∑

k=1

ωkµ
αk

)2( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
z0 −

1

µ

n∑

k=1

ωkµ
αkz0

=
1

µ

n∑

k=1

ωkµ
αk

( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
Az0 = Âz(µ).

Подействуем обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равенства и получим
равенство (1.3) во всех точках непрерывности функции Az, т. е. при всех t > 0. Следователь-
но, z — решение задачи (1.2), (1.3), и {Z0(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} — аналитическое разрешающее
семейство операторов типа (θ0 − π/2, a0) для уравнения (1.3).

Пусть существует некоторое аналитическое разрешающее семейство операторов {S(t) ∈
L(Z) : t ≥ 0} типа (θ0 − π/2, a0) для уравнения (1.3). Обозначим Ŝ(λ) := H(λ), λ > a0. Из
уравнения (1.3) в силу п. (ii) определения 1 семейства разрешающих операторов получим при
z0 ∈ DA равенства

n∑

k=1

ωkD
αkS(t)z0 = AS(t)z0 = S(t)Az0,

поэтому в силу замкнутости оператора A при λ > a0 H(λ)[DA] ⊂ DA,

Lap
[ n∑

k=1

ωkD
αkS(t)z0

]
(λ) =

n∑

k=1

ωkλ
αkH(λ)z0 −

1

λ

n∑

k=1

ωkλ
αkz0 = H(λ)Az0 = AH(λ)z0.

Следовательно, оператор W (λ)I −A : DA → Z биективен и

H(λ) =

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
, λ > a0.

По теореме 1 получаем, что A ∈ AW (θ0, a0), S(t) ≡ Z0(t) в силу единственности обратного
преобразования Лапласа.

Если существуют два решения z1, z2 задачи (1.2), (1.3) из класса Ẑ, то их разность y =
z1 − z2 ∈ Ẑ является решением уравнения (1.3) и удовлетворяет однородным начальным усло-
виям y(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1. Действуя преобразованием Лапласа на обе части уравне-
ния (1.3) и учитывая начальные условия, получим равенство W (λ)ŷ(λ) = Aŷ(λ). Поскольку
A ∈ AW (θ0, a0), при λ ∈ Sθ0,a0 получим ŷ(λ) ≡ 0. Следовательно, y ≡ 0 и z(t) = Z0(t)z0 —

единственное решение задачи (1.2), (1.3) при заданном z0 ∈ DA в пространстве Ẑ. �
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З а м е ч а н и е 2. Для задачи (1.2), (1.3) на отрезке [0, T ] продолжим функцию y на
[T,∞) непрерывным ограниченным образом и, рассуждая аналогично, получим единствен-
ность решения на отрезке.

З а м е ч а н и е 3. В условиях теоремы 2 нетрудно показать, что при z0 ∈ DA2 выполня-
ется включение Z0(·)z0 ∈ C(R+;DA), т. е. функция Z0(·)z0 непрерывна в норме DA в нуле и
удовлетворяет уравнению (1.3) в этой точке.

Перейдем к рассмотрению полной задачи Коши для уравнения (1.3).

О п р е д е л е н и е 3. Семейство операторов {Sl(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0}, l ∈ {1, 2, . . . ,m − 1},
называется l-разрешающим для уравнения (1.3), если выполняются следующие условия:

(i) Sl(t) сильно непрерывно при t ≥ 0;

(ii) Sl(t)[DA] ⊂ DA, Sl(t)Az = ASl(t)z для всех z ∈ DA, t ≥ 0;

(iii) Sl(t)zl является решением задачи

z(k)(0) = 0, k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} \ {l}, z(l)(0) = zl (1.5)

для уравнения (1.3) при любом zl ∈ DA.

Рассуждая как при доказательстве единственности разрешающего семейства в теореме 2,
получим, вообще говоря, что

Ŝl(λ) =
Wl(λ)

λl
(W (λ)I −A)−1 6=

Wl−1(λ)

λl
(W (λ)I −A)−1 =

Ŝl−1(λ)

λ
.

Поэтому l-разрешающие семейства не могут быть получены из разрешающего семейства {S(t) :
t ≥ 0} уравнения (1.3) последовательным действием оператора J1, как для уравнения с одной
производной (см., например, [19]).

Теорема 3. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, αn > 1, существует разрешающее семей-

ство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} типа a0 ≥ 0 для уравнения (1.3). Тогда существуют

l-разрешающие семейства {Sl(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} типа a0 ≥ 0, l = 1, 2, . . . ,m − 1, уравне-

ния (1.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим при l = 1, 2, . . . ,m− 1 функции

Wl(λ)

λlW (λ)
=

1

λl
−
W (λ)−Wl(λ)

λlW (λ)
.

В силу леммы 1 ∣∣∣W (λ)−Wl(λ)

λlW (λ)

∣∣∣ ≤ C1

|λ|αn
.

Так как αn > 1, существует обратное преобразование Лапласа

wl(t) :=

c+i∞∫

c−i∞

eλt
Wl(λ)

λlW (λ)
dλ, c > 0, l = 1, 2, . . . ,m− 1.

При l = 1 здесь принимаем во внимание, что λ−1 = 1̂. Скалярные функции wl по построению
имеют тип 0 и непрерывны при t ≥ 0, так как интегралы сходятся равномерно по t на любом
отрезке [0, T ]. Поэтому оператор-функции

Sl(t) =

t∫

0

wl(t− s)S(s) ds, l = 1, 2, . . . ,m− 1, (1.6)
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по построению имеют тип a0 и непрерывны при t ≥ 0, при этом п. (ii) определения 3 l-разре-
шающего семейства операторов также выполняется.

Производные

w
(k)
l (t) :=

c+i∞∫

c−i∞

eλt
Wl(λ)

λl−kW (λ)
dλ, c > 0, k = 1, 2, . . . , l − 1, l = 1, 2, . . . ,m− 1,

также непрерывны при t ≥ 0, поскольку

Wl(λ)

λl−kW (λ)
=

1

λl−k
−
W (λ)−Wl(λ)

λl−kW (λ)
,

∣∣∣W (λ)−Wl(λ)

λl−kW (λ)

∣∣∣ ≤ C1

|λ|αn−k
, (1.7)

при этом αn − k ≥ αn − (m− 2) > 1.

Из соотношений (1.7) также следует, что w
(k)
l (0) = 0, k = 0, 1, . . . , l − 2, w

(l−1)
l (0) = 1.

Поэтому при l = 1, 2, . . . ,m− 1, z ∈ DA

S
(k)
l (t)z =

t∫

0

w
(k)
l (t− s)S(s)z ds, k = 1, 2, . . . , l − 1,

S
(k)
l (t)z = S(k−l)(t)z +

t∫

0

w
(l−1)
l (s)S(k−l+1)(t− s)z ds, k = l, l + 1, . . . ,m− 1,

и функция Sl(t)zl удовлетворяет начальным условиям (1.5).

При ℜλ > a0

Ŝl(λ) = ŵl(λ)Ŝ(λ) =
Wl(λ)

λlW (λ)

W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1 =

Wl(λ)

λl+1
(W (λ)I −A)−1.

Поэтому при zl ∈ DA

Lap
[ n∑

k=1

ωkD
αkSl(t)zl

]
(λ) =

W (λ)Wl(λ)

λl+1
(W (λ)I −A)−1zl −

Wl(λ)

λl+1
zl

= A
Wl(λ)

λl+1
(W (λ)I −A)−1zl = AŜl(λ)zl = Ŝl(λ)Azl.

Действуя обратным преобразованием Лапласа, получаем, что Sl(t)zl — решение уравне-
ния (1.3). �

Если разрешающее семейство операторов уравнения аналитическое, то l-разрешающие се-
мейства операторов можно задать в явном виде.

Теорема 4. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0. Тогда при каждом l ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} l-разрешающее семейство операторов уравне-

ния (1.3) имеет вид

Zl(t) :=
1

2πi

∫

Γ

eλt
Wl(λ)

λl+1

(
W (λ)I −A

)−1
dλ, t > 0,

и является аналитическим семейством типа (θ0 − π/2, a0).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что при определении операторов Zl(t) используется
тот же контур Γ, что и при определении операторов Z0(t). Имеем при любых θ ∈ (π/2, θ0),
a > a0, λ ∈ Sθ,a

∥∥∥Wl(λ)

λl+1
(W (λ)I −A)−1

∥∥∥
L(Z)

≤
C

|λ|l

∥∥∥W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1

∥∥∥
L(Z)

≤
Cal sinl θK(θ, a)

|λ− a|
.

Поэтому по теореме 1 семейство {Zl(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0} — аналитическое и имеет тип (θ0 −

π/2, a0). При λ ∈ Sθ0,a0 Ẑl(λ) =
Wl(λ)

λl+1
(W (λ)I −A)−1 = Ŝl (λ), где операторы Sl(t) заданы ра-

венствами (1.6). В силу единственности преобразования Лапласа Zl(t) ≡ Sl(t), отсюда следует
требуемое. �

Теорема 5. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, z0, z1, . . . , zm−1 ∈ DA. Тогда существует единственное в Ẑ решение задачи

z(l)(0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.8)

для уравнения (1.3). При этом решение аналитично в секторе Σθ0−π/2 и имеет вид

z(t) =
m−1∑

l=0

Zl(t)zl.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предыдущей теоремы, заметим лишь, что единствен-
ность решения задачи Коши доказывается так же, как при доказательстве теоремы 2. �

З а м е ч а н и е 4. Для задачи (1.3), (1.8) на отрезке [0, T ] единственность решения можно
показать без дополнительного условия о пространстве Ẑ (см. замечание 2).

Теорема 6. Пусть существует разрешающее семейство операторов типа a0 ≥ 0 для

уравнения (1.3). Это семейство непрерывно в точке t = 0 в операторной норме L(Z) тогда

и только тогда, когда A ∈ L(Z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ℜλ > a получим с использованием определения 1 разреша-
ющего семейства операторов S(t), как это сделано при доказательстве теоремы 2,

∞∫

0

e−λt(S(t)− I) dt =

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
−
I

λ
.

Пусть функция η(t) := ‖S(t) − I‖L(Z) непрерывна на отрезке [0, 1] и η(0) = 0. При ε > 0
возьмем такое δ > 0, что η(t) ≤ ε при всех t ∈ [0, δ]. Тогда

∥∥∥
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
−
I

λ

∥∥∥
L(Z)

≤

δ∫

0

e−λtη(t) dt +

∞∫

δ

e−λtη(t) dt ≤
ε

λ
+ o

( 1

λ

)

при ℜλ→ +∞, так как η(t) ≤ Keat + 1 для t ≥ 0. Поэтому при достаточно больших ℜλ

∥∥∥
n∑

k=1

ωkλ
αk

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
− I

∥∥∥
L(Z)

< 1.

Следовательно, оператор W (λ)(W (λ)I −A)−1 непрерывно обратим, [W (λ)(W (λ)I −A)−1]−1 =
W (λ)−1(W (λ)I −A) ∈ L(Z). Таким образом, A ∈ L(Z).

Пусть A ∈ L(Z), R > max{̺, (c−1‖A‖L(Z))
1/αn}, где ̺ > 0 взято из формулировки леммы 1.

Возьмем контур ΓR = Γ1,R ∪ Γ2,R ∪ Γ3,R, где Γ1,R = {Reiϕ : ϕ ∈ (−π, π)}, Γ2,R = {reiπ : r ∈
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[R,∞)}, Γ3,R = {re−iπ : r ∈ [R,∞)}. Разрешающее семейство операторов {S(t) ∈ L(Z) : t ≥ 0}

зададим как обратное преобразование от
W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1, т. е. при t ≥ 0

S(t) =
1

2πi

∫

ΓR

eλt
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ = I +

1

2πi

∫

ΓR

∞∑

l=1

Aleλt

λW (λ)l
dλ.

Ряд сходится, так как при λ ∈ ΓR по выбору R |W (λ)|−1‖A‖L(Z) < 1 в силу леммы 1, при этом

∥∥∥ Al

λW (λ)l

∥∥∥
L(Z)

≤
‖A‖lL(Z)

c|λ|lαn+1
.

Для малых t > 0 возьмем R = 1/t и получим

‖S(t)− I‖L(Z) ≤
e

2πc

3∑

k=1

∞∑

l=1

∫

Γk,R

‖A‖lL(Z)

|λ|lαn+1
ds ≤ C1

∞∑

l=1

‖A‖lL(Z)

Rlαn

= C1

∞∑

l=1

tlαn‖A‖lL(Z) =
C1t

αn‖A‖L(Z)

1− tαn‖A‖L(Z)
→ 0 при t→ 0 + .

�

Теорема 7. Пусть ωn ∈ R, αn > 2, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π], a0 ≥ 0.
Тогда A ∈ L(Z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

lim
|λ|→∞

n−1∑

k=1

ωkλ
αk−αn = 0,

то для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что при всех |λ| > δ

αn arg λ− ε ≤ arg
( n∑

k=1

ωkλ
αk

)
= arg λαn + arg

( n−1∑

k=1

ωkλ
αk−αn + ωn

)
≤ αn arg λ+ ε. (1.9)

Так как θ0 > π/2, αn > 2, то существуют λ ∈ Sθ0,a0 , для которых | argW (λ)| > π. При этом

c|λ|αn ≤
∣∣∣
n∑

k=1

ωkλ
αk

∣∣∣ ≤ C |λ|αn . (1.10)

Левое неравенство доказано в лемме 1, правое очевидно. Далее без ограничения общности
можно считать, что C ≥ 1, δ > (C/2)

αn
αn−1 .

Для произвольного µ0 ∈ C, такого, что |µ0| > (Cδ)αn+1, возьмем λ0 = µ
1/αn

0 , тогда |λ0| > δ,
arg λ0 = arg µ0/αn ∈ (−π/2, π/2) ⊂ Sθ0,a0 . Граница области

Ωλ0 :=
{
λ ∈ C :

( |µ0| − 1

C

)1/αn

< |λ| <
( |µ0|+ 1

c

)1/αn

,
arg µ0 − 2ε

αn
< arg λ <

arg µ0 + 2ε

αn

}
,

целиком лежащей в Sθ0,a0 , функцией µ = W (λ) переводится в контур, для точек которого в
силу неравенств (1.9), (1.10) | arg µ − arg µ0| ≥ ε, | |µ| − |µ0| | ≥ 1. Поэтому µ0 лежит внутри
этого контура и является образом некоторой точки из Ωλ0 . Значит,

{µ ∈ C : |µ| > (Cδ)αn + 1} ⊂W [Sθ0,a0 ] ⊂ ρ(A).

Так как A ∈ AW (θ0, a0), для достаточно больших по модулю µ =W (λ)

‖µRµ(A)‖ ≤
K(θ, a)|λ|

|λ− a|
≤ C1,

поэтому из [21, лемма 5.2] следует ограниченность оператора A. �
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2. Неоднородное уравнение

Решением задачи Коши (1.8) для неоднородного уравнения

n∑

k=1

ωkD
αkz(t) = Az(t) + g(t), t ∈ (0, T ), (2.1)

где n ∈ N, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn, m − 1 < αn ≤ m ∈ N, ωk ∈ C \ {0}, k = 1, 2, . . . , n, T > 0,
g ∈ C([0, T ];Z), назовем такую функцию z ∈ Cm−1([0, T );Z) ∩ C((0, T );DA), что Dαkz ∈
C((0, T );Z), k = 1, 2, . . . , n, и выполняются равенства (1.8), (2.1).

Обозначим при t > 0

Z(t) :=
1

2πi

∫

Γ

eλt
( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
dλ.

Рассмотрим сначала случай повышенной гладкости функции g по пространственным перемен-
ным g ∈ C([0, T ];DA).

Лемма 2. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, g ∈ C([0, T ];DA). Тогда функция

zg(t) =

t∫

0

Z(t− s)g(s) ds (2.2)

является единственным решением задачи (1.8), (2.1) с zl = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так же, как это было сделано для Zl, нетрудно показать, что
Z(t) имеет аналитическое продолжение на Σθ0−π/2. В силу леммы 1 и того, что A ∈ AW (θ0, a0),
имеем

‖Z(l)(t)‖L(Z) ≤ C

∫

Γ

|λ|letℜλ ds

|W (λ)|
≤ C1

∫

Γ

etℜλ ds

|λ|αn−l
, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Следовательно, Z(l)(0) = 0 для l = 0, 1, . . . ,m− 2. При t ∈ (0, 1] получаем

∫

Γ0

etℜλ ds

|λ|αn−m+1
≤ 2π δm−1−αnea+δ ,

∫

Γ±

etℜλ

|λ|αn−m+1
ds ≤

∞∫

δ

ert cos θ dr

rαn−m+1
≤ (−t cos θ)αn−m Γ(m− αn),

поэтому ‖Z(m−1)(t)‖L(Z) = O(tαn−m) при t→ 0+. Таким образом,

z(k)g (t) =

t∫

0

Z(k)(t− s)g(s) ds,

‖z
(m−1)
g (t)‖Z ≤ C tαn−m+1 → 0 при t → 0+ и условия Коши (1.8) с zk = 0, k = 0, 1, . . . ,m − 1,

выполняются.
Положим g(t) = 0 при t ≥ T , тогда zg = Z ∗ g, ẑg = Ẑĝ. Нетрудно показать, что Ẑ(λ) =

(W (λ)I −A)−1, так как A ∈ AW (θ0, a0), и при λ ∈ Sθ,a \ {ν ∈ C : |ν| < ̺}

∥∥∥ 1

µ− λ

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1∥∥∥ ≤
C

|λ|αn+1
.



Линейные уравнения с дискретно распределенной дробной производной 275

Следовательно,

Lap
[ n∑

k=1

ωkD
αkzg

]
(µ) =

n∑

k=1

ωkµ
αk

( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
ĝ(µ)

= ĝ(µ) +A
( n∑

k=1

ωkµ
αkI −A

)−1
ĝ(µ).

Подействовав обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равенства, получим

n∑

k=1

ωkD
αkz(t) = g(t) +A(Z ∗ g)(t) = g(t) +Azg(t),

так как g ∈ C([0, T ];DA), и в силу замкнутости оператора A имеем A(Z ∗ g)(t) = Z ∗ Ag(t).

Доказательство единственности стандартно. �

Рассмотрим теперь случай повышенной гладкости функции g по временно́й переменной.
Через Cγ([0, T ];Z) при γ ∈ (0, 1] обозначим класс гельдеровых функций, т. е. таких функций
f : [0, T ] → Z, что при всех t, s ∈ [0, T ] ‖f(t)− f(s)‖Z ≤ C|t− s|γ с некоторым C > 0.

Лемма 3. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, g ∈ Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1]. Тогда функция (2.2) является единственным решением

задачи (1.8), (2.1) с zl = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем imZ(t) ⊂ DA при t > 0. Действительно,

AZ(t) =
1

2πi

∫

Γ

A
( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
eλt dλ

=
1

2πi

∫

Γ

n∑

k=1

ωkλ
αk

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
eλt dλ = Z

(1)
0 (t).

Поскольку
∫

Γ±

|λ|etℜλ

|λ− a|
ds ≤

∞∫

δ

|reiθ + a|ert cos θ dr

r
≤

C1

−t cos θ
,

то ‖AZ(t)‖L(Z) = O(t−1) при t→ 0+, ‖AZ(t− s)(g(s)− g(t))‖Z ≤ C2|t− s|γ−1. Следовательно,
интеграл

t∫

0

AZ(t− s)g(s) ds =

t∫

0

AZ(t− s)(g(s) − g(t)) ds +

t∫

0

Z
(1)
0 (t− s)g(t) ds

=

t∫

0

AZ(t− s)(g(s)− g(t)) ds − (Z0(t)− I)g(t) ds

сходится, поэтому zg(t) ∈ DA, zg ∈ C((0, T );DA). Остальная часть доказательства не отлича-
ется от соответствующей части доказательства леммы 2. �

Теорема 5 и леммы 2, 3 сразу влекут следующий результат.
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Теорема 8. Пусть m − 1 < αn ≤ m ∈ N, A ∈ AW (θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, g ∈ C([0, T ];DA) ∪ C

γ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1], zl ∈ DA, l = 0, 1, . . . ,m− 1. Тогда функция

z(t) =
m−1∑

l=0

Zl(t)zl +

t∫

0

Z(t− s)g(s) ds

является единственным решением задачи (1.8), (2.1).

З а м е ч а н и е 5. Заметим, что

Z0(t) =

n∑

k=1

ωkD
αk−1Z(t).

Действительно, из полученных при доказательстве леммы 2 равенств Ẑ(λ) = (W (λ)I − A)−1,
Z(l)(0) = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 2, следует, что

Lap
[ n∑

k=1

ωkD
αk−1Z(t)

]
(λ) =

n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
= Ẑ0(λ),

так как αk − 1 ≤ m− 1, k = 0, 1, . . . , n.

3. Приложение к начально-краевым задачам

Пусть заданы полиномы Pn(λ) =
n∑
j=0

cjλ
j 6≡ 0, Qn(λ) =

n∑
j=0

djλ
j , cj , dj ∈ R, j = 0, 1, . . . , n,

dn 6= 0, Ω ⊂ R
d — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω,

(Λu)(s) =
∑

|q|≤2p

aq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂sq22 . . . ∂sqdd
, aq ∈ C∞(Ω),

(Blu)(s) =
∑

|q|≤pl

blq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂sq22 . . . ∂sqdd
, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , p,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ N
d
0, |q| = q1 + · · · + qd, операторный пучок Λ, B1, B2, . . . , Bp регулярно

эллиптичен (см. [22]). Пусть оператор Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения

DΛ1
= H2p

{Bl}
(Ω) := {v ∈ H2p(Ω): Blv(s) = 0, l = 1, 2, . . . , p, s ∈ ∂Ω}

действует согласно равенству Λ1u = Λu. Предположим, что Λ1 — самосопряженный опера-
тор, тогда спектр σ(Λ1) оператора Λ1 действительный и дискретный (см. [22]). Пусть, кроме
того, спектр σ(Λ1) ограничен справа и не содержит нуля, {ϕk : k ∈ N} — ортонормирован-
ная в L2(Ω) система собственных функций оператора Λ1, занумерованных по невозрастанию
соответствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Рассмотрим начально-краевую задачу

u(s, 0) = u0(s),
∂u

∂t
(s, 0) = u1(s), s ∈ Ω, (3.1)

BlΛ
ku(s, t) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , p, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), (3.2)

n∑

k=1

ωkD
αk
t Pn(Λ)u(s, t) = Qn(Λ)u(s, t) + f(s, t), (s, t) ∈ Ω× (0, T ), (3.3)
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где Dα
t — дробная производная Герасимова — Капуто по переменной t, n ∈ N, 0 ≤ α1 <

α2 < · · · < αn, 1 < αn < 2, ωk ∈ R \ {0}, k = 1, 2, . . . , n, f : Ω × (0, T ) → R. Обозначим
n0 := max{j ∈ {0, 1, . . . , n} : cj 6= 0}, L = Pn(Λ), M = Qn(Λ),

X =
{
v ∈ H2rn0(Ω): BlΛ

kv(s) = 0, k = 0, 1, . . . , n0 − 1, l = 1, 2, . . . , p, s ∈ ∂Ω
}
, Y = L2(Ω),

DM =
{
v ∈ H2rn(Ω): BlΛ

kv(s) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , p, s ∈ ∂Ω
}
.

Тогда L ∈ L(X ;Y), M ∈ Cl(X ;Y) (более того, M ∈ L(X ;Y), если n0 = n, т. е. cn 6= 0).
Пусть Pn(λk) 6= 0 для всех k ∈ N, тогда существует обратный оператор L−1 ∈ L(Y;X ), и
задача (3.1)–(3.3) представима как задача Коши z(0) = z0, z

(1)(0) = z1 для уравнения (1.3),
где Z = X , A = L−1M ∈ Cl(Z), DA = DM , z0 = u0(·), z1 = u1(·).

Лемма 4. Пусть (−1)n−n0dn/cn0
< 0, если n0 < n; αn ∈ (1, 2), спектр σ(Λ1) не содержит

точки ноль и корней многочлена Pn(λ). Тогда в обозначениях данного раздела A ∈ AW (θ0, a0)
при некоторых θ0 ∈ (π/2, π], a0 ≥ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим µl := Qn(λl)/Pn(λl), тогда lim
l→∞

µl = dn/cn в случае

n0 = n, а при n0 < n lim
l→∞

µl = −∞ в силу условия (−1)n−n0dn/cn0
< 0. Поэтому в любом

случае существует max
l∈N

µl := µ0. Выберем в (1.9) ε ∈ (0, π(2 − αn)/2) и для него возьмем

ǫ ∈
(
0,

π

2
(2− αn)− ε

αn

)
, θ0 =

π

2
+ ǫ, a0 = max

{ δ

sin θ0
,

̺

sin θ0
,
(2c−1µ0)

1/αn

sin θ0

}
,

где δ = δ(ε) выбрано таким, чтобы выполнялось неравенство (1.9), константы c и ̺ взяты из
формулировки леммы 1. В таком случае для λ ∈ Sθ0,a0 выполняется |λ| > δ, |λ| > ̺, поэтому

∣∣∣ arg
n∑

k=1

ωkλ
αk

∣∣∣ ≤ αnθ0 + ε < π,
∣∣∣
n∑

k=1

ωkλ
αk

∣∣∣ ≥ c|λ|αn ≥ 2µ0

в силу леммы 1. Поэтому для v ∈ X , ℜλ > 0

∥∥∥
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

( n∑

k=1

ωkλ
αkI −A

)−1
v
∥∥∥
2

X
=

∣∣∣
n∑

k=1

ωkλ
αk−1

∣∣∣
2

∞∑

l=1

(1 + λ2n0

l ) |〈v, ϕl〉|
2

∣∣∣
n∑
k=1

ωkλαk −
Qn(λl)

Pn(λl)

∣∣∣
2

=

∞∑

l=1

(1 + λ2n0

l ) |〈v, ϕl〉|
2

|λ|2
∣∣∣ 1−W (λ)−1

Qn(λl)

Pn(λl)

∣∣∣
2
≤

K(a)2
∞∑
l=1

(1 + λ2n0

l ) |〈v, ϕl〉|
2

|λ− a|2
≤
K(a)2 ‖v‖2X
|λ− a|2

для любого a ≥ a0. Здесь использован тот факт, что по построению при тех l, для которых
µl ≤ 0, выполняется |1−W (λ)−1µl| ≥ sin(αnθ0+ε) > 0, а если µl > 0, то |1−W (λ)−1µl| ≥ 1/2. �

С помощью этой леммы и теоремы 8 получим теорему об однозначной разрешимости за-
дачи (3.1)–(3.3).

Теорема 9. Пусть (−1)n−n0dn/cn0
< 0, если n0 < n; αn ∈ (1, 2), спектр σ(Λ1) не содер-

жит точки ноль и корней многочлена Pn(λ), u0, u1 ∈ DM , f ∈ C([0, T ];DM ) ∪ Cγ([0, T ];X ),
γ ∈ (0, 1]. Тогда существует единственное решение задачи (3.1)–(3.3).
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П р и м е р. Возьмем P1(λ) ≡ 1, Q1(λ) = λ, Au = ∆u, p = 1, B1 = I. Тогда (3.1)–(3.3)
является начально-краевой задачей для некоторой модификации уравнения ультрамедленной
диффузии (см. [7]):

n∑

k=1

ωkD
αk
t u(s, t) = ∆u(s, t), (s, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(s, t) = 0, (s, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(s, 0) = u0(s),
∂u

∂t
(s, 0) = u1(s), s ∈ Ω.

Начально-краевая задача для такого уравнения с дискретно распределенной дробной произ-
водной Джрбашяна — Нерсесяна исследована в работе [13].
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14. Kostić M. Degenerate multi-term fractional differential equations in locally convex spaces //
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