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Д. Б.Базарханов

В предлагаемой работе формулируется и обсуждается задача оптимального восстановления значений
псевдодифференциальных операторов Ta на m-мерном торе Tm с символами a из классов Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l], на

распределениях f из классов Bs m

p q(T
m) типа Никольского — Бесова и Ls m

p q(T
m) типа Лизоркина —Трибеля

по конечной спектральной информации о символе оператора и о распределении (конечные наборы коэф-
фициентов Фурье символа оператора и распределения). Доказывается, что оптимальным (или, по крайней
мере, линейным оптимальным) по порядку методом восстановления в этой задаче для ряда соотношений
между параметрами класса символов, класса распределений и объемлющего пространства является метод
ΥΛ(γ,N), построенный и изученный в части I данной работы автора (2018); при этом величина (линейно-
го) оптимального восстановления имеет точный порядок соответствующего поперечника Фурье классов
Bs−τ m

p q (Tm) и Ls−τ m

p q (Tm) соответственно (теорема 1). Попутно утверждение теоремы 1 части I доказыва-

ется при "естественных" условиях на дифференциальные параметры τ классов символов Ψ̃τm
ǫ θ

[υ;k, l] и
s пространств Bs m

p q(T
m) типа Никольского —Бесова и Ls m

p q(T
m) типа Лизоркина —Трибеля; кроме того,

устанавливается, что оценки сверху из теоремы 1 на самом деле являются точными в смысле порядка
(см. теорему 3).
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восстановление класса операторов, оценки погрешности оптимального восстановления, поперечник Фурье.

D. B.Bazarkhanov. Linear recovery of pseudodifferential operators on classes of smooth func-

tions on an m-dimensional torus. II.

We formulate and discuss a problem of optimal recovery of values Taf of pseudodifferential operators Ta on an
m-dimensional torus Tm with symbols a from the classes Ψ̃τm

ǫ θ
[υ;k, l] on distributions f from the classes Bs m

p q(T
m)

of Nikol’skii–Besov type and Ls m
p q(T

m) of Lizorkin–Triebel type from finite spectral information about the symbol
of the operator and the distribution (finite sets of Fourier coefficients of the symbol and the distribution). We
show that the recovery method ΥΛ(γ,N) constructed and studied in 2018 in the first part of this research is
order-optimal (or at least linear order-optimal) in this problem for a number of relations between the parameters
of the symbol class, the class of distributions, and the ambient space. Furthermore, the (linear) optimal recovery
error has exact order of the corresponding Fourier widths of the classes Bs−τ m

p q (Tm) and Ls−τ m

p q (Tm), respectively
(Theorem 1). Simultaneously, the claim of Theorem 1 from part I of this research is proved under “natural”

conditions on the differential parameters τ of the symbol classes Ψ̃τm
ǫ θ

[υ;k, l] and s of the spaces Bs m

p q(T
m) of

Nikol’skii–Besov type and Ls m
p q(T

m) of Lizorkin–Triebel type. It is also established that the upper estimates in
Theorem 1 are order-exact (see Theorem 3).
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1. Задача оптимального восстановления класса операторов

Теория оптимального восстановления изучает методы приближенного восстановления (зна-
чений) различных операторов (на классах элементов), построенные на основе некоторой (во-
обще говоря, неполной) информации о самих операторах и/или об элементах, на которые они

1Работа выполнена при поддержке гранта AP05133257 МОН РК.
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действуют, оптимальные в том или ином смысле. Различным конкретным задачам, конкрет-
ным методам восстановления, общим вопросам оптимального восстановления посвящено много
работ (см., например, работы [1–6] и библиографию в них).

Здесь мы обсудим известную задачу оптимального восстановления (индивидуального) опе-
ратора по семейству операторов информации об элементах, на которые он действует, и сформу-
лируем вариант задачи оптимального восстановления класса операторов по двум семействам
операторов информации (одно — об операторах, значения которых предполагается восстанав-
ливать, другое — об элементах), который будет исследован здесь для класса псевдодифферен-
циальных операторов, рассмотренного в части I (Базарханов Д.Б. Линейное восстановление
псевдодифференциальных операторов на классах гладких функций на m-мерном торе. I //
Тр. Ин–та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, №4. С. 57–79) данной работы. Кро-
ме того, разберем элементарный пример задачи первого типа, который демонстрирует, что
и в этом случае было бы вполне естественно рассматривать/привлечь операторы (неполной)
информации об операторе, который требуется восстановить.

Предположим, что заданы множество F, линейное нормированное пространство Y с нормой
‖ · |Y ‖ и оператор T , отображающий F в Y . Пусть еще имеется оператор информации I ,
действующий из F в линейное пространство ZI (I : F → ZI : f 7→ I(f)).

Задачу оптимального восстановления оператора T на множестве F по информации I об
элементах f из F сформулируем в следующем (достаточном для наших целей) виде (подробнее
см., например, [1–4;6].

Будем считать, что информация неполна, т. е. что оператор I не является инъективным
отображением. Произвольное отображение Υ : I(F) → Y называется методом восстановления,
а величина

R(T,F;I,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(I(f)) |Y ‖ | f ∈ F }

— погрешностью метода Υ на множестве F. Требуется вычислить (или, по крайней мере,
оценить) погрешность

S(T,F;I;Y ) := inf{R(T,F;I,Υ;Y ) | Υ } (1.1)

оптимального восстановления (значений) оператора T (в пространстве Y ) на множестве F по
информации I , а также построить метод восстановления Υo, называемый оптимальным (если
таковой существует), на котором достигается нижняя грань в (1.1), или, по крайней мере,
метод Υa, погрешность которого “близка” к (1.1) в том или ином смысле.

Хорошо известно, что погрешность (1.1) оптимального восстановления выражается в тер-
минах чебышевских радиусов множеств T (I−1(z)), где I−1(z) = {f ∈ F : I(f) = z} — прооб-
разы элементов z ∈ I(F).

Напомним, что чебышевским радиусом множества G ⊂ Y называется число

r(G) = inf{sup{‖w − y |Y ‖ | y ∈ G} | w ∈ Y },

при этом элемент c(G) ∈ Y , для которого sup{‖c(G) − y |Y ‖ | y ∈ G} = r(G) (если таковой
существует), называется чебышевским центром множества G.

Имеет место равенство (см., например, [4, теорема 1.1] или [6, следствие 1, с. 23])

S(T,F;I;Y ) = sup{ r(T (I−1(z))) | z ∈ I(F) }.

Кроме того, если для каждого z ∈ I(F) множество T (I−1(z)) имеет чебышевский центр, то
отображение

Υo : I(F) → Y : z 7→ c(T (I−1(z)))

— оптимальный (вообще говоря, нелинейный) метод восстановления оператора T на множе-
стве F по информации I (метод восстановления Υo еще называют центральным алгоритмом,
см., например, [3, гл. 1]).
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Множество G ⊂ Y называется центрально-симметричным, если найдется такая точ-
ка y0 ∈ Y , называемая центром симметрии (⇒ G — y0-симметрично), что ∀y ∈ G имеем
2y0 − y ∈ G.

Теперь дополнительно предположим, что T — линейный оператор, действующий из ли-
нейного пространства X, объемлющего множество F, в Y и для любого z ∈ I(F) множе-
ство I−1(z) центрально-симметрично (с центром симметрии x(z) ∈ X). Тогда, очевидно, мно-
жество T (I−1(z)) будет T (x(z))-симметричным в Y . Поскольку центр симметрии центрально-
симметричного множества в линейном нормированном пространстве является чебышевским
центром этого множества (см., например, [6, лемма 3, с. 19]), то отсюда вытекает, что опти-
мальный метод восстановления оператора T существует и является центральным алгоритмом,

Υo : I(F) → Y : z 7→ T (x(z)). (1.2)

В случае, когда вместо одного задано целое семейство операторов информации I = {I},
естественно рассмотреть следующую задачу оптимального восстановления: найти (или оце-
нить) величину

S(T,F;I;Y ) := inf{S(T,F;I;Y ) | I ∈ I }, (1.3)

а также оператор информации Io ∈ I и метод восстановления Υo : Io(F) → Y (если таковые
существуют), для которых R(T,F;Io,Υo;Y ) = S(T,F;I;Y ), или хотя бы оператор информа-
ции Ia ∈ I и метод восстановления Υa : Ia(F) → Y , для которых величина R(T,F;Ia,Υa;Y )
близка к S(T,F;I;Y ) в том или ином смысле. Подробнее об этих и других задачах оптималь-
ного восстановления см., например, [1; 2; 3, гл.1; 6, гл.1].

Переходим к постановке задачи восстановления “класса” операторов на некотором множе-
стве по семействам операторов информации как об операторах, так и об элементах, на которые
они действуют.

Пусть H — некоторая совокупность (класс) операторов T , действующих из множества F в
пространство Y , и, как и выше, I = {I} — семейство операторов информации об элементах
из F, а J = {J } — семейство операторов информации об операторах из H, т. е. операторов J ,
действующих из H в линейные пространства ZJ (J : H → ZJ : T 7→ J (T )).

Произвольное отображение Υ : I(F) × J (H) → Y называется методом восстановления, а
величина

R(H,F;I,J ,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(I(f),J (T )) |Y ‖ | f ∈ F, T ∈ H } (1.4)

— погрешностью метода Υ восстановления класса H на множестве F.
Задача оптимального восстановления (значений) операторов T из класса H на (элементах f

из F) по семействам (неполной) информации I об f и J о T состоит в следующем: найти (или
оценить) величину

S(H,F;I,J;Y ) := inf{R(H,F;I,J ,Υ;Y ) | Υ,I ∈ I,J ∈ J }, (1.5)

а также операторы информации Io ∈ I, J o ∈ J и метод восстановления Υo : Io(F)×J o(H) →
Y (если таковые существуют), для которых R(H,F;Io,J o,Υo;Y ) = S(H,F;I,I;Y ), или хотя
бы операторы информации Ia ∈ I, J a ∈ J и метод восстановления Υa : Ia(F) × J a(H) → Y ,
для которых величина R(H,F;Ia,J a,Υa;Y ) близка к S(H,F;I,J;Y ) в том или ином смысле.

Метод восстановления Υ′ : I(F)×J (H) → Y будем называть линейным, если отображение
Υ′(I(f),J (T )) линейно по I(f) при фиксированном J (T ).

Задача линейного оптимального восстановления класса операторов H на множестве F по
семействам информации I и J формулируется аналогично: найти (или оценить) величину

S′(H,F;I,J;Y ) := inf{R(H,F;I,J ,Υ′;Y ) | Υ′,I ∈ I,J ∈ J }, (1.6)

а также операторы информации Io ∈ I, J o ∈ J и линейный метод восстановления Υ′o : Io(F)×
J o(H) → Y (если таковые существуют), для которых R(H,F;Io,J o,Υ′o;Y ) = S′(H,F;I,I;Y ),
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или хотя бы операторы информации Ia ∈ I, J a ∈ J и линейный метод восстановления Υ′a :
Ia(F) × J a(H) → Y , для которых величина R(H,F;Ia,J a,Υ′a;Y ) близка к S′(H,F;I,J;Y ) в
том или ином смысле.

Рассмотрим следующий простой

П р и м е р. Пусть F = W s
2 (T) (s ∈ N) — класс Соболева функций f : T → C, име-

ющих абсолютно непрерывную (s − 1)-производную и таких, что ‖f |W s
2 (T)‖

2 := |f̂(0)|2 +
‖f (s) |L2(T)‖

2 ≤ 1; Y = Lr(T) : (1 ≤ r ≤ ∞); оператор информации I = IΞ W
s
2 (T) → C

#Ξ : f 7→

(f̂(ξ) : ξ ∈ Ξ), где f̂(ξ) — тригонометрические коэффициенты Фурье функции f и ∅ 6= Ξ ⊂ Z

конечно. Тогда легко проверить, что для любого вектора aΞ = (aξ : ξ ∈ Ξ) ∈ I(W s
2 (T))

тригонометрический полином t(x) =
∑

ξ∈Ξ aξe
2πiξx принадлежит W s

2 (T) и является центром

симметрии множества I−1(aΞ). Поэтому и в силу (1.2) для любого линейного (необязательно
ограниченного) оператора T : Lp(T) → Lr(T) (1 ≤ p ≤ ∞) (линейный) центральный алгоритм

Υo : W s
2 (T) → Lr(T) : f 7→

∑

ξ∈Ξ

f̂(ξ)T (e2πiξx)

является оптимальным методом восстановления оператора T в задаче (1.1).

Если T — оператор T g свертки с “хорошим” распределением g ∈ S ′(T), то оптимальным
методом является

Υo(I(f), x) =
∑

ξ∈Ξ

f̂(ξ)ĝ(ξ)e2πiξx,

и он “использует” столько же информации J (T ) = (ĝ(ξ) : ξ ∈ Ξ) об операторе T , сколько и о
функции f .

Если же T — дифференциальный оператор Th = h(x)
dk

dxk
с достаточно гладким коэффи-

циентом h : T → C, который не является тригонометрическим полиномом (т. е. множество
Z(h) := {ξ ∈ Z | ĥ(ξ) 6= 0} счетно), то оптимальный метод принимает вид

Υo(I(f), x) =
∑

ξ∈Ξ

∑

ζ∈Z

f̂(ξ)ĥ(ζ)e2πi(ξ+ζ)x

и “использует” уже бесконечную “информацию” об операторе T (именно, весь бесконечный
набор (ĥ(ξ) : ξ ∈ Z(h)) коэффициентов Фурье функции h).

Так как операторы являются объектами заведомо не менее “сложными”, чем элементы
(функции), на которые они действуют, а потому и информация о них в задачах, интересных
для приложений, не обязана быть полной (во всяком случае, “намного более полной”, чем
информация о функциях), то ввиду примера оператора Th представляется вполне разумным
рассматривать и исследовать постановки задач оптимального восстановления (классов) опе-
раторов, в которых информация об операторах также является неполной.

В следующих разделах изучается задача (1.5) для одного класса тороидальных псевдо-
дифференциальных операторов и классов распределений типа Никольского— Бесова и Ли-
зоркина— Трибеля и семейств операторов спектральной информации о символах ПДО и о
распределениях. При этом используются обозначения, введенные в части I данной работы,
в частности, Nn

0 , zn, |m| — ℓ1-норма вектора m и др.

2. Оптимальное восстановление классов ПДО

Пусть заданы числа m,n ∈ N , n ≤ m, и вектор m = (m1, . . . ,mn) ∈ N
n с |m| = m. Далее,

пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1 < r <∞, s = (s1, . . . , sn) ∈ R
n.
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Рассмотрим в качестве Y пространство Lr = Lr(T
m) , в качестве F — классы распределе-

ний Bs m
p q(T

m) типа Никольского— Бесова и Ls m
p q(T

m) типа Лизоркина— Трибеля (p < ∞) (см.
определение 2 из части I)2.

Основной объект исследования здесь (как и в первой части работы) — псевдодифферен-
циальные операторы на m-мерном торе ((тороидальные) ПДО) вида

Ta : f 7→ Taf(x) =
∑

ξ∈Zm

a(x, ξ)f̂(ξ)e2πiξx (2.1)

с символами a : Tm×Z
m → C из классов Ψ̃τm

ǫϑ[υ;k, l] ≡ Ψτm
ǫϑ[υ;k, l](T

m×Z
m). Здесь 1 ≤ θ ≤ ∞,

τ = (τ1, . . . , τn), 0 = (0, . . . , 0), 1= (1, . . . , 1) ∈ R
n, υ = (υ1, . . . , υn) ∈ R

n
+, ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn) ∈ [0, 1]n,

k = (k1, . . . ,kn), l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n
0 .

Более точно, мы рассматриваем задачу (1.5) для класса операторов

Hτm
ǫϑ [υ;k, l] = {Ta | a ∈ Ψ̃τm

ǫϑ[υ;k, l] : ‖a | S̃
τm
1,0[k, l]‖+ ‖a | Ψ̃τm

ǫ θ[υ;k, l]‖ ≤ 1}

(определения пространств тороидальных символов S̃τm
1,0[k, l] и Ψ̃τm

ǫ θ[υ;k, l] и их норм даны в
определениях 1 и 3 части I).

Через D обозначим набор функционалов {dξ | ξ ∈ Z
m}, где dξ(f) = f̂(ξ) — коэффициенты

Фурье распределения f ∈ S ′(Tm), через G — набор функционалов {gξ,ζ | (ξ, ζ) ∈ Z
m × Z

m},
где gξ,ζ(a) = â(ζ, ξ) — коэффициенты Фурье символа a( · , ξ).

Тогда для фиксированного N ∈ N через IN обозначим семейство операторов информации
{IΛ | Λ ⊂ Z

m : #Λ = N}, где IΛ = (dξ : ξ ∈ Λ), а через J — семейство операторов информации
{JM | M ⊂ Z

m × Z
m : #M <∞}, где JM = (gξ,ζ : (ξ, ζ) ∈ M).

Наконец, по параметрам p, r и векторам s, τ определим числа

σν =
sν − τν
mν

, ν ∈ zn, σ := min{σν : ν ∈ zn}, ω = #{ν ∈ zn : σν = σ},

ς = σ −
(1
p
−

1

r

)
+
. Здесь u+ = max{u, 0} для u ∈ R.

Будем использовать знаки ≪ и ≍ порядкового неравенства и равенства: для функций
F : R+ → R+ и H : R+ → R+ пишем F (u) ≪ H(u) при u→ ∞, если найдется такая константа
C = C(F,H) > 0, что верно неравенство F (u) ≤ CH(u) для u ≥ u0 > 0; F (u) ≍ H(u), если
одновременно F (u) ≪ H(u) и H(u) ≪ F (u). Часто вместо слов “порядковое равенство” будем
говорить “порядковая оценка”, подразумевая порядковую двустороннюю оценку.

Следующая теорема — главный результат работы (наряду с теоремой 3, см. разд. 4 ниже),
в ней при естественных соотношениях между параметрами задачи дается точный порядок
(по N) величины (1.5) в нашей задаче оптимального восстанвления класса ПДО Hτm

ǫϑ [υ;k, l] по
семействам операторов информации IN и J на классах типа Никольского— Бесова и Лизор-
кина— Трибеля в пространстве Lr.

Теорема 1. Предположим, что 1 ≤ p , q , θ ≤ ∞, 1 < r < ∞, s, τ ∈ R
n, υ ∈ R

n
+, ǫ ∈ [0, 1]n

такие, что ς > 0, и для любого ν ∈ zn выполнено одно из следующих трех условий:

(i) sν − τν < υν ;
(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1 и θ ≤ q;

(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1.
Положим

kf =
(
f

⌊m1

2

⌋
+ f + 4, . . . , f

⌊mn

2

⌋
+ f + 4

)
, f ∈ {b = 3, l = 5}, l =

(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
.

2Всюду ниже при рассмотрении классов типа Лизоркина — Трибеля будем считать, не оговаривая
этого специально, что p <∞.
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Тогда для (F, f ) ∈ {(B, b ), (L, l )} верна следующая оценка сверху :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≪ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞. (2.2)

Далее,

a) если, кроме того, 2 ≤ p, q ≤ ∞, r ≤ p, то верна соответствующая оценка снизу

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.3)

b) если, кроме того, 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞, r ≤ p, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.4)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.5)

c) если, кроме того, 1 < p < r ≤ 2, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.6)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.7)

d) если, кроме того, 2 ≤ p < r <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr)(log
ω−1N)(1/2−1/q), N → ∞, (2.8)

а также точная порядковая оценка для линейного оптимального восстановления

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞; (2.9)

e) если, кроме того, 1 ≤ r ≤ p < 2, 1 ≤ q ≤ ∞, то верна следующая оценка снизу :

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫

( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q), N → ∞ . (2.10)

Здесь ϕN (F, Lr) — N -й поперечник Фурье множества F в пространстве Lr.

З а м е ч а н и е 1. Напомним, что N -й поперечник Фурье множества F(⊂ Lr) в простран-
стве Lr определяется по формуле

ϕN (F, Lr) = inf
{
sup

{∥∥∥f −
N∑

k=1

〈f, gk〉gk
∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ f ∈ F

} ∣∣ (gk )Nk=1

}
,

где нижняя грань берется по всевозможным ортонормированным системам из N функций

(gk )Nk=1 ⊂ L∞, 〈f, h〉 =

∫

Tm

f(x)h̄(x)dx.

Поперечники Фурье были введены В.Н.Темляковым в 1982 г. Весьма обстоятельный об-
зор результатов по поперечникам Фурье различных функциональных классов можно найти
в недавней монографии [7, Ch. 4]. Точные по порядку оценки поперечников Фурье функцио-
нальных классов типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля, рассматриваемых здесь,
во всей их полноте были установлены автором в 2010 г. (см. [8], где доказаны оценки сверху,
и работу [9], где получены соответствующие оценки снизу); в [9] также имеются достаточно
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подробная история вопроса и библиография. В частности, в условиях теоремы 1 справедливы
оценки (с (F, f(p, q, r)) ∈ {(B, b(p, q, r)), (L, l(p, q, r))})

ϕN

(
Fs−τ m
p q , Lr

)
≍

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r),

где

b(p, q, r) =
( 1

p∗
−

1

q

)
+
, l(p, q, r) =

(1
2
−

1

q

)
+

при r ≤ p и

b(p, q, r) =
(1
r
−

1

q

)
+
, l(p, q, r) = 0

при p < r; здесь p∗ = min{p, 2}.

3. Тригонометрические полиномы. Оператор лифтинга

Пусть Λ — произвольное конечное множество из Z
m и

T(Λ) =
{

t(x) =
∑

ξ∈Λ

t̂ (ξ)e2πi ξx
∣∣ t̂ (ξ) ∈ C, ξ ∈ Λ

}

— пространство тригонометрических полиномов со спектром Λ.
Для распределения f ∈ S ′(Tm) пусть, как и раньше,

f(x) =
∑

ξ∈Zm

f̂(ξ)e2πiξx, SΛ(f, x) =
∑

ξ∈Λ

f̂(ξ)e2πiξx (∈ T(Λ)) (3.1)

— ее ряд Фурье и сумма Фурье, соответствующая спектру Λ.
Положим

ρ+(m, κ) =
{
ξ ∈ N

m : 2κν−1 ≤ ξk ≤ 2κν , k = kν−1 + 1, . . . , kν , ν ∈ zn
}

(напомним, что здесь k0 = 0, kν = m1 + · · ·+mν , ν ∈ zn) и для четного u ∈ N

ϑ[u] ≡ ϑ[u; a] ≡ {κ ∈ N
n |u ≤ κm ≤ u+ 2a, κν − четные, ν ∈ zn}, Λ+(u) ≡ ∪κ∈ϑ[u]ρ+(m, κ).

В [9] получены оценки
#ϑ[u] ≍ un−1, #Λ+(u) ≍ 2uun−1. (3.2)

Следующая теорема, которую мы применим при получении оценок снизу в теореме 1,
является частным случаем теоремы Т1, доказанной в [9] и обобщающей известный результат
В.Н.Темлякова [10].

Теорема 2. Для любого множества Λ ⊂ Z
m такого, что #Λ ≤

1

2
#Λ+(u), существует

полином tΛ,u ∈ T(Λ+(u) \ Λ) такой, что для всех κ ∈ ϑ[u]

∥∥∥
∑

ξ∈ρ+(m,κ)

t̂Λ,u (ξ) e
2πiξx

∣∣ L∞

∥∥∥ ≤ (#ϑ[u])−1/2 и ‖ tΛ,u | L2 ‖ ≥ c(m) > 0.

В дальнейшем нам также понадобятся оценки нормы полинома из теоремы 2 в простран-
ствах типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля :

‖ tΛ,u | F
s−τ m
p q ‖ ≪ 2σuu(ω−1)(1/q−1/2) . (3.3)

Оценка (3.3) для пространств типа Никольского— Бесова (случай F = B) получена в [9]; для
пространств типа Лизоркина— Трибеля (случай F = L) оценка устанавливается аналогично.
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Теперь рассмотрим символ (не зависящий от пространственной переменной x)

a(τ)(ξ) :=
∏

ν∈zn

〈ξν〉τν (ξ ∈ Z
m),

который принадлежит классу Ψτm
ǫϑ[υ;kf, l]: во-первых, a(τ)(ξ) ∈ S̃τm

1,0[k, l] (см., например, [11,

Remark 2.1.4, p. 261]); во-вторых, нетрудно показать, что любой символ b(ξ) ∈ S̃τm
1,0[k, l], кото-

рый не зависит от x, принадлежит классу Ψτm
ǫϑ[υ;k, l]. Поэтому оператор Ta(τ) принадлежит

классу Hτm
εϑ[υ;kf, l].

С другой стороны, хорошо известно, что оператор I
(τ)(≡ Ta(τ)) (называемый оператором

лифтинга) играет важную роль в теории функциональных пространств, в частности, осуществ-
ляет изоморфизм между пространствами F s m

p q and F s−τ m
p q , другими словами, отображение

I
(τ) : F s m

p q → F s−τ m
p q : f 7→ g := I

(τ)(f)

биективно и, кроме того, ‖f |F s m
p q ‖ ≍ ‖g |F s−τ m

p q ‖ (см., например, [12, гл. 8, п. 8.8; 13, гл. 2,
п. 2.3.8; 14, Ch.2, Sect.2.2.6]).

Ясно, что

ĝ(ξ) =
∏

〈ξν〉τν f̂(ξ), ξ ∈ Z
m,

и поэтому ĝ(ξ) = 0 ⇔ f̂(ξ) = 0. Следовательно,

sup {‖I(τ)f |Lr‖ | f ∈ Fs m
p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ } ≍ sup {‖g |Lr‖ | g ∈ Fs−τ m

p q : ĝ(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ }.

4. Доказательство теоремы 1: оценки сверху

Напомним конструкцию линейного метода восстановления ΥΛ(γ,N) из части I.
Прежде всего определим вектор γ = (γ1, . . . , γn) ∈ R

n. Не ограничивая общности, считаем,
что ς = ς1 = . . . = ςω < ςν , ν ∈ zn \ zω. Выберем числа ς ′ν , ν ∈ zn, из условий ς = ς ′1 = . . . = ς ′ω,
ς < ς ′ν < ςν при ν ∈ zn \ zω. Наконец, положим γν = ς ′νmν/ς, ν ∈ zn.

По γ и u ∈ R+ определим спектры Λγ
u ⊂ Z

m, Λγ,η
u ⊂ Z

m, полагая

Λγ
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, κ), Λγ,η
u := ∪κ∈Nn

0 : γκ≤uρ(m, η, κ),

где
ρ(m, κ) :=

{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 2κν , ν ∈ zn
}
,

ρ(m, η, κ) :=
{
ξ ∈ Z

m | ⌊2κν−1⌋ ≤ |ξν |∞ < 3 · 2κν−1, ν ∈ zn
}

(κ ∈ N
n
0 )

(⌊u⌋ — целая часть числа u ∈ R). В части I установлены включения (u(γ) := γ1 + . . .+ γn)

Λγ
u ⊂ Λγ,η

u ⊂ Λγ
u+u(γ) (4.1)

и оценка #Λγ
u ≍ 2uuω−1. Для любого N ∈ N существует единственное uN ∈ R+ такое, что

N = 2uNuω−1
N . Обозначим Λ(γ,N) := Λγ

uN , т.е. #Λ(γ,N) ≍ N .
Тогда метод ΥΛ(γ,N) восстановления ПДО Ta, использующий операторы информации IΛ(γ,N)

и JM(γ,N), M(γ,N) = {(ξ, ζ) | ξ ∈ Λ(γ,N), ζ ∈ Λ(γ,N) − ξ} (в обозначениях части I DΛ(γ,N) и
GΛ(γ,N) соответственно), определяется по формуле

ΥΛ(γ,N)(IΛ(γ,N)(f),JM(γ,N)(Ta))(x) := SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f), x). (4.2)

Метод восстановления ΥΛ(γ,N) использует M := #Λ(γ,N)+ (#Λ(γ,N))2 ≍ N2 “единиц инфор-
мации”: (#Λ(γ,N))2 — об операторе, #Λ(γ,N) — о функции.

Оценка сверху (2.2), а также оценки сверху в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9) в теореме 1
будут следовать из следующей теоремы, в которой устанавливается точный порядок (по N)
величины погрешности (1.4) (линейного) метода ΥΛ(γ,N) восстановления ПДО Ta вида (2.1)
по оператору IΛ(γ,N) информации об f ∈ Fsm

p q (F ∈ {B,L}) и оператору JM(γ,N) информации о

символах a ∈ Ψ̃τm
ǫθ [υ;k, l] в пространстве Lr.
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Теорема 3. Предположим, что 1 ≤ p , q , θ ≤ ∞, 1 < r < ∞, s, τ ∈ R
n, υ ∈ R

n
+, ǫ ∈ [0, 1]n

такие, что ς > 0 и для любого ν ∈ zn выполнено одно из следующих трех условий:
(i) sν − τν < υν ;
(ii) sν − τν = υν , ǫν < 1 и θ ≤ q;
(iii) sν − τν = υν , ǫν = θ = q = 1.

Далее, пусть

kf =
(
f

⌊m1

2

⌋
+ f + 4, . . . , f

⌊mn

2

⌋
+ f + 4

)
, f ∈ {b = 3, l = 5}, l =

(⌊m1

r

⌋
, . . . ,

⌊mn

r

⌋)
.

Тогда для (F, f ) ∈ {(B, b ), (L, l )} верна оценка

R(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IΛ(γ,N),JM(γ,N),ΥΛ(γ,N);Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr), N → ∞. (4.3)

З а м е ч а н и е 2. Теорема 3 усиливает результат теоремы 1 из части I: во-первых, по
сравнению с теоремой 1 в теореме 3 оценка сверху доказывается при “естественных”, условиях
на “дифференциальные”, параметры s и τ , а именно, для s, τ ∈ R

n таких, что s > τ ; во-вторых,
в теореме 3 устанавливается соответствующая оценка снизу.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Сначала докажем оценку сверху в (4.3). Для любого
символа a ∈ Ψ̃τm

ǫθ [υ;k, l] определим символ b равенством

b(x, ξ) = a(x, ξ)a(−τ)(ξ) = a(x, ξ)
∏

ν∈zn

〈ξν〉−τν ,

тогда нетрудно видеть, что b ∈ Ψ̃0m

ǫθ [υ;k, l]. Для распределения f ∈ S ′(Tm), как и выше, поло-

жим g = I
(τ)f . Тогда, очевидно, имеем Taf = Tbg и, следовательно, TaSΛ(γ,N)(f) = TbSΛ(γ,N)(g).

Поэтому
SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f)) = SΛ(γ,N)(TbSΛ(γ,N)(g)).

Отсюда находим

‖Taf − SΛ(γ,N)(TaSΛ(γ,N)(f)) |Lr‖ = ‖Tbg − SΛ(γ,N)(TbSΛ(γ,N)(g)) |Lr‖

≤ ‖Tbg − SΛ(γ,N)(Tbg) |Lr‖+ ‖SΛ(γ,N)(Tb(g − SΛ(γ,N)(g))) |Lr‖ =: ℑ1 + ℑ2.

Сперва оценим ℑ1. Так как по теореме 2 из части I оператор Tb : F
s−τm
p q → F s−τm

p q ограничен,
то с учетом свойств оператора лифтинга из разд. 3 получим

‖Tbg |F
s−τm
p q ‖ ≤ ‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖‖g |F s−τm
p q ‖

≍ ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖‖f |F sm
p q‖ ≤ ‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖,

поэтому h := Tbg принадлежит ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖Fs−τm
p q — шару пространства F s−τm

p q радиуса
‖Tb |F

s−τm
p q → F s−τm

p q ‖. Следовательно, используя (5.2) из части I, применяя теорему 4.1 (см.
еще замечание 4.1) работы [8] и учитывая определение uN , имеем (следует еще принять во
внимание (4.1))

ℑ1 ≪ ‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖ sup{‖h − SΛ(γ,N)(h) |Lr‖ |h ∈ Fs−τm
p q }

≤ (1 + Cr,m/cr,m)‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖ sup
{∥∥∥h−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(h)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣ h ∈ Fs−τm

p q

}

≍ (1 + Cr,m/cr,m)‖Tb |F
s−τm
p q → F s−τm

p q ‖
( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r). (4.4)

Ннапомним, что операторы ∆η
κ “гладких срезок” ряда Фурье — из определения функциональ-

ных пространств типа Никольского— Бесова и Лизоркина— Трибеля (см. определение 2 из
части I).
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Оценим теперь ℑ2. В силу п. 2) замечания 4 из части I в условиях теоремы 3 оператор
Tb : Lr → Lr ограничен. Отсюда ввиду (5.1) и (5.2) из части I (принимая во внимание (4.1)),
снова применяя теорему 4.1 из [8] и учитывая определение uN , получим

ℑ2 ≤ Cr,m/cr,m‖Tb |Lr → Lr‖‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖

≤ (1 + Cr,m/cr,m)
2‖Tb |Lr → Lr

∥∥∥ sup
{∥∥∥h−

∑

κγ≤uN−u(γ)

∆η
κ(h)

∣∣Lr

∥∥∥
∣∣h ∈ Fs−τm

p q

}
.

≍ (1 + Cr,m/cr,m)
2‖Tb |Lr → Lr‖

( logω−1N

N

)ς
(logω−1N)f(p,q,r). (4.5)

Таким образом, требуемая оценка сверху в (4.3) вытекает из полученных соотноше-
ний (4.4) и (4.5).

Переходим теперь к доказательству соответствующих оценок снизу в (4.3). Для того чтобы
установить оценку снизу в (4.3), достаточно указать “плохой” оператор Ta ∈ Hτm

εϑ[υ;kf, l] такой,
что погрешность метода восстановления ΥΛ(γ,N) этого оператора на классе Fsm

p q будет иметь
порядок соответствующего поперечника Фурье класса Fs−τm

p q . Оказывается, в качестве такого

“плохого” оператора можно взять оператор лифтинга I
(τ).

Действительно, прежде всего легко видеть, что для любого распределения f ∈ S ′(Tm)

SΛ(γ,N)(I
(τ)SΛ(γ,N)(f)) = I

(τ)SΛ(γ,N)(f) = SΛ(γ,N)(I
(τ)f).

Поэтому (при g = I
(τ)f) с учетом свойств оператора лифтинга и определения поперечника

Фурье имеем

sup{‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖ | f ∈ Fsm
p q} ≍ sup{‖g − SΛ(γ,N)(g) |Lr‖ | g ∈ Fs−τm

p q }

≥ ϕ#Λ(γ,N)(F
s−τm
p q , Lr) ≍ ϕN (Fs−τm

p q , Lr).

Итак, требуемая оценка снизу в соотношении (4.3), а вместе с ней и теорема 3 полностью
доказаны.

5. Доказательство теоремы 1: оценки снизу

При получении оценок снизу, не ограничивая общности, будем предполагать, что ω = n,

т. е.
s1
m1

= . . . =
sn
mn

.

Легко видеть, что для каждого оператора Ta ∈ Hτm
εϑ[υ;kf, l], любых операторов информации

IΛ = {dξ | ξ ∈ Λ} (Λ ⊂ Z
m : #Λ = N) и JM = {gξ,ζ | (ξ, ζ) ∈ M} (M ⊂ Z

m × Z
m : #M < ∞) и

любого метода Υ верна оценка

sup{‖Taf |Lr‖ | f ∈ Fs m
p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Λ} ≤ sup{‖Taf −Υ(IΛ(f),JM(Ta)) |Lr‖ | f ∈ Fs m

p q}.

Поэтому
inf

{
sup{‖Taf |Lr‖ | f ∈ Fs m

p q : f̂(ξ) = 0, ξ ∈ Λ} |Λ ⊂ Z
m : #Λ ≤ N

}

≤ S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr). (5.1)

Дальнейшие оценки снизу будут получены именно для этого оператора I
(τ) := Ta(τ) .

Сначала рассмотрим случай a) теоремы 1. Итак, пусть 2 ≤ p, q ≤ ∞, r ≤ p.
Предположим, что Λ — любое множество из Z

m c #Λ ≤ N . Выберем u > 0 так, чтобы
2#Λ ≤ #Λ+(u) и #Λ+(u) ≍ N , т. е. N ≍ 2uun−1.

Тогда по теореме 2 найдется тригонометрический полином tΛ,u ∈ T(Λ+(u)) такой, что
‖tΛ,u |L2‖ > c(m) и t̂Λ,u(ξ) = 0 для всех ξ ∈ Λ, причем для нормы ‖tΛ,u |F

s m
p q ‖ справедлива

оценка (3.3).
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Определим полином g(x) := I
(−τ)tΛ,u(x), тогда, очевидно,

h :=
g

‖g |F s m
p q ‖

∈ Fs m
p q, ĥ(ξ) = 0, ξ ∈ Λ,

кроме того, с учетом свойств оператора лифтинга (см. разд. 3) и оценки (3.3) находим

‖I(τ)h |Lr‖ =
‖tΛ,u |Lr‖

‖g |F s m
p q ‖

≍
‖tΛ,u |Lr‖

‖tΛ,u |F
s−τ m
p q ‖

≫ ‖tΛ,u |Lr‖2
−σuu(n−1)(1/2−1/q).

Если r ≥ 2, то (поскольку ‖ · |Lr‖ ≥ ‖ · |L2‖) отсюда следует, что

‖I(τ)h |Lr‖ ≫ c(m)2−σuu(n−1)(1/2−1/q) . (5.2)

Если же r < 2, то, используя неравенство ‖tΛ,u |L2‖ ≤ ‖tΛ,u |L1‖
1/3‖tΛ,u |L4‖

2/3, вытекающее
из неравенства Гёльдера, и оценку ‖tΛ,u |L4‖ ≪ 1, которая доказывается вполне аналогично
оценке ‖g2 |L4‖ ≪ 1 в работе [9, с. 276], снова отсюда получим (с учетом неравенства ‖· |Lr‖ ≥
‖ · |L1‖) оценку типа (5.2).

Таким образом из соотношений (5.1) и (5.2) вытекает требуемая оценка снизу (2.3), если
принять во внимание замечание 1.

Теперь перейдем к рассмотрению случая b). Пусть 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞, r ≤ p.
Сперва докажем оценку (2.4). Рассуждения п. 3 (там при получении оценки (5.2) нигде не

использовалось условие q ≥ 2) дают оценку

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ 2−σuu(n−1)(1/2−1/q) ,

которая в силу замечания 1 является искомой оценкой (2.4).

Рассмотрим случай e). Оценка (2.10) следует из оценок (2.3) и (2.4). В самом деле, в силу
(2.3), (2.4) и вложения Fs m

p q ⊃ Fs m
2 q (которое вытекает из неравенства ‖ · |Lp‖ ≤ ‖ · |L2‖ при

p < 2) имеем (принимая во внимание замечание 1)

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr)

≥ S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
2 q;IN ,J;Lr) ≫ ϕN (Fs m

2 q, Lr)(log
ω−1N)−(1/q−1/2)+

=
( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q)+ − (1/q−1/2)+ =

( logω−1N

N

)σ
(logω−1N)(1/2−1/q).

При получении оценок снизу в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9) нам понадобятся оценки ли-
нейных поперечников классов Fs−τ m

p q в пространстве Lr из [15]. Напомним, что N -м линейным
поперечником множества F банахова пространства X (с нормой ‖ · |X‖) называется величина

λN (F,X) := inf
A∈L(X):rank(A)≤N

sup
f∈F

‖f −Af |X‖,

здесь L(X) — пространство линейных непрерывных операторов A : X → X. Линейные попе-
речники были введены В.М.Тихомировым в 1960 г.

Нетрудно видеть, что верна оценка

S′(Hτm
εϑ[υ;kf, l],F

s m
p q;IN ,J;Lr) ≫ λN (Fs−τ m

p q , Lr).

Но в условиях пп. b)–d) теоремы 1 в силу теоремы 2 из [15] (см. там пп. (i), (ii), (v)
соответственно) имеет место порядковое равенство

λN (Fs−τ m
p q , Lr) ≍ ϕN (Fs−τ m

p q , Lr),

которое завершает доказательство оценок снизу в соотношениях (2.5), (2.7), (2.9).
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Таким образом, все оценки снизу в теореме 1 доказаны полностью.

З а м е ч а н и е 3. В условиях пункта e)

— для классов Лизоркина — Трибеля при 1 < p < 2 ≤ q ≤ ∞ (снова c учетом замечания 1),
очевидно, имеем

S(Hτm
εϑ[υ;kf, l],L

s m
p q;IN ,J;Lr) ≍ ϕN (Ls m

p q, Lr);

— для классов Лизоркина — Трибеля при остальных (допустимых) соотношениях между
p и q, а также для классов Никольского — Бесова при любых (допустимых) соотношениях
между p и q оценка сверху (2.2) и оценка снизу (2.10) совпадают в степенной шкале, но между
ними имеется “логарифмический люфт”.

6. Заключительные замечания и комментарии3

Как было отмечено во введении, исследованию разнообразных задач (оптимального) вос-
становления (значений) операторов посвящена обширная литература. История и различные
аспекты этой проблематики отражены, в частности, в монографиях [3;6;16–19] и обзорах [1;2;5]
(см. также библиографию в обсуждаемых ниже статьях).

Здесь в связи с теоремой 1 обсудим лишь результаты ряда работ, в которых изучаются раз-
личные аспекты задач (оптимального) восстановления операторов на классах периодических
функций одной и нескольких переменных по спектральной информации или близкие задачи.

Прежде всего отметим работу [20], в которой изучается (в наших обозначениях) зада-
ча (1.1), где рассматриваются гильбертово пространство Y = L2(M) (c окружностью T, кру-
гом D в комплексной плоскости или многомерной сферой S

d в качестве M) c полной орто-
нормированной системой {ψl}l∈N (в случае окружности берется тригонометрическая систе-
ма {e2πilx}l∈Z, в случае круга — {zn}n∈N0 , а в случае сферы — система сферических гармо-
ник), единичный шар F некоторого подпространства X из L2(M) (типичные примеры в случае

окружности — классы Соболева W s
2 (T) и Харди Hs

2(T), Бергмана — Соболева As,β
2 (T), в случае

круга — Соболева — Харди Hs
2(D), Бергмана — Соболева As,β

2 (D), а в случае сферы — классы

типа Соболева W β
2 (S

d), определяемые ограничениями в метрике L2(S
d) на действие (дробной)

степени оператора Лапласа (−∆)β/2) и оператор T : X → L2(M) типа мультипликатора (ти-
пичные примеры в случае окружности и круга — тождественный оператор и (промежуточная)
производная dk/dxk, а в случае сферы — тождественный оператор и (“промежуточная” дроб-
ная) степень лапласиана (−∆)γ/2). В качестве (оператора) информации рассматривается (пол-
ный или конечный) набор коэффициентов Фурье {fl}l∈n функции f ∈ F по системе {ψl}l∈N
(n ⊂ N ), заданный с некоторой погрешностью (в той или иной метрике); таким образом, если
погрешность ненулевая, то оператор информации I является, вообще говоря, многозначным,
и тогда задача (1.1) принимает вид

S(T,F;I;Y ) := inf{R(T,F;I,Υ;Y ) | Υ },

R(T,F;I,Υ;Y ) := sup{ ‖Tf −Υ(y) |Y ‖ | y ∈ I(f), f ∈ F }.

В [20] применяется подход, основанный на стандартных принципах выпуклой оптимизации,
и при некоторых ограничениях на оператор T (все перечисленные выше примеры операторов
им удовлетворяют) дается точное решение задачи (1.1): вычисляется точное значение вели-
чины (1.1) и выписываются явные выражения для оптимальных методов. Подчеркнем, что
в этом подходе ключевую роль играет гильбертова структура пространства Y и класса F.
Дальнейшее его развитие и применение к решению других задач оптимального восстанов-
ления можно проследить, в частности, по работам [21–23]. Отметим, что в [23] развивается
метод, дающий точное решение задач оптимального восстановления линейных операторов по

3По согласованию с редакцией здесь приведен краткий обзор исследований, близких по тематике к
данной работе.
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(неточной) спектральной информации в ряде случаев неевклидовых метрик (т. е. при отказе
от гильбертовости); подробности см. [23, § 7].

В серии работ [24–28] проведено весьма полное исследование задачи оптимизации по слож-
ности приближенного решения уравнений Фредгольма второго рода с гладкими ядрами. Во-
прос о (точном порядке) сложности приближенного решения (классов) операторных уравнений
относится к теории информационной сложности (information — based complexity) и состоит в
определении (точного порядка) количества элементарных (в том или ином смысле) операций,
потребного для построения приближенного решения таких уравнений с наперед заданной точ-
ностью (в той или иной метрике). Мы не будем входить в подробности, лишь сошлемся на
монографии [3; 17–19], первая из которых фактически положила начало этой теории, а три
последние подводят некоторый промежуточный итог в ее развитии.

Здесь же для нас важно отметить в работах [24–28] ряд важных обстоятельств в связи с
рассмотренной выше задачей оптимального восстановления (1.5).

Пусть C(T2) — пространство непрерывных на торе T
m функций. Обозначим через AW s

2 (T)
(A > 0) множество всех функций f ∈ W s

2 (T) (см. пример 1 из разд. 1 выше) таких, что
‖f |L2(T

2)‖+ ‖f (s) |L2(T
2)‖ ≤ A, через BW s,s

2 (T2) — множество (B > 0)
{
h ∈ C(T2) | ∂(α,β)h ∈ C(T2), 0 ≤ α, β ≤ s,

∑

0≤α,β≤s

‖∂(α,β)h |L2(T
2)‖ ≤ B

}

и через Hs(B,C) (C > 0) — класс всех интегральных операторов

Th : L2(T) → L2(T) : f 7→ Thf :=

∫

T

h( · , y)f(y)dy

с ядрами h ∈ BW s,s
2 (T2) таких, что оператор Id − Th : L2(T) → L2(T) обратим (здесь Id —

тождественный оператор), причем

‖(Id− Th)
−1 |L2(T) → L2(T)‖ ≤ C.

В [24–26;28] (в последней работе рассматривается многомерный случай) изучается задача
(оценки сложности) приближенного восстановления решения уравнения Фредгольма второго
рода (в наших обозначениях)

g = Thg + f

с Th ∈ Hs(B,C) и f ∈ AW s
2 (T) фактически как задача восстановления значений T̃hf операто-

ров T̃h из класса
H−s(B,C) := {T̃h = (Id− Th)

−1 |Th ∈ Hs(B,C)}

на функциональном классе AW s
2 (T) по информации об f в виде набора тригонометрических

коэффициентов Фурье {f̂(l) : |l| ≤ N} и (неполной!) информации об операторе T̃h в виде набора
тригонометрических коэффициентов Фурье {ĥ(l, k) : (k, l) ∈ ΞN} ядра h исходного оператора
Th, где ΞN — подходящим (оптимальным в соответствующем смысле) образом выбранный
гиперболический крест из Z

2. Кроме того, в этих работах для получения требуемых оценок
снизу привлекаются поперечники соответствующих функциональных компактов (например, в
[26] для этих целей используются поперечники Александрова, в [27; 28] — поперечники Гель-
фанда). Между прочим, здесь же отметим, что оценки снизу, доказанные в разд.5 с использо-
ванием теремы 2 из разд.3, фактически дают оценки снизу для соответствующих поперечников
Гельфанда классов Fs m

p q.
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