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Изучается игровая задача сближения для системы, динамика которой описывается стохастическим
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на цилиндрическое терминальное множество. Результаты иллюстрируются на модельном примере про-
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Введение

Уральская научная школа в области математической теории управления и теории динами-
ческих игр, основанная Николаем Николаевичем Красовским, является крупнейшим научным
центром, хорошо известным среди специалистов. Исследования Н.Н.Красовского [1–5], со-
зданные им фундаментальные методы стали основой для дальнейшего продвижения в этой
области, осуществляемого его учениками и последователями (см., например, [6–8]). Ряд ма-
тематических понятий, введенных в научный оборот уральскими учеными, стали ключевы-
ми для многих научных работ. Такие термины, как позиционные дифференциальные игры,
стабильные мосты, седловая точка в маленькой игре, правило экстремального прицеливания,
экстремальный сдвиг, альтернатива, программные итерации, управление с поводырем активно
используются специалистами. Одним из важнейших направлений исследований екатеринбург-
ской научной школы являются стохастические дифференциальные игры. Подчас конфликт
между противоборствующими сторонами осложняется влиянием различного рода случайных
помех, что обуславливает рассмотрение конфликтно-управляемых случайных процессов. Изу-
чению подобного рода проблем посвящен цикл работ Н.Н.Красовского, В. Е.Третьякова и их
учеников [9–13].
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Обзор по теории стохастических дифференциальных игр можно найти в книге [14]. Эти иг-
ры относятся к сосредоточенным системам, состояния которых описываются стохастическими
дифференциальными уравнениями в конечномерных пространствах. Однако в ряде областей
физики и техники динамика изучаемых процессов описывается стохастическими дифференци-
альными уравнениями в частных производных, как, например, при исследовании дифференци-
альных игр в [15]. В настоящей работе рассматриваются дифференциальные игры в распреде-
ленных системах, описываемые стохастическими дифференциально-операторными уравнени-
ями, а также стохастическими уравнениями в частных производных, которые трактуются как
стохастические дифференциальные уравнения в гильбертовых или банаховых пространствах.
В статьях [16;17] мы показали, как метод разрешающих функций [18;19] распространяется на
детерминированные распределенные системы. Это распространение получило название “метод
разрешающих функционалов”. Для применения метода принципиальным является представ-
ление решения уравнения, допускающее аддитивное вхождение члена с начальными данными
и блока управления. При определенных ограничениях на операторные коэффициенты урав-
нения такое представление дает стохастическая формула вариации постоянных.

Будем использовать следующие обозначения.

Y,U, V,H — вещественные сепарабельные гильбертовы пространства;

‖ · ‖Y и 〈·, ·〉Y — соответственно норма и скалярное произведение в пространстве Y ;

L(H,Y ) — пространство ограниченных линейных операторов из H в Y , L(Y ) = L(Y, Y );

E — единичный оператор;

L2 = L2(0, T ;Y ) — пространство интегрируемых по Бохнеру с квадратом нормы на [0, T ]
Y -значных функций;

W k
2 (0, T ;Y ) — пространство функций из L2(0, T ;Y ), у которых обобщенные производные до

порядка k включительно принадлежат пространству L2(0, T ;Y );

K∗ — сопряженный оператор к оператору K.

В силу теоремы Петтиса [20] в сепарабельных пространствах понятия сильной и слабой изме-
римости эквивалентны. Поэтому в дальнейшем будем употреблять термин “измеримость”.

Пусть {Ω,F , P} — полное вероятностное пространство с неубывающим семейством σ-алгебр
(потоком или фильтрацией) {Ft}0≤t≤T , Fs ⊆ Ft ⊆ F , 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Через M обозначаем
математическое ожидание относительно вероятностной меры P . Рассматриваем H-значный
винеровский процесс w(t) = w(t, ω) на [0, T ], выходящий из нуля и согласованный с филь-
трацией {Ft}, с ядерным симметричным положительным ковариационным оператором W ,
как в [21]. Через trW обозначаем след оператора W . Имеем Mw(t) = 0 и M‖w(t)‖2H = trW · t.
Заметим, что в [22] рассматривался винеровский процесс с единичным ковариационным опера-
тором, т. е. цилиндрическим винеровским процессом [23]. Обозначим через L2(0, T ; Ω;Y ) = L2,Ω

гильбертово пространство Y -значных измеримых случайных процессов y(t, ω), 0 ≤ t ≤ T ,

ω ∈ Ω, удовлетворяющих условию

∫ T

0
M‖y(t, ω)‖2Y dt < ∞, со скалярным произведением

〈y1, y2〉L2,Ω
=

∫ T

0
M〈y1(t), y2(t)〉Y dt. Подпространство пространства L2,Ω, состоящее из Ft-

согласованных случайных процессов, обозначим через L2(0, T ; Ω;Y ;Ft).

Пусть H2(Ω;Y ) = H2 — гильбертово пространство Y -значных случайных величин ξ = ξ(ω),
которые имеют конечный абсолютный момент второго порядка M‖ξ‖2Y < ∞, со скалярным
произведением 〈ξ1, ξ2〉H2

= M〈ξ1, ξ2〉Y . Если F0 — σ-подалгебра σ-алгебры F , то H2(Ω;Y ;F0)
обозначает подпространство пространства H2, состоящее из F0-измеримых случайных вели-
чин.
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1. Постановка задачи и вспомогательные сведения

Динамика системы описывается стохастическим дифференциально-операторным уравне-
нием в смысле Ито:

dy(t) = Ay(t)dt+ [K1u(t)−K2v(t)]dt+ Λdw(t), 0 ≤ t ≤ T. (1.1)

Относительно уравнения (1.1) предполагаем: замкнутый линейный оператор A : DA ⊂ Y → Y
порождает сильно непрерывную полугруппу S(t) в Y (полугруппу класса C0), область опре-
деления DA оператора A плотна в Y ; K1 ∈ L(U, Y ), K2 ∈ L(V, Y ), Λ ∈ L(H,Y ); управления
преследователя u(t) и убегающего v(t) суть случайные процессы u(t, ω) ∈ L2(0, T ; Ω;U ;Ft) и
v(t, ω) ∈ L2(0, T ; Ω;V ;Ft). Стохастическое уравнение (1.1) также формально записывается в
виде

y′(t) = Ay(t) +K1u(t)−K2v(t) + Λw′(t),

где w′(t) — обобщенная производная H-значного винеровского процесса, т. е. белый шум.
Для уравнения (1.1) рассматриваем начальное условие

y(0) = ξ, (1.2)

где ξ = ξ(ω) ∈ H2(Ω;Y ;F0). Если в (1.1) оператор Λ нулевой (Λ = 0), а u(t) и v(t) — неслучай-
ные управления, то мы получаем уравнение

y′(t) = Ay(t) +K1u(t)−K2v(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.3)

которое описывает детерминированную конфликтно-управляемую систему, как, например, в
[16;17;24]. Его решения могут быть случайными процессами только за счет выбора случайного
вектора ξ = ξ(ω) в начальном условии (1.2).

Решением начальной задачи (1.1), (1.2) назовем случайный процесс y(t) ∈ L2(0, T ; Ω;Y ;Ft)
такой, что Ay(t) ∈ L2(0, T ; Ω;Y ;Ft) и выполняется равенство

y(t)− ξ =

t∫

0

Ay(τ)dτ +

t∫

0

[K1u(τ)−K2v(τ)]dτ + Λw(t), п.в. t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω.

Единственность решения начальной задачи (1.1), (1.2) будем понимать в смысле стохастиче-
ской эквивалентности. Из определения следует, что случайный процесс y(t, ω) имеет непре-
рывную модификацию с вероятностью единица. Мы будем рассматривать непрерывную моди-
фикацию этого процесса. Нам понадобится вспомогательный результат о разрешимости стоха-
стической начальной задачи (1.1), (1.2). Утверждение следующей леммы является стохастиче-
ским аналогом детерминированной формулы вариации постоянных из монографии [25, гл. 4,
теорема 2.9].

Лемма 1. Пусть оператор A является генератором C0-полугруппы, значения случай-

ной величины ξ(ω) ∈ H2(Ω;Y ;F0) принадлежат DA, ImK1 ⊂ DA, ImK2 ⊂ DA, ImΛ ⊂ DA,

u(t) ∈ L2(0, T ; Ω;U ;Ft), v(t) ∈ L2(0, T ; Ω;V ;Ft). Тогда с точностью до стохастической экви-

валентности существует единственное решение y(t) задачи (1.1), (1.2), которое задается

стохастической формулой вариации постоянных с помощью полугруппы S(t):

y(t) = S(t)ξ+

t∫

0

S(t−τ)[K1u(τ)−K2v(τ)]dτ+

t∫

0

S(t−τ)Λdw(τ), п.в. t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω. (1.4)
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Результаты, подобные лемме 1, можно найти в [21;22]. При их доказательстве используют-
ся свойства стохастического интеграла (третьего слагаемого) в правой части формулы (1.4).
Этот интеграл называют стохастической конволюцией [23]. В случае аналитической полугруп-
пы S(t) утверждение леммы применялось при исследовании стохастического оптимального
управления в [26; 27]. Если рассматривать винеровский процесс с единичным ковариацион-
ным оператором, то дополнительно нужно потребовать, чтобы операторы Λ и AΛ являлись
операторами Гильберта — Шмидта (ср. с [22, гл. VII, теорема 2.2]).

Управлениям u(t) и v(t) отвечает решение y(t) = y(t;u, v) начальной задачи (1.1), (1.2),
существование и единственность которого гарантируют условия леммы 1. Всюду в дальней-
шем будем предполагать выполнение этих условий. Подобно детерминистической ситуации
в работах [16–18; 24], определим цель игры в стохастической системе (1.1), (1.2). Допусти-

мыми управлениями преследователя u(t) и убегающего v(t) являются случайные процессы
u(t) ∈ L2(0, T ; Ω;U,Ft) и v(t) ∈ L2(0, T ; Ω;V,Ft), принимающие значения из областей управле-
ния U0 и V0, которые предполагаются замкнутыми выпуклыми ограниченными множествами
в пространствах случайных величин H2(Ω;U) и H2(Ω;V ). Множества допустимых управле-
ний преследователя и убегающего обозначим соответственно через U1 и V1. Понятно, что U1

и V1 — выпуклые замкнутые ограниченные множества в L2(0, T ; Ω;U,Ft) и L2(0, T ; Ω;V,Ft).
Под целью игры в детерминированной системе (1.3), (1.2) понимают приведение состояния
y(t) на некоторое цилиндрическое терминальное множество M = M0 ⊕M1 за конечное время
в классе допустимых управлений преследователя при любом допустимом управлении убега-
ющего. Здесь M0 — замкнутое линейное подпространство в Y , M1 — выпуклое замкнутое
ограниченное множество из ортогонального дополнения M⊥

0 к M0 в Y . В дальнейшем будем
пользоваться тем фактом, что выпуклое замкнутое ограниченное множество в гильбертовом
пространстве является слабо компактным [20, разд. 2.9, 2.10]. Принимая во внимание, что ре-
шение стохастической системы есть случайный процесс, терминальное множество определим
в пространстве Y -значных случайных величин:

H = H0 ⊕Bd, (1.5)

где H0 — замкнутое линейное подпространство в H2(Ω;Y ); Bd — замкнутый шар из ортого-
нального дополнения H⊥

0 к H0 в H2(Ω;Y ) с центром в нуле и радиуса d. Если d = 0, то Bd = {0}.
Обозначим через Π ∈ L(H2(Ω;Y )) ортопроектор в H2(Ω;Y ) на H⊥

0 . Теперь следует дать опре-
деление того, что состояние y(t) стохастической системы (1.1), (1.2) может быть переведено
на стохастическое терминальное множество H (1.5) в момент времени T0, не превосходящий T .
Игру в системе (1.1), (1.2) можно завершить за время T0, если для любого допустимого
управления убегающего v(t) ∈ V1 найдется допустимое управление преследователя u(t) ∈ U1,
для которого ‖Πy(T0;u, v)‖H2

≤ d.

2. Условия разрешимости стохастической дифференциальной игры

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что выполняются условия леммы 1, гарантиру-
ющие существование и единственность решения стохастической задачи (1.1), (1.2). Нетрудно
видеть, что игру в системе (1.1), (1.2) можно завершить за время T0 тогда и только тогда,
когда выполняется неравенство

sup
v∈V1

inf
u∈U1

‖Πy(T0;u, v)‖H2
≤ d.

Подразумевается, что время T является достаточно большим, так что T ≥ T0. Для доказатель-
ства достаточности этого неравенства воспользуемся тем, что непрерывный выпуклый функ-
ционал f(u) = ‖Πy(T0;u, v)‖H2

, определенный на гильбертовом пространстве L2(0, T ; Ω;U,Ft),
достигает своего минимума на выпуклом замкнутом ограниченном множестве U1.
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2.1. Схема метода разрешающих функционалов для дифференциальной

игры в стохастической системе

Способность вычислять разрешающие функции или функционалы позволяет строить управ-
ления преследователя, обеспечивающие приведение состояния системы на терминальное мно-
жество. Покажем, как выглядит схема метода разрешающих функционалов для завершения
игры в стохастической системе (1.1), (1.2). Будем пользоваться определениями и понятиями
из теории многозначных отображений [28].

Рассмотрим многозначное отображение

Q(t, τ, v) = ΠS(t− τ)[K1U0−K2v], Q : ∆×V0  H2(Ω;Y ), ∆ = {(t, τ) : 0 ≤ τ ≤ t < ∞}. (2.1)

Очевидно, что это отображение имеет ограниченные и выпуклые образы в H2(Ω;Y ). Замкну-
тость образов следует из слабой компактности в гильбертовом H2(Ω;U) выпуклого замкнутого
ограниченного множества U0. Предположим, что 0 ∈ Q(t, τ, v) для (t, τ, v) ∈ ∆× V0. Этот слу-
чай имеет место в рассматриваемых нами приложениях. Введем в рассмотрение случайный
процесс

ζ(t) = ζ(t, ω) = ΠS(t)ξ +Π

t∫

0

S(t− τ)Λdw(τ). (2.2)

Понятно, что ζ(t) ∈ L2(0, T ; Ω;Y ;Ft).

Чтобы определить разрешающий функционал, рассмотрим многозначное отображение

L(t, τ, v) = {α̃ ≥ 0: Q(t, τ, v) ∩ α̃[Bd − ζ(t)] 6= ∅}, L : ∆× V0  R
1. (2.3)

Это отображение имеет непустые образы. Замкнутость образов следует из слабой компактно-
сти множеств Bd и Q. Если ‖ζ(t)‖H2

≤ d, то L(t, τ, v) = [0,∞); в противном случае многознач-
ное отображение L имеет ограниченные и выпуклые образы. Разрешающий функционал есть
опорный функционал многозначного отображения (2.3) в направлении +1:

α(t, τ, v) = sup{α̃ ≥ 0: Q(t, τ, v) ∩ α̃[Bd − ζ(t)] 6= ∅}, α : ∆× V0 → R
1. (2.4)

Если ‖ζ(t)‖H2
≤ d, то α(t, τ, v) = ∞; если ‖ζ(t)‖H2

> d, то в силу компактности образов
L(t, τ, v) (2.3) точная верхняя грань в (2.4) достигается.

Если ‖ζ(t)‖H2
> d, то мы предполагаем, что для v(τ) ∈ V1 функция α(t, τ, v(τ)) является

измеримой по τ ∈ [0, t]. Определим следующее множество моментов времени:

Υ = {t ∈ [0, T ] : ‖ζ(t)‖H2
≤ d} ∪

{
t ∈ [0, T ] : ‖ζ(t)‖H2

> d ∧ inf
v∈V1

t∫

0

α(t, τ, v(τ))dτ ≥ 1

}
. (2.5)

Пусть множество Υ (2.5) не является пустым и T0 ∈ Υ. Рассмотрим многозначные отображения
из [0, T0]× V0 в H2(Ω;Y ):

G1(τ, v) = {u ∈ U0 : ΠS(T0 − τ)[K1u−K2v] = 0}, (2.6)

G2(τ, v) = {u ∈ U0 : ΠS(T0 − τ)[K1u−K2v] ∈ α(T0, τ, v)[Bd − ζ(T0)]}. (2.7)

Предположим, что ‖ζ(T0)‖H2
≤ d, т. е. ζ(T0) ∈ Bd. Тогда на промежутке [0, T0] при допусти-

мом управлении убегающего v(τ) управление преследователя u(τ) положим равным селектору
g1(τ) ∈ L2(0, T ; Ω;U ;Ft) многозначного отображения G1(τ, v(τ)). При таком выборе управле-
ния преследователя Πy(T0) = ζ(T0) ∈ Bd и, следовательно, игра в системе (1.1), (1.2) будет
завершена в момент T0.
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Пусть‖ζ(T0)‖H2
> d и v(τ) — допустимое управление убегающего на промежутке [0, T0].

Ищем момент времени t∗ ∈ (0, T0] такой, что

t∗∫

0

α(T0, τ, v(τ))dτ = 1. (2.8)

В качестве управления преследователя u(τ) на промежутке [0, t∗) возьмем селектор g2(τ) ∈
L2(0, T ; Ω;U,Ft) многозначного отображения G2(τ, v(τ)), а на промежутке [t∗, T0] — селектор
g1(τ) ∈ L2(0, T ; Ω;U,Ft) многозначного отображения G1(τ, v(τ)). При таком выборе управле-
ния преследователя справедливы соотношения

Πy(T0) = ζ(T0) +

t∗∫

0

ΠS(T0 − τ)[K1g2(τ)−K2v(τ)]dτ +

T0∫

t∗

ΠS(T0 − τ)[K1g1(τ)−K2v(τ)]dτ

= ζ(T0) +

t∗∫

0

ΠS(T0 − τ)[K1g2(τ)−K2v(τ)]dτ ∈ ζ(T0) +

t∗∫

0

α(T0, τ, v(τ))[Bd − ζ(T0)]dτ

=

t∗∫

0

α(T0, τ, v(τ))Bddτ ⊂ Bd,

где интеграл от многозначного отображения понимается в смысле Ауманна, т. е. как множество
интегралов от интегрируемых селекторов. Следовательно, состояние y(t) системы (1.1), (1.2)
будет приведено на терминальное множество H (1.5) в момент времени T0.

Таким образом, мы получили следующий результат.

Теорема 1. Пусть для конфликтно-управляемой системы (1.1), (1.2) с терминальным

множеством H (1.5) выполняются следующие предположения: оператор A является гене-

ратором C0-полугруппы; случайная величина ξ(ω) ∈ H2(Ω;Y ;F0) принимает значения в DA;
ImK1 ⊂ DA, ImK2 ⊂ DA, ImΛ ⊂ DA; 0 ∈ Q(t, τ, v) (2.1) для всех (t, τ, v) ∈ ∆ × V0; ес-

ли ‖ζ(t)‖H2
> d, то для v(τ) ∈ V1 функция α(t, τ, v(τ)) является измеримой по τ ∈ [0, t];

множество моментов времени Υ (2.5) не является пустым; для v(τ) ∈ V1 многозначные

отображения G1(τ, v(τ)), G2(τ, v(τ)), где G1, G2 определены в (2.6), (2.7), имеют селекторы

g1(τ) ∈ L2(0, T ; Ω;U ;Ft) и g2(τ) ∈ L2(0, T ; Ω;U,Ft).
Тогда состояние y(t) системы (1.1), (1.2) может быть приведено на терминальное мно-

жество H (1.5) в момент T0 ∈ Υ.

2.2. Время завершения игры в стохастической системе

Из схемы метода разрешающих функционалов видно, что для определения времени окон-
чания игры и построения управления преследователя необходимо вычислить разрешающий
функционал (2.4). Нижеследующие условия позволяют до вычисления разрешающего функ-
ционала установить существование моментов окончания игры.

Для фиксированного T0 ∈ [0, T ] определим операторы M1 ∈ L(L2(0, T ; Ω;U,Ft),H2(Ω;Y ))
и M2 ∈ L(L2(0, T ; Ω;V,Ft),H2(Ω;Y )) равенствами

M1u = Π

T0∫

0

S(T0 − τ)K1u(τ)dτ, M2v = −Π

T0∫

0

S(T0 − τ)K2v(τ)dτ. (2.9)

Рассмотрим выпуклые замкнутые ограниченные множества

Ωu = M1U1 ⊂ H2(Ω;Y ), Ωv = M2V1 ⊂ H2(Ω;Y ), (2.10)
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и их опорные функционалы

ϕu(h) = sup
z∈Ωu

〈h, z〉H2
, ϕv(h) = sup

z∈Ωv

〈h, z〉H2
. (2.11)

Укажем условия завершения игры в системе (1.1), (1.2) с терминальным множеством H (1.5)
за время T0.

Теорема 2. Пусть для конфликтно-управляемой системы (1.1), (1.2) с терминальным

множеством H (1.5) выполняются следующие предположения: оператор A является гене-

ратором C0-полугруппы; случайная величина ξ(ω) ∈ H2(Ω;Y ;F0) принимает значения в DA;
ImK1 ⊂ DA, ImK2 ⊂ DA, ImΛ ⊂ DA.

Для того чтобы игру в системе (1.1), (1.2) можно было завершить к моменту време-

ни T0, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

ϕv(h) − ϕu(−h) ≤ d− 〈h, ζ(T0)〉H2
∀ h ∈ H2(Ω;Y ) : ‖h‖H2

= 1, (2.12)

где ϕu, ϕv — опорные функционалы (2.11) множеств Ωu,Ωv (2.10); случайный процесс ζ(t)
определен в (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем неравенство (2.12) в эквивалентной форме. В силу
леммы 1 для любых управлений u ∈ U1, v ∈ V1 существует единственное решение y(t;u, v) (1.4)
задачи (1.1), (1.2), причем

Πy(T0;u, v) = M1u+M2v + ζ(T0), (2.13)

где операторы M1 ∈ L(L2(0, T ; Ω;U,Ft),H2(Ω;Y )), M2 ∈ L(L2(0, T ; Ω;V,Ft),H2(Ω;Y )) опре-
делены в (2.9), а случайный процесс ζ(t) — в (2.2). Для любого h ∈ H2(Ω;Y ) справедливо
равенство

〈h,Πy(T0;u, v)〉H2
= 〈h,M1u〉H2

+ 〈h,M2v〉H2
+ 〈h, ζ(T0)〉H2

.

Обозначим
p(h) = sup

v∈V1

inf
u∈U1

〈h,Πy(T0;u, v)〉H2
= inf

u∈U1

sup
v∈V1

〈h,Πy(T0;u, v)〉H2
.

Справедливо соотношение

p(h) = ϕv(h)− ϕu(−h) + 〈h, ζ(T0)〉H2
.

Следовательно, неравенство (2.12) эквивалентно неравенству

p(h) ≤ d ∀ h ∈ H2(Ω;Y ) : ‖h‖H2
= 1. (2.14)

Докажем необходимость. Покажем, что если игру можно завершить за время T0, то выпол-
няется неравенство (2.12). Предположим противное, т. е. существует h ∈ H2(Ω;Y ) с ‖h‖H2

= 1
такой, что выполняется неравенство

〈h, ζ(T0)〉H2
+ ϕv(h) − ϕu(−h) > d. (2.15)

Так как множество V1 слабо компактно, то точная верхняя грань в определении опорного
функционала ϕv(h) (2.11) достигается: ϕv(h) = 〈h,M2v0〉H2

, v0 ∈ V1. Это позволяет неравен-
ство (2.15) переписать в виде

〈h,Πy(T0;u, v0)〉H2
> d ∀u ∈ U1.

Тогда имеем управление убегающего v0 ∈ V1 такое, что при любом выборе управления пресле-
дователя u ∈ U1 выполняется неравенство

‖Πy(T0;u, v0)‖H2
> d, (2.16)
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что противоречит возможности завершения игры за время T0. Таком образом, необходимость
неравенства (2.12) доказана.

Теперь докажем достаточность. Покажем, что если выполняется неравенство (2.12), то
игру можно завершить за время T0. Предположим противное, т. е. найдется управление убега-
ющего v0 ∈ V1 такое, что при любом выборе управления преследователя u ∈ U1 выполняется
неравенство (2.16). Непрерывный выпуклый функционал f(u) = ‖Πy(T0;u, v0)‖H2

, определен-
ный на гильбертовом пространстве L2(0, T ; Ω;U,Ft), достигает своего минимума на выпуклом
замкнутом ограниченном множестве U1. Следовательно, найдется ε > 0 такое, что удовлетво-
ряется неравенство min

u∈U1

f(u) > d + ε. В силу представления (2.13) для v = v0 получаем, что

в пространстве H2(Ω;Y ) выпуклое множество M1U1 + M2v0 + ζ(T0) и замкнутый шар Bd+ε

с центром в нуле и радиуса d + ε не пересекаются. Из теоремы отделимости [20, разд. 2.6]
заключаем, что найдется единичный вектор h ∈ H2(Ω;Y ) такой, что

inf
u∈U0

〈h,Πy(T0;u, v0)〉H2
≥ sup

z∈Bd+ε

〈h, z〉H2
≥ d+ ε > d.

Отсюда следует, что неравенство (2.14) не выполняется, а это противоречит предположению.
На этом доказательство теоремы завершается.

3. Приложения

Ряд фактов теории обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в част-
ных производных можно получить, исходя из общих положений теории дифференциально-
операторных уравнений в абстрактных банаховых или гильбертовых пространствах. Рассмот-
рим приложения полученных результатов к двум моделям.

3.1. Модель простого движения в гильбертовом пространстве

при случайных возмущениях

Процесс простого движения преследователя и убегающего после замены переменных запи-
сывается в виде y′(t) = u(t)− v(t) [18]. Мы будем рассматривать этот процесс в сепарабельном
гильбертовом пространстве, а также предполагать наличие случайного возмущения в виде
аддитивного белого шума. Таким образом, динамика системы описывается следующим сто-
хастическим дифференциальным уравнением в гильбертовом пространстве Y с H-значным
винеровским процессом w(t):

dy(t) = [u(t)− v(t)]dt+ Λdw(t), 0 ≤ t ≤ T. (3.1)

Начальное состояние системы определяем с помощью (1.2), где ξ ∈ H2(Ω;Y ;F0); Λ ∈ L(H,Y ).
Случайные процессы из множеств U1 и V1 допустимых управлений преследователя u(t, ω) ∈
L2(0, T ; Ω;Y,Ft) и убегающего v(t, ω) ∈ L2(0, T ; Ω;Y,Ft) для почти всех t ∈ [0, T ] удовлетворя-
ют ограничениям M‖u(t, ω)‖2Y ≤ ̺21 и M‖v(t, ω)‖2Y ≤ ̺22, ̺1 > 0, ̺2 > 0. Игру в системе (3.1),
(1.2) можно завершить за время T0, если для любого допустимого управления убегающего
v ∈ V1 существует допустимое управление преследователя u ∈ U1, для которого состояние
системы y(t, ω) в момент времени T0 будет переведено в ноль.

Здесь Y = U = V , A — нулевой оператор, K1 = K2 = E, S(t) = E. Терминальное мно-
жество (1.5) состоит из нулевого вектора H = {0}, H0 = {0}, Bd = {0}, d = 0, Π = E —
единичный оператор. Множества U0 и V0 суть замкнутые шары в пространстве случайных
величин H2(Ω;Y ) с центрами в нуле и радиусами ̺1 и ̺2. Исключим тривиальный случай и
предположим, что начальное состояние ξ отлично от нуля.

Множество всех моментов времени, за которые можно завершить игру, определим с помо-
щью теоремы 2. Случайный процесс ζ(t) (2.2) есть

ζ(t) = ξ + Λw(t).
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Винеровский процесс w(t) (t > 0) не зависит от σ-алгебры F0, относительно которой измеримо
начальное состояние ξ. Имеем

‖ζ(t)‖2H2
= ‖ξ(ω) + Λw(t, ω)‖2H2

= M‖ξ‖2Y +M‖Λw(t)‖2Y ≤ M‖ξ‖2Y + t‖Λ‖2trW. (3.2)

Точная верхняя грань в определении опорных функционалов ϕu(h), ϕv(h) (2.11) достигается,
и мы имеем представления

ϕu(h) = ̺1T0‖h(ω)‖H2
, ϕv(h) = ̺2T0‖h(ω)‖H2

.

Действительно, если h 6= 0, то

ϕu(h) = sup
u∈U1

〈h(ω),
T0∫

0

u(τ, ω)dτ〉H2
=

T0∫

0

〈h(ω), u0(τ, ω)〉H2
dτ

= ̺1

T0∫

0

‖h(ω)‖H2
dτ = ̺1T0‖h(ω)‖H2

, u0(τ, ω) =
̺1h(ω)

‖h(ω)‖H2

;

ϕv(h) = sup
v∈V1

〈−h(ω),

T0∫

0

v(τ, ω)dτ〉H2
= ̺2T0‖h(ω)‖H2

.

Необходимое и достаточное условие (2.12) завершения игры в системе (3.1), (1.2) в момент
времени T0 принимает вид

(̺1 − ̺2)T0 ≥ 〈h(ω), ζ(T0, ω)〉H2
∀ h ∈ H2(Ω;Y ) : ‖h‖H2

= 1.

Тогда множество всех моментов времени T0, за которые можно завершить игру, удовлетворяет
неравенству

(̺1 − ̺2)T0 ≥ ‖ζ(T0, ω)‖H2
.

Если ̺1 < ̺2, то игру невозможно завершить. Пусть ̺1 > ̺2. С помощью (3.2) получаем, что
игру в системе (3.1), (1.2) можно завершить в момент времени T0 тогда и только тогда, когда
выполняется неравенство

(̺1 − ̺2)T0 ≥
√

M‖ξ‖2Y +M‖Λw(T0)‖2Y . (3.3)

С учетом (3.2), (3.3) заключаем, что для завершения игры в системе (3.1), (1.2) достаточно
выбрать моменты времени T0, удовлетворяющие неравенству

T0 ≥
‖Λ‖2trW +

√
‖Λ‖4tr2W + 4(̺1 − ̺2)2M‖ξ‖2Y

2(̺1 − ̺2)2
=̇T ∗. (3.4)

Например, если Λ = λE, где λ — константа, то ‖Λ‖ = |λ| и неравенство (3.4) является необхо-
димым и достаточным для завершения игры в момент времени T0. Отрезок времени [0, T ], на
котором изучается игра, предполагается достаточно большим, так что T ≥ T ∗.

Теперь покажем, как выбрать допустимое управление преследователя при любом допусти-
мом управлении убегающего, чтобы завершить игру в системе (3.1), (1.2). Здесь Q(t, τ, v) (2.1)
есть замкнутый шар в H2(Ω;Y ) с центром −v и радиуса ̺1, причем 0 ∈ Q(t, τ, v). Разрешающий
функционал (2.4) имеет вид

α(t, τ, v) =
〈ζ(t), v〉H2

+
√

〈ζ(t), v〉2
H2

+ ‖ζ(t)‖2
H2

(̺21 − ‖v‖2
H2

)

‖ζ(t)‖2H2

. (3.5)
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Уточним вид множества Υ (2.5):

Υ =

{
t ∈ [0, T ] : inf

v∈V1

t∫

0

α(t, τ, v(τ))dτ ≥ 1

}
.

Тогда множество Υ есть

Υ =
{
t ∈ [0, T ] : t ≥ ‖ζ(t)‖H2

̺1 − ̺2

}
.

За счет выбора достаточно большого T ≥ T ∗ это множество не является пустым. Например,
T0 ∈ Υ можно выбрать с помощью неравенства (3.4).

Отображения (2.6), (2.7) принимают вид

G1(τ, v) = v, G2(τ, v) = v − α(T0, τ, v)ζ(T0).

Для допустимого управления убегающего v(τ) ∈ V1 ищем момент времени t∗ ∈ (0, T0] та-
кой, что выполняется соотношение (2.8). В качестве управления преследователя на промежут-
ке [0, t∗) возьмем u(τ) = v(τ)−α(T0, τ, v(τ))ζ(T0), а на промежутке [t∗, T0] возьмем u(τ) = v(τ).

Доказано следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть для конфликтно-управляемой системы (3.1), (1.2) выполняют-

ся следующие предположения: области управления U0 и V0 суть замкнутые шары в про-

странстве случайных величин H2(Ω;Y ) с центрами в нуле и радиусами ̺1 и ̺2, ̺1 > ̺2;
момент времени T является достаточно большим T ≥ T ∗ (3.4); ξ ∈ H2(Ω;Y ;F0),
M‖ξ‖2Y 6= 0; Λ ∈ L(H,Y ).

Тогда при любом допустимом управлении v(t, ω) = v(t) ∈ V1 траектория системы (3.1),
(1.2) может быть приведена в ноль за время T0, удовлетворяющее (3.3), с помощью допу-

стимого управления u(t, ω) = u(t) ∈ U1 вида

u(t) =





v(t)− α(T0, t, v(t))ζ(T0), t ∈ [0, t∗),

v(t), t ∈ [t∗, T0],

где момент t∗ переключения управления удовлетворяет соотношению (2.8) с разрешающим

функционалом α(t, τ, v) (3.5).

3.2. Стохастический конфликтно-управляемый процесс

теплопроводности

В [17] исследовалась детерминированная дифференциальная игра для процесса распро-
странения тепла в стационарной однородной среде с управляемыми распределенными тепло-
выми источниками и утечками. Здесь мы изучаем процесс теплопроводности со случайны-
ми источником (управление преследователя) и утечкой (управление убегающего). В области
[0, T ]× [0, π] рассматриваем смешанную задачу

dy(t, x, ω) =
[∂2y(t, x.ω)

∂x2
+K(u(t, x, ω) − v(t, x, ω))

]
dt+ Λdw(t, x, ω), (3.6)

y(t, 0, ω) = y(t, π, ω) = 0, y(0, x, ω) = ξ(x, ω). (3.7)

В (3.6), (3.7) предполагаем: w(t, x, ω) — винеровский процесс со значениями в пространстве
L2(0, π), согласованный с потоком σ-алгебр {Ft}0≤t≤T , вложенных в F , где {Ω,F , P} — веро-
ятностное пространство (см. введение); функция ξ(x, ω) измерима относительно произведения
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борелевской σ-алгебры подмножеств из [0, π] на F0; управляющие воздействия преследовате-
ля и убегающего u(t, x, ω) и v(t, x, ω) измеримы и при фиксированном t ∈ [0, T ] измеримы по
(x, ω) относительно произведения борелевской σ-алгебры подмножеств из [0, π] на Ft;

π∫

0

M |ξ(x, ω)|2dx < ∞, K ∈ L(L2(0, π)),

T∫

0

π∫

0

M |u(t, x, ω)|2dxdt < ∞,

T∫

0

π∫

0

M |v(t, x, ω)|2dxdt < ∞.

Допустимые управления преследователя (источника) U1 и убегающего (утечки) V1 удовлетво-
ряют ограничениям

π∫

0

M |u(t, x, ω)|2dx ≤ ̺21,

π∫

0

M |v(t, x, ω)|2dx ≤ ̺22.

Следовательно, области управления U0, V0 суть замкнутые шары в H2(Ω, L2(0, π)) с центрами
в нуле и радиусами ̺1, ̺2 соответственно. Модели белого шума для стохастического уравнения
теплопроводности предлагались в [29;30], где в качестве w(t) рассматривались либо стандарт-
ный скалярный винеровский процесс, либо винеровский процесс со значениями в простран-
стве L2. Цель игры в системе (3.6), (3.7) состоит в приведении состояния y(t, x, ω) на неко-
торое терминальное множество за конечное время, не превосходящее T , в классе допустимых
управлений преследователя при любом допустимом управлении убегающего.

В вещественном пространстве Y = U = V = H = L2(0, π) смешанная задача (3.6), (3.7)
трактуется как задача Коши (1.1), (1.2) для стохастического уравнения в смысле Ито с опе-
ратором

Aq =
d2q(x)

dx2
, DA = {q(x) ∈ W 2

2 (0, π), q(0) = q(π) = 0},

и операторами K1 = K2 = K ∈ L(L2(0, π)). Решение смешанной задачи (3.6), (3.7) будем
понимать в смысле решения соответствующей абстрактной задачи (1.1), (1.2). Спектр опе-
ратора A состоит из простых собственных чисел λk = −k2, которым отвечает полная орто-
нормированная система собственных функций ek(x) =

√
2/π sin kx. Через qk мы обозначаем

коэффициенты Фурье в разложении функции q(x) ∈ L2(0, π) по функциям базиса:

q(x) =
∞∑

k=1

qkek(x), qk =

π∫

0

q(x)ek(x)dx, k = 1, 2, . . . .

Оператор A есть генератор полугруппы класса C0:

S(t)q =
∞∑

k=1

e−k2tqkek(x). (3.8)

Пусть также выполняются ограничения: ξ(x, ω) ∈ DA для почти всех ω ∈ Ω, ImK, ImΛ ⊂ DA.
Сделанные предположения гарантируют выполнение условий леммы 1. Поэтому существует
единственное решение y(t, x, ω) (1.4) смешанной задачи (3.6), (3.7).

В качестве терминального множества H (1.5) рассматриваем

H = (E −Π)H2(Ω;L2(0, π)) ⊕Bd,
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где Π — оператор ортогонального проектирования в H2(Ω;L2(0, π)); Bd — d-окрестность ну-
ля в подпространстве ΠH2(Ω;L2(0, π)). С помощью опорных функционалов (2.11) определим
множество моментов времени, за которые можно завершить игру. Находим

ϕu(h) = ̺1

T0∫

0

‖K∗S(T0 − τ)Πh(x, ω)‖H2
dτ, ϕv(h) = ̺2

T0∫

0

‖K∗S(T0 − τ)Πh(x, ω)‖H2
dτ.

В силу теоремы 2 множество моментов времени T0, за которые можно завершить игру, удов-
летворяют неравенству

(̺2 − ̺1)

T0∫

0

‖K∗S(T0 − τ)Πh(x, ω)‖H2
dτ + 〈h, ζ(T0)〉H2

≤ d ∀ h ∈ H2(Ω;L2(0, π)) : ‖h‖H2
= 1,

(3.9)
где случайный процесс ζ(t) со значениями в L2(0, π) определен в (2.2) с помощью полугруп-
пы S(t) (3.8).

Если терминальное множество H (1.5) состоит из нуля H = {0}, то d = 0, Π = E и
неравенство (3.9) принимает вид

(̺1 − ̺2)

T0∫

0

‖K∗S(T0 − τ)h(x, ω)‖H2
dτ ≥

〈
h, S(T0)ξ +

T0∫

0

S(T0 − τ)Λdw(τ)

〉

H2

. (3.10)

В качестве ковариационного оператора W винеровского процесса w(t) выберем W = −A−1.
Тогда

w(t) =

∞∑

k=1

wk(t)ek(x),

где wk(t) — независимые скалярные винеровские процессы с нулевыми математическими ожи-

даниями и дисперсиями
1

k2
t. Пусть Πk есть оператор ортогонального проектирования в про-

странстве L2(0, π) на линейную оболочку функции sin kx. Ортопроектор Πk естественным об-
разом индуцирует ортопроектор в пространстве случайных величин H2(Ω;L2(0, π)). Для ин-
дуцированного оператора сохраним прежнее обозначение. Положим K = Λ = Πk и ξ = Πkξ =
ξk(ω)ek(x). Имеем следующее представление для случайного процесса ζ(t) (2.2):

ζ(t) = e−k2tη(t)ek(x) ∈ L2(0, T ; Ω;L2(0, π);Ft), η(t) =

[
ξk+

t∫

0

ek
2τdwk(τ)

]
∈ L2(0, T ; Ω;R

1;Ft).

Неравенство (3.10) принимает вид

(̺1 − ̺2)
√

Mh2k
1− e−k2T0

k2
≥ e−k2T0M [hkη(T0)].

Отсюда получаем, что множество всех моментов времени T0, за которые можно завершить
игру, удовлетворяют неравенству

(̺1 − ̺2)
1− e−k2T0

k2
≥ e−k2T0M [hη(T0)] ∀ h ∈ H2(Ω;R

1) : ‖h‖H2
= 1.

Поэтому для завершения игры в момент времени T0 необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось неравенство

(̺1 − ̺2)
ek

2T0 − 1

k2
≥ ‖η(T0)‖H2

,
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где

‖η(t)‖2H2
= Mξ2k +

e2k
2t − 1

2k4
.

Исключим тривиальный случай окончания игры в начальный момент времени (ξk 6= 0). Если
̺1 ≤ ̺2, то игру невозможно завершить. Пусть ̺1 > ̺2. Для завершения игры в момент T0

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

√
2(̺1 − ̺2)(e

k2T0 − 1) ≥
√

2k4Mξ2k + e2k2T0 − 1. (3.11)

В частности, если ̺1 − ̺2 > 1/
√
2, то неравенство (3.11) удовлетворяется при

T0 ≥
1

k2
ln

2(̺1 − ̺2)
2 +

√
2k4[2(̺1 − ̺2)2 − 1]Mξ2k + 1

2(̺1 − ̺2)2 − 1
=̇T ∗. (3.12)

Применим схему метода разрешающих функционалов. Уточним вид многозначного отоб-
ражения (2.1)

Q(t, τ, v) = {e−k2(t−τ)(uk − vk)ek(x) : uk ∈ H2(Ω;R
1), Mu2k ≤ ̺21}

и определим разрешающий функционал (2.4)

α(t, τ, v) = sup
{
α̃ ≥ 0: M [vk − α̃e−k2τη(t)]2 ≤ ̺21

}
.

Нетрудно видеть, что

α(t, τ, v) =
〈η(t), vk〉H2

+
√

〈η(t), vk〉2H2
+ ‖η(t)‖2

H2
(̺21 − ‖vk‖2H2

)

e−k2τ‖η(t)‖2H2

. (3.13)

Множество Υ (2.5) состоит из тех моментов времени T0 ∈ [0, T ], которые удовлетворя-
ют (3.11). При определенных соотношениях на ̺1, ̺2 и за счет выбора достаточно большого T
это множество не является пустым, например, ̺1 > ̺2 + 1/

√
2 и T ≥ T ∗ (3.12).

Отображения (2.6), (2.7) представляют собой следующие выражения:

G1(τ, v) = {u(x, ω) ∈ U0 : uk(ω) = vk(ω)},

G2(τ, v) = {u(x, ω) ∈ U0 : uk(ω) = vk(ω)− e−k2τα(T0, τ, v)η(T0, ω)}.

Рассмотрим селекторы этих отображений

g1(τ, v) = vk(ω)ek(x) ∈ G1(τ, v), g2(τ, v) = [vk(ω)− e−k2τα(T0, τ, v)η(T0, ω))]ek(x) ∈ G2(τ, v).

Для любого допустимого управления v(τ, x, ω) = v(τ) ∈ V1 строим управление

u(τ) = u(τ, x, ω) =





[vk(τ, ω)− e−k2τα(T0, τ, v(τ))η(T0, ω)]ek(x), τ ∈ [0, t∗),

vk(τ, ω)ek(x), τ ∈ [t∗, T0],
(3.14)

где t∗ есть момент переключения с управления u(τ, x, ω) = g2(τ, v(τ)) на управление u(τ, x, ω) =
g1(τ, v(τ)), который определяется с помощью соотношения (2.8).

Таким образом, мы получили следующий результат.
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Утверждение 2. Пусть для конфликтно-управляемой системы (3.6), (3.7) выполняют-

ся следующие предположения: области управления U0 и V0 суть замкнутые шары в H2(Ω;
L2(0, π)) с центрами в нуле и радиусами ̺1 и ̺2, ̺1 − ̺2 > 1/

√
2; момент времени T яв-

ляется достаточно большим T ≥ T ∗ (3.12); K = Λ = Πk — оператор ортогонального про-

ектирования в пространстве L2(0, π) на линейную оболочку функции ek(x) =
√
2/π sin kx;

ξ(x, ω) ∈ H2(Ω;L2(0, π);F0), ξ = Πkξ = ξk(x, ω)ek(x), Mξ2k 6= 0.

Тогда при любом допустимом управлении v(t, x, ω) траектория системы (3.6), (3.7) мо-

жет быть приведена в ноль за время T0, удовлетворяющее (3.12), с помощью допустимого

управления u(t, x, ω) вида (3.14), где момент t∗ переключения управления удовлетворяет со-

отношению (2.8) с разрешающим функционалом α(t, τ, v) (3.13).
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