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Мы изучаем точную константу в неравенстве Никольского —Бернштейна ‖Df‖q ≤ C‖f‖p на подпро-

странстве целых функций f экспоненциального сферического типа в пространстве Lp(Rd) с весом vκ
степенного типа. В качестве дифференциального оператора D рассматривается неотрицательная целая

степень лапласиана Данкля ∆κ, ассоциированного с весом vκ. Этим также охватывается одномерный

случай пространства Lp(R+) со степенным весом t2α+1 и дифференциальным оператором Бесселя. Наш

основной результат заключается в доказательстве равенства между многомерной и одномерной весовы-

ми константами при 1 ≤ p ≤ q = ∞. Для этого мы показываем, что норма ‖Df‖∞ может быть заменена

значением Df(0), что было известно только в одномерном случае. Необходимое отображение подпростран-

ства функций, по сути сводящее задачу к радиальной, а значит, одномерной, осуществляется при помощи

положительного оператора обобщенного сдвига Данкля T t
κ. Мы доказываем его новое свойство аналити-

ческого продолжения по переменной t. Как следствие мы вычисляем весовую константу Бернштейна при

p = q = ∞, которая была известна в исключительных случаях. Также мы приводим некоторые оценки

констант и даем небольшой список открытых проблем.
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1. Введение

Пусть d ∈ N, Rd — d-мерное евклидово пространство со скалярным произведением 〈x, y〉 =
x1y1 + . . . + xdyd и нормой векторов |x| =

√

〈x, x〉, Bd = {x ∈ R
d : |x| ≤ 1} — единичный

шар. Для 0 < p ≤ ∞ и положительной на Q ⊂ R
d меры dρ через Lp(Q, dρ) будем обозна-

чать (весовое) пространство измеримых функций f : Q → C с конечной нормой ‖f‖p,dρ =
(

∫

Rd

|f(x)|p dρ(x)
)1/p

при p < ∞ (квази-нормой при p < 1) или ‖f‖∞ = ess supx∈Q |f(x)| при

p = ∞. Как обычно, dx для лебеговой меры опускается и L∞(Q) = C(Q) для непрерывных

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 18-11-00199).
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функций. Через C будем обозначать положительные константы, которые могут меняться от
места к месту. Пусть ⌈a⌉ — наименьшее целое, не меньшее a.

В классических неравенствах Бернштейна, Никольского, Маркова для подпространств по-
линомов и целых функций экспоненциального типа Lq-норма функции или ее производной
оценивается через Lp-норму и порядок или тип функций соответственно (см. обзоры результа-
тов в [3; 5; 6]). Данные неравенства играют важную роль во многих вопросах гармонического
анализа и его приложений, особенно в теории приближений. Большой интерес представляют
как порядковые неравенства с точным порядком роста, так и неравенства с точными кон-
стантами. Последний случай интересен также тем, что конструкция экстремальной функции
часто учитывает геометрические характеристики пространства, на котором заданы функции.
Иногда этот эффект позволяет решить сложную геометрическую задачу.

Точная константа Никольского— Бернштейна в неравенстве ‖Df‖q,dρ ≤ C‖f‖p,dρ для под-
пространства Y ⊂ Lp(Q, dρ) и дифференциального оператора D определяется равенством

Kp,q(Y,D) = sup
f∈Y \{0}

‖Df‖q,dρ
‖f‖p,dρ

, 0 < p, q ≤ ∞.

Если D = I — тождественный оператор, то константу принято называть константой Николь-
ского (иногда Джексона— Никольского), а если D 6= I, p = q, то — константой Бернштейна.

Мы изучаем задачу о точной константе Никольского— Бернштейна для подпространств
целых функций экспоненциального сферического типа в пространствах Lp(Rd, vκ(x) dx) с ве-
сом vκ степенного типа и лапласианом Данкля ∆κ, что охватывает безвесовой случай.

Мы рассмотрим случай p ≤ q = ∞ и докажем, что норму ‖Df‖∞ можно заменить значе-
нием в нуле Df(0). Этот факт активно изучался, например, в работах авторов [3]. Важность
возможности сдвига точки максимума в нуль обусловлена несколькими причинами. Напри-
мер, 1) с его помощью доказывается предельная связь между тригонометрической константой
Никольского— Бернштейна и константой для целых функций экспоненциального типа при
p < q = ∞, полученная в работах [6;15 (d = 1); 5 (d ≥ 1)]. В [15, разд. 3] этот факт специально
обсуждается в контексте гипотезы о предельной связи при q < ∞. 2) В нашем случае сдвиг
позволит свести многомерную задачу к одномерной весовой задаче и установить факт суще-
ствования экстремальной функции. 3) Становится возможным использовать общие оценки в
одномерной задаче для многомерной константы. В частности, таким образом мы вычислим
весовую константу Бернштейна при p = q = ∞.

1. Приведем один из многомерных результатов о связи констант, вытекающий из [5, тео-
рема 1.3]. Пусть T d

n — множество тригонометрических полиномов t(x) =
∑

k∈Zd∩nBd cke
i〈k,x〉

порядка n > 0, Ed
σ — множество целых функций экспоненциального сферического типа не

больше σ > 0, ∆ — оператор Лапласа и для r ∈ Z+

Cd(n, p, q, r) = Kp,q(T
d
n ∩ Lp((−π, π]d),∆r), Ld(p, q, r) = Kp,q(E

d
1 ∩ Lp(Rd),∆r)

— соответствующие константы Никольского— Бернштейна. Тогда при d ∈ N, 0 < p ≤ q = ∞

lim
n→∞

Cd(n, p,∞, r)

n2r+d/p
= Ld(p,∞, r). (1.1)

Случай q < ∞ сложнее, и в нем установлена только оценка сверху (гипотетически правиль-
ная). В работе [5] доказан общий случай спектра полиномов и функций, задаваемого при
помощи центрально симметричного выпуклого тела с центром в нуле, и однородного диффе-
ренциального оператора с постоянными коэффициентами. Интересно отметить, что равенство,
аналогичное (1.1), справедливо и для полиномов на евклидовой сфере S

d [4].
При d = 1 равенство (1.1) было ранее получено в работах [15 (r = 0); 6 (r ≥ 0)]. Поведение

остаточного члена при r = 0 можно оценить, например, из границ [8]

n1/p ≤
C1(n, p,∞, 0)

L1(p,∞, 0)
≤ (n+ ⌈p−1⌉)1/p, n ∈ Z+, 0 < p <∞.



Константы Никольского— Бернштейна для целых функций 77

Обзор точных констант Никольского— Бернштейна для подпространств тригонометриче-
ских полиномов и функций экспоненциального типа см., например, в [6 (d = 1); 5 (d > 1)].
В общем случае точные константы известны при (p, q) ∈ {(2, 2), (2,∞)}, когда достаточно
воспользоваться неравенством Коши— Буняковского для производной воспроизводящего яд-
ра подпространства. Для d = 1 и 0 < p = q ≤ ∞ имеем классическую константу Бернштейна,
равную 1. Для d > 1 константа Бернштейна

Ld(∞,∞, 1) = d (1.2)

вычислена в работе [13]. В статьях [11; 13] и др. эти результаты обобщены на случай ком-
пактных однородных пространств. Отметим предельный случай p = 0, где одномерные три-
гонометрические константы Никольского— Бернштейна получены в [1; 2]. Во всех остальных
ситуациях задача представляется открытой.

Наилучшая известная нам равномерная верхняя граница константы Никольского для це-
лых функций экспоненциального сферического типа имеет вид [16]

Ld(p, q, 0) ≤
((⌈p/2⌉

2π

)d
|Bd|

)1/p−1/q
, 0 < p ≤ q <∞, d ∈ N, (1.3)

где |Bd| = πd/2/Γ(d/2 + 1) — объем шара Bd. Эта оценка точная только при (p, q) = (2,∞).
Однако она дает отправную точку для исследования асимптотического поведения константы
Никольского Ld(p, q, 0), в частности, при больших размерностях d. Кроме того, в [13] наряду
с (1.2) показано, что

Ld(p, p, 1) ≤ d, 1 ≤ p ≤ ∞.

Однако, как отмечает автор, эти оценки при 1 ≤ p <∞ требуют уточнения, так как, например,
при p = 2 и d > 1 имеем Ld(2, 2, 1) = 1.

2. Как известно, множество целых функций экспоненциального сферического типа облада-
ет сферической симметрией, т. е. инвариантно относительно действия группы вращений O(d).
Поэтому представляет интерес рассмотреть задачу о точной константе Никольского— Берн-
штейна на подмножестве радиальных функций f(x) = f0(|x|), которые инвариантны отно-
сительно этого действия. Более того, при q = ∞ и 1 ≤ p ≤ ∞ общая и радиальная задачи
оказываются эквивалентными. Мы не можем дать прямую ссылку на этот факт, однако далее
он будет доказан даже в большей общности для весовых пространств Lp(Rd) (см. теорему 1).

Как известно, подмножество радиальных функций в Lp(Rd) изометрично множеству чет-
ных функций в Lp(R+, t

d/2−1 dt). Поэтому константа Никольского— Бернштейна для радиаль-
ных функций сводится к соответствующей задаче для четных целых функций экспоненциаль-
ного типа на полуоси с весом t2α+1, α ≥ −1/2. Пусть для t ∈ R+

dνα(t) = bαt
2α+1 dt, b−1

α = 2αΓ(α+ 1), Dα =
d2

dt2
+

2α + 1

t

d

dt
, (1.4)

где Dα — дифференциальный оператор Бесселя, который при α = d/2 − 1 совпадает с ради-
альной частью оператора Лапласа.

Пусть Bσ
p,dνα

(R+) — подпространство Lp(R+, dνα) четных целых функций экспоненциаль-
ного типа не больше σ > 0. В этом случае точное неравенство Никольского— Бернштейна

‖Dr
αf‖q,να ≤ L(α, p, q, r)σ2r+(2α+2)(1/p−1/q)‖f‖p,να , (1.5)

где
L(α, p, q, r) = Kp,q(B

1
p,dνα(R+),D

r
α),

изучалось в работах [3; 18].
Настоящая работа является продолжением наших исследований [4; 7–10] по по точным и

порядковым константам Никольского— Бернштейна в весовых пространствах Lp(Rd, vκ(x) dx);
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см. также работу первого автора (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, № 4.
С. 92–103). В последней работе было доказано, что при 1 ≤ p ≤ q = ∞ и r ≥ 0 неравенство (1.5)
с той же константой справедливо для произвольных (необязательно четных) функций из E1

σ ∩
Lp(R, |t|2α+1 dx) (см. также [7], где изучен случай r = 0), и при (p, q) = (1,∞) получены
некоторые точные результаты на подмножестве неотрицательных функций.

Решение проблемы со сдвигом точки максимума в нуль для константы Никольского—
Бернштейна L(α, p,∞, r) для 1 ≤ p ≤ q = ∞ при r = 0 вытекает из [3, теорема 2], а при
r ≥ 1 — из теоремы 2 вышеуказанной работы.

Предложение 1. Пусть α ≥ −1/2, 1 ≤ p ≤ ∞ и r ∈ Z+. Тогда

L(α, p,∞, r) = sup
Dr

αF (0)

‖F‖p,dνα
, (1.6)

где верхняя грань берется по всем действительным функциям F ∈ B1
p,dνα

(R+) \ {0}.

Кроме того, существует действительная экстремальная функция F∗ ∈ B1
p,dνα

(R+), та-

кая что ‖F∗‖p,dνα = 1 и Dr
αF∗(0) = L(α, p,∞, r). При 1 < p <∞ она единственная.

З а м е ч а н и е 1. В связи с предложением 1 отметим полезное равенство (см. (3.1))

Dr
αF (0) =

4r
(r+α

r

)

(

2r
r

) F (2r)(0).

Естественным многомерным обобщением веса |t|2α+1 является вес
∏d

j=1 |xj|
2αj+1. Однако

удобнее рассмотреть более общий случай веса Данкля степенного типа, включающий данный
пример. Пусть задан конечный набор векторов R ⊂ R

d \ {0}, образующих систему корней;
G(R) ⊂ O(d) — конечная группа отражений, порожденная отражениями σa, a ∈ R, относи-
тельно гиперплоскостей 〈a, x〉 = 0; κ(a) : R → R+ — неотрицательная функция кратности,
инвариантная относительно группы G(R). Тогда вес Данкля, ассоциированный с R, имеет вид

vκ(x) =
∏

a∈R+

|〈a, x〉|2κ(a), x ∈ R
d,

где R+ ⊂ R — некоторая положительная подсистема системы корней (см. [19]). Например,
если R = {±e1, . . . ,±ed}, где e1, . . . , ed — единичные орты, то G(R) = Z

d
2, и мы приходим к

отмеченному выше весу vκ(x) =
∏d

j=1 |xj |
2κj , где κj = αj + 1/2 ≥ 0.

Положим

dµκ(x) = cκvκ(x) dx, c−1
κ =

∫

Rd

e−|x|2/2vκ(x) dx,

где нормировочная константа c−1
κ известна как интеграл Макдональда— Мета— Сельберга.

Если функция кратности κ = 0, то получаем безвесовой случай dµ0(x) = (2π)−d/2 dx.
В пространстве Lp(Rd, dµκ) справедливо свойство однородности

‖fλ‖p,dµκ
= λ−dκ/p‖f‖p,dµκ

, λ > 0, (1.7)

где fλ(x) = f(λx) и dκ — размерность Данкля, определяемая равенством

dκ = d+ 2
∑

a∈R+

κ(a).

Роль частных производных играют следующие дифференциально-разностные G-инвариант-
ные операторы Данкля:

Tjf(x) =
∂f(x)

∂xj
+

∑

a∈R+

κ(a)〈a, ej〉
f(x)− f(σax)

〈a, x〉
, j = 1, . . . , d.
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С их помощью определяются градиент ∇κ = (T1, . . . , Td) и лапласиан ∆κ = ∇2
κ Данкля. При

κ = 0 приходим к обычному градиенту ∇ и оператору Лапласа ∆.
Необходимо отметить, что гармонический анализ в пространстве Lp(Rd, dµκ) базируется на

преобразовании Данкля Fκ (см. разд. 2). Для радиальных функций f(x) = f0(|x|) оно сводится
к преобразованию Ганкеля Hακ в пространстве Lp(R+, dνακ), где

ακ =
dκ
2

− 1.

При этом
∫

Rd

f(x) dµκ(x) =

∞
∫

0

f0(t) dνακ(t), ∆κf(x) = Dακf0(t). (1.8)

Пусть 0 < p ≤ ∞, σ > 0. Рассмотрим весовое подпространство

Bσ
p,dµκ

(Rd) = Ed
σ ∩ Lp(Rd, dµκ)

целых функций экспоненциального сферического типа не выше σ. Напомним, что функции f
сферического типа σ удовлетворяют неравенству [17, гл. 3]

|f(z)| ≤ Cεe
(σ+ε)|z| ∀ z ∈ C

d, ∀ ε > 0,

где нижняя грань σ(f) называется (точным) сферическим типом f . В [9] доказано, что для
функций f ∈ Bσ

p,dµκ
(Rd) справедлива более точная оценка

|f(z)| ≤ Ceσ|Im z| ∀ z ∈ C
d.

Отсюда, в частности, следует, что f ограничена на R
d и Bσ

p,dµκ
(Rd) ⊂ Bσ

∞(Rd) при 0 < p <∞.

З а м е ч а н и е 2. С учетом (1.8) для радиальной функции f ∈ Bσ
p,dµκ

(Rd) имеем f0 ∈
Bσ
p,dνακ

(R+), и наоборот.

В [9, разд. 7] доказано следующее порядковое неравенство Никольского— Бернштейна для
лапласиана Данкля:

‖∆r
κf‖q,dµκ

≤ Cσ2r+dκ(1/p−1/q)‖f‖p,dµκ
, r ∈ Z+, f ∈ Bσ

p,dµκ
(Rd), (1.9)

где 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ и C не зависит от f и σ. Для d = 1, κ = α + 1/2, четных функций
и оператора Бесселя Dα получаем неравенство в подпространстве Bσ

p,dνα
(R+), установленное

в [18]. При p < 1 неравенство (1.9) известно только для d = 1, r ≥ 0 и d ≥ 1, r = 0. Отметим
работу [10], где неравенство (1.9) обобщено на случай нецелого r > 0.

Из соотношений однородности (1.7), ∆κfλ = λ2∆κf и σ(fλ) = λσ(f) вытекает, что точную
весовую константу Никольского— Бернштейна в неравенстве (1.9) достаточно определить для
функций типа не больше 1. Положим

Ld,κ(p, q, r) = Kp,q(B
1
p,dµκ

(Rd),∆r
κ). (1.10)

Тогда, например, Ld,0(p, q, r) = (2π)(d/2)(1/p−1/q)Ld(p, q, r).

Основной результат работы. Сформулируем следующее утверждение о равенстве мно-
гомерной (1.10) и одномерной (1.6) констант Никольского— Бернштейна.

Теорема 1. Пусть d ∈ N, κ — произвольная функция кратности, dκ = d+2
∑

a∈R+
κ(a),

1 ≤ p ≤ ∞ и r ∈ Z+. Тогда

Ld,κ(p,∞, r) = L(ακ, p,∞, r), ακ =
dκ
2

− 1. (1.11)

При этом существует действительная радиальная экстремальная функция f∗ такая, что

‖f∗‖p,dµκ
= 1 и ∆r

κf∗(0) = Ld,κ(p,∞, r).
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З а м е ч а н и е 3. Для d = 1, κ = α+ 1/2 эта теорема доказана в работе первого автора
(Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018). В силу предложения 1 и (1.8), если
верно (1.11), то f∗(x) = F∗(|x|) будет искомой радиальной экстремальной функцией.

З а м е ч а н и е 4. Доказательство теоремы (1) несложно в безвесовом случае, когда мож-
но воспользоваться инвариантностью подпространства целых функций экспоненциального ти-
па, нормы ‖f‖p и оператора Лапласа ∆ относительно оператора сдвига f(·) 7→ f(·+ x0).

В случае весовых Lp-пространств, в частности, Lp(Rd, dµκ), κ 6= 0, при таком подходе воз-
никает сложность, связанная с тем, что обычный оператор сдвига не является инвариантным
для весовой нормы и соответствующего дифференциального оператора. В серии работ ав-
торов [3], посвященных точному неравенству Никольского, для преодоления этой сложности
было предложено использовать оператор обобщенного сдвига T tf(x), который действует инва-
риантно на подпространстве функций f и обладает свойствами T 0f = f и ‖T tf‖p ≤ ‖f‖p при
1 ≤ p ≤ ∞. В [9] для общего веса Данкля нами был построен и исследован положительный
оператор Данкля T t

κ (см. разд. 2), который обладает нужными свойствами. Мы установим но-
вый факт действия T t

κ на подпространстве B1
p,dµκ

(Rd), который позволит доказать теорему 1
(см. разд. 3).

3. Как следствие теоремы 1 вычислим константу Бернштейна при p = q = ∞.

Теорема 2. Для всех r ∈ Z+

Ld,κ(∞,∞, r) =
4r
(r+ακ

r

)

(2r
r

) .

Экстремальной функцией является (−1)r cos |x|.

З а м е ч а н и е 4. Имеем Ld,0(∞,∞, 1) = d, поэтому эта теорема обобщает равенство (1.2),
которое, получается, для вывода точной константы при r > 1 нельзя итерировать. При r = 1
теорему 2 можно сразу вывести из (1.11) и равенства L(α,∞,∞, 1) = 2α+ 2 [18].

Далее в разд. 2 мы дадим необходимые сведения из гармонического анализа Данкля и
Ганкеля, приведем свойства положительного оператора обобщенного сдвига Данкля и докажем
предложение 2 о его аналитическом продолжении. В разд. 3 доказываются теоремы 1 и 2.
В заключительном разделе мы приведем некоторые известные нам равенства и оценки для
весовых констант Никольского— Бернштейна и предложим несколько открытых задач, часть
из которых кажутся нам трудными.

2. Положительный оператор обобщенного сдвига Данкля

Предварительно нам потребуются некоторые сведения из гармонического анализа Данкля
в весовом пространстве Lp(Rd, dµκ) (см. [9] и ссылки там). Преобразование Данкля определя-
ется равенством

Fκ(f)(y) =

∫

Rd

f(x)eκ(x, y) dµκ(x), y ∈ R
d,

где eκ(x, y) = Eκ(x, iy) — обобщенная экспонента, Eκ(x, y) — ядро Данкля.

При κ = 0 имеем e0(x, y) = ei〈x,y〉 и обычное преобразование Фурье F0. Другим приме-
ром является одномерный случай группы отражений G = Z2, κ = α + 1/2. Тогда получаем
пространство Lp(R, 2−1 dνα) и eκ(x, y) = eα(xy), где мера dνα определена в (1.4) и

eα(t) = jα(t)− ij′α(t) = jα(t) +
it

2(α + 1)
jα+1(t). (2.1)
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Здесь jα(t) = Γ(α + 1)(2/t)αJα(t) — нормированная функция Бесселя порядка α, jα(0) = 1.
Для нее при r ∈ Z+ имеем

(−Dα,t)
rjα(λt) = λ2rjα(λt), (2.2)

где Dα — дифференциальный оператор Бесселя (1.4) и Dα,t означает действие по переменной t.

Отметим интегральное представление Рёслер eκ(x, y) =

∫

Rd

ei〈ξ,y〉 dµκx(ξ), где µκx — вероят-

ностная мера Бореля, носитель которой содержится в выпуклой оболочке G-орбиты точки x.
Это представление дает базовые свойства eκ(x, y), аналогичные свойствам ei〈x,y〉. Кроме то-
го, обобщенная экспонента является единственным решением дифференциально-разностной
задачи ∇κ,xeκ(x, y) = iyeκ(x, y), eκ(0, y) = 1. Отсюда для лапласиана Данкля

(−∆κ,x)
reκ(x, y) = |y|2reκ(x, y).

Преобразование Данкля Fκ является унитарным оператором в пространстве L2(Rd, dµκ) и
F−1
κ (f)(x) = Fκ(f)(−x). Оператор Fκ автоморфен на классе шварцовских функций S(Rd).

Для радиальной функции f(x) = f0(|x|) имеем Fκ(f)(y) = Hακ(f0)(|y|), где Hα — преобра-
зование Ганкеля, определяемое равенством

Hα(f0)(s) =

∫

R+

f0(t)jα(st) dνα(t), s ∈ R+.

В силу (2.1) преобразование Ганкеля Hα в Lp(R+, dνα) и одномерное преобразование Данк-
ля Fα+1/2 на подпространстве четных функций из Lp(R, 2−1 dνα) совпадают, а значит, обла-
дают аналогичными свойствами. Отсюда и из унитарности Fα+1/2 в L2(R, 2−1 dνα), например,
следует, что оператор Hα унитарный в L2(R+, dνα) и H−1

α = Hα.
Определим положительный оператор обобщенного сдвига (или среднего значения) Данк-

ля T t
κ, t ∈ R, и перечислим некоторые его свойства (см. [9]). Пусть Br(x) — шар радиуса r > 0

с центром в точке x ∈ R
d.

1. Если f ∈ C(Rd), то T t
κ задается формулой Рёслер [19]

T t
κf(x) =

∫

Rd

f(z) dσκx,t(z) ∈ C(R+ × R
d), (2.3)

где σκx,t — вероятностная борелевская мера, для которой

suppσκx,t ⊂
⋃

g∈G(R)

Bt(gx) ⊂ B|x|+t(0). (2.4)

При этом T t
κ,xeκ(x, y) = jακ(t|y|)eκ(x, y). Имеем ‖T t

κ‖∞→∞ = 1.

2. В L2(Rd, dµκ) оператор T t
κ определяется как мультипликатор Данкля

T t
κf(x) =

∫

Rd

jακ(t|y|)Fκ(f)(y)eκ(x, y) dµκ(y). (2.5)

Из неравенства |jα(t)| ≤ jα(0) = 1 следует, что ‖T t
κ‖2→2 = 1 для любого t ∈ R+.

3. Если f ∈ S(Rd), 1 ≤ p <∞, то ‖T t
κf‖p,dµκ

≤ ‖f‖p,dµκ
, и оператор T t

κ продолжается на все
пространство Lp(Rd, dµκ) с сохранением нормы.

4. Оператор T t
κ четный по t, положительный, самосопряженный,

T 0
κf = f, T t

κ1 = 1, ‖T t
κ|f |‖1,dµκ

= ‖f‖
1,dµκ

, (2.6)

откуда ‖T t
κ‖1→1 = 1.



82 Д.В. Горбачев, В.И.Иванов

5. Сужение T t
κ на радиальные функции выражается через оператор обобщенного сдвига

Бесселя— Гегенбауэра. При κ = 0 оператор T t
0 является обычным оператором сферического

среднего значения.

6. Пусть x0 ∈ R
d — фиксированная точка. Тогда

‖T t
κf(x0)‖p,dνακ

=

(
∫

R+

|T t
κf(x0)|

p dνακ(t)

)1/p

≤ ‖f‖p,dµκ
, 1 ≤ p ≤ ∞. (2.7)

7. В пространстве C∞(Rd) оператор T t
κ перестановочен с ∆κ в том плане, что Dακ,tT

t
κ,x =

T t
κ,x∆κ,x [14, предложение 5.2]. Отсюда

Dr
ακ,tT

t
κ,x = T t

κ,x∆
r
κ,x, r ∈ Z+. (2.8)

До сих пор оператор T t
κ рассматривался для t ∈ R. Установим следующий результат об

аналитическом продолжении T t
κ на t ∈ C для произвольной функции кратности κ.

Предложение 2. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, σ > 0, x0 ∈ R
d, f ∈ Bσ

p,dµκ
(Rd) и F (t) = T t

κf(x0).
Тогда

F (t) ∈ Bσ
p,dνακ

(R+).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.7) имеем ‖F‖p,dνακ
≤ ‖f‖p,dµκ

, 1 ≤ p ≤ ∞, поэтому
достаточно установить, что F ∈ Bσ

∞(R+).
Рассмотрим вначале случай подпространства шварцовских функций f ∈ Bσ

p,dµκ
(Rd)∩S(Rd).

Тогда по теореме Пэли— Винера [12, теорема 4.10] имеем

f(x) =

∫

Bσ(0)

Fκ(f)(y)eκ(x, y) dµκ(y).

Отсюда и из (2.5)

F (t) =

∫

Bσ(0)

jακ(t|y|)Fκ(f)(y)eκ(x0, y) dµκ(y).

Так как t 7→ jακ(t|y|) — четная целая функция экспоненциального типа |y| ≤ σ, то F ∈ Bσ
∞(R+).

Пусть теперь f ∈ Bσ
p,dµκ

(Rd) \ S(Rd). Построим последовательность шварцовских функ-

ций fε ∈ Bσ
∞(Rd), сходящихся равномерно к f при ε→ 0 на каждом компакте из R

d. Для этого
при ε ∈ (0, 1/2) можно положить fε(x) = f((1− ε)x)ψ(εx), где ψ ∈ Bσ

∞(Rd) — неотрицательная
шварцовская функция, для которой ‖ψ‖∞ = ψ(0) = 1.

Последовательность функций fε равномерно ограничена в Lp(Rd, dµκ)∩L
∞(Rd), поскольку

с учетом (1.7)

‖fε‖p,dµκ
≤ ‖ψ(εx)‖∞‖f((1− ε)x)‖p,dµκ

≤ (1− ε)−dκ/p‖f‖p,dµκ
≤ 2dκ/p‖f‖p,dµκ

(2.9)

(при p = ∞ константа равна 1) и по неравенству Никольского (см. (1.9) при d = 1, r = 0)

‖fε‖∞ ≤ C‖fε‖p,dµκ
. (2.10)

Положим Fε(t) = T t
κfε(x0) и покажем, что Fε(t) сходится равномерно к F (t) при ε → 0 на

каждом компакте [0, R], R > 0. Действительно, из свойства 1 оператора T t
κ (см. (2.3) и (2.4))

следует, что

|F (t)− Fε(t)| ≤

∫

Rd

|f(z)− fε(z)| dσ
κ
x0,t(z) ≤ ‖f − fε‖C(B|x0|+t(0)),
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откуда

‖F − Fε‖C([0,R]) ≤ ‖f − fε‖C(B|x0|+R(0)) → 0, ε→ 0.

Для шварцовских функций fε мы показали, что Fε ∈ Bσ
∞(R+). При этом, последовательно

применяя (2.7), (2.10) и (2.9), получаем

‖Fε‖∞ ≤ ‖fε‖∞ ≤ C‖fε‖p,dµκ
≤ C‖f‖p,dµκ

,

т. е. последовательность Fε четных целых функций экспоненциального типа не выше σ равно-
мерно ограничена в L∞(R+). Отсюда по теореме компактности для целых функций экспонен-
циального типа (см., например, [17, 3.3.6]) заключаем, что существует подпоследовательность
{Fεj}

∞
j=1, равномерно сходящаяся при j → ∞ на каждом отрезке из R+ к некоторой функции

F∗ ∈ Bσ
∞(R+). Отсюда и из равномерной сходимости на отрезках Fε к F получаем, что F и F∗

можно отождествить. Таким образом, F ∈ Bσ
∞(R+). Предложение доказано.

3. Доказательство основных результатов

3.1. Доказательство теоремы 1

Докажем равенство (1.11), т. е.

Ld,κ(p,∞, r) = sup
{‖∆r

κf‖∞
‖f‖p,dµκ

: f ∈ B1
p,dµκ

(Rd) \ {0}
}

= L(α, p,∞, r) = sup
{Dr

αF (0)

‖F‖p,dνα
: F ∈ B1

p,dνα(R+) \ {0}
}

.

В силу (1.8) и замечания 2 оценка снизу получается на радиальных функциях f(x) =
F (|x|). Установим оценку сверху.

Для произвольно малого ε > 0 выберем функцию f ∈ B1
p,dµκ

(Rd), такую что ‖f‖p,dµκ
= 1 и

Ld,κ(p,∞, r) ≤ ∆r
κf(x0) + ε

для некоторой точки x0 ∈ R
d, зависящей от ε.

Теперь воспользуемся предложением 2 и положим F (t) = T t
κf(x0). Тогда F (t) ∈ Bσ

p,dνακ
(R+).

В силу (2.7)

‖F‖p,dνακ
≤ ‖f‖p,dµκ

= 1,

а из (2.8), (2.6)

Dr
ακ,tF (t) = T t

κ,x(∆
r
κ,xf)(x0), Dr

ακ,tF (0) = ∆r
κ,xf(x0).

Таким образом, Ld,κ(p,∞, r) ≤ Dr
ακ,tF (0) + ε. Функция F зависит от ε, но ясно, что

Dr
ακ,tF (0) ≤ L(α, p,∞, r), поэтому

Ld,κ(p,∞, r) ≤ L(α, p,∞, r) + ε.

Остается ε устремить к нулю.

Равенство (1.11) установлено. Существование радиальной экстремальной функции выте-
кает из замечания 3. Теорема доказана.
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3.2. Доказательство теоремы 2

В силу теоремы 1 достаточно показать, что при α ≥ −1/2 и r ∈ Z+

L(α,∞,∞, r) =
4r
(

r+α
r

)

(2r
r

) .

Пусть F — целая четная действительная целая функция экспоненциального типа не боль-
ше 1, ограниченная на R+. Вычислим Dr

αF (0) на основе ряда Тейлора

F (t) =
∞
∑

k=0

F (2k)(0)

(2k)!
t2k.

В силу (1.4) имеем Dαt
2k = 4k(k + α)t2k−2. Отсюда по индукции

Dr
αt

2k = 4rk(k − 1) . . . (k − r + 1)(k + α)(k + α− 1) . . . (k + α− r + 1)t2k−2r.

Таким образом,

Dr
αF (0) =

4rr! Γ(r + α+ 1)

(2r)! Γ(α + 1)
=

4r
(r+α

r

)

(

2r
r

) F (2r)(0). (3.1)

По классическому неравенству Бернштейна имеем ‖F (2r)‖∞ ≤ ‖F‖∞, которое является
точным, например, для cos t. Осталось учесть, что cos(2r)(0) = (−1)r. Теорема доказана.

4. Финальные замечания

1. Пусть α ≥ −1/2, b−1
α = 2αΓ(α + 1) — множитель в dνα (1.4), r ∈ Z+. Справедливы

следующие результаты для одномерной весовой константы:

1) L(α, 2, 2, r) = 1, L(α, 2,∞, r) =
( bα
4r + 2α+ 2

)1/2
(см. Тр. Ин-та математики и механики

УрО РАН. 2018. Т. 24, № 4. С. 92–103);

2) L(α, p, p, r) ≤ 2α+ 2, 1 ≤ p ≤ ∞ [18];

3) L(α, p,∞, 0) ≤
( bα
2α+ 2

)1/p⌈p

2

⌉(2α+2)/p
, 0 < p <∞ [7];

4) L(α, p,∞, 0) ≥
( bα
2α+ 2

)1/p(p

2

)((2α+2)/p) (1+o(1))
, α→ ∞, 0 < p <∞ [7];

5) L(α, p,∞, r) ≤
( bα
(2r + 2α+ 2)2−p(4r + 2α+ 2)p−1

)1/p
, 1 ≤ p ≤ 2;

6) L(α, p, q, r) ≤ (L(α, p, p, r))p/q(L(α, p,∞, r))1−p/q , 0 < p ≤ q ≤ ∞.

Неравенство 5 доказывается аналогично случаю r = 0 [7, предложение 1] из равенства

Dr
αf(0) = (−1)r

1
∫

0

f(t)Hα(χr)(t) dνα(t), χr(t) = t2rχ[0,1](t).

Оно следует при 1 ≤ p ≤ 2 из теоремы Пэли— Винера для преобразования Ганкеля и (2.2).
Теперь, как и в [7], можно применить неравенство Гёльдера и воспользоваться неравенствами

‖Hα(χr)‖p′,dνα ≤ ‖Hα(χr)‖
2/p′

2,dνα
‖Hα(χr)‖

1−2/p′
∞ = ‖χr‖

2/p′

2,dνα
‖Hα(χr)‖

1−2/p′
∞ ,
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где p′ = p/(p − 1) ≥ 2. Каждый из сомножителей справа легко оценить, и это дает 5.

Оценка 6 вытекает из неравенства ‖f‖q,dνα ≤ ‖f‖
p/q
p,dνα

‖f‖
1−p/q
∞ и применима для произволь-

ных констант Никольского— Бернштейна.

Из 1, 3–6 и теоремы 1 при 1 ≤ p ≤ q = ∞ сразу получаем аналогичные результаты в
многомерном случае для константы Ld,κ(p,∞, r) = L(ακ, p,∞, r).

Например, из 3 для κ = 0 получаем оценку для Ld,0(p,∞, 0) и после перенормировки —
оценку (1.3). Отметим, что из взаимосвязи констант мы не можем получить случай κ 6= 0,
p < 1, и нужно действовать напрямую.

Равенство Ld,κ(2, 2, r) = 1 легко доказать напрямую. Мы не стараемся перенести неравен-
ство 2, поскольку при p 6= 2,∞ оно нуждается в уточнении даже в одномерном случае.

2. Приведем список некоторых интересных, на наш взгляд, задач для весовых неравенств
Никольского— Бернштейна. Некоторые из них кажутся достаточно сложными.

1) Доказать порядковое неравенство Бернштейна для однородного полинома от градиента
Данкля ∇κ. Здесь соответствующий мультипликатор Данкля в общем случае не будет четным
радиальным полиномом, что делает задачу непростой.

2) Доказать неравенство Бернштейна с неточной константой для лапласиана Данкля ∆κ

при p < 1.

3) Доказать единственность или описать все экстремальные функции в многомерных за-
дачах при 1 ≤ p ≤ ∞, а не только на подмножестве радиальных функций.

4) Вычислить точную весовую константу Бернштейна в каком-нибудь случае, отличном от
p = 2, ∞.

5) Вычислить многомерные константы Никольского— Бернштейна на подмножествах неот-
рицательных функций. В частных случаях это было сделано в [4] и отмеченной работе первого
автора (Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018).
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