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1. Введение

Одной из наиболее важных задач теории приближения функций является задача об отыс-
кании точных констант в неравенствах типа Джексона — Стечкина. Напомним, что под нера-
венствами Джексона — Стечкина понимают соотношения, в которых величина наилучшего
приближения функции конечномерным подпространством в заданном нормированном про-
странстве оценивается через модуль гладкости самой функции или некоторой ее производной.
Отметим, что в случае равномерного приближения непрерывных периодических функций три-
гонометрическими полиномами точная константа в неравенстве Джексона найдена в [1]. Ана-
логичная задача в случае приближения периодических функций тригонометрическими поли-
номами в пространстве L2 := L2[0, 2π] решена в [2;3]. В дальнейшем идеи из [2;3] плодотворно
развивалась, например, в работах [4–10].

2. Вспомогательные утверждения

Через B2 := B2(D) обозначим пространство Бергмана комплексных функций f , регуляр-
ных в односвязной ограниченной области D ⊂ C с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖B2(D) =

(

1

π

∫∫

(D)

|f(z)|2 dσ
)1/2

,

где интеграл понимается в смысле Лебега, dσ = dσ(z) — здесь и в дальнейшем элемент пло-
щади.
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Пусть {ϕk(z)}∞k=0 — ортонормированная система функций в B2. Если f ∈ B2, то числа

ak(f) =
1

π

∫∫

(D)

f(z)ϕk(z) dσ (2.1)

называются коэффициентами Фурье функции f по отношению к ортонормированной системе
{ϕk(z)}∞k=0. Функции f сопоставляется ее ряд Фурье по указанной ортогональной системе

f(z) ∼
∞
∑

k=0

ak(f)ϕk(z). (2.2)

Пусть

Sn−1(f, z) =

n−1
∑

k=0

ak(f)ϕk(z), n ∈ N,

— частичная сумма n-го порядка ряда (2.2). Составим линейную комбинацию первых из n
функций системами {ϕk(z)}

pn−1(z) =

n−1
∑

k=0

dkϕk(z),

которую назовем обобщенным полиномом, где dk ∈ C — произвольные комплексные коэффи-
циенты. Хорошо известно, что (см., например, [11, с. 203])

En−1(f)2 = inf{‖f − pn−1‖ : dk ∈ C} = ‖f − Sn−1(f)‖ =
(

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
)1/2

,

где ak(f) — коэффициенты Фурье функции f , определенные равенством (2.1).
Пусть

T (ξ, η;h) =

∞
∑

k=0

ϕk(ξ)ϕk(η)h
k, (2.3)

где h ∈ (0, 1), (ξ, η) ∈ D ×D, а равенство (2.3) понимается в смысле сходимости в L2(D × D).
В пространстве B2 вслед за [12] рассмотрим введенный авторами оператор обобщенного сдвига

Fhf(z) =
1

π

∫∫

(D)

f(ζ)T (z, ζ; 1− h) dσ(ζ) (2.4)

и разности ∆1
hf(τ), ∆

m
h f(z).

Для функции f ∈ B2 определим конечные разности первого и высших порядков следую-
щим образом:

∆1
hf(z) = Fhf(z)− f(z) = (Fh − I)f(z),

∆m
h f(z) = ∆h(∆

m−1
h f(z)) = (Fh − I)mf(z) =

m
∑

k=0

(−1)m−kCk
mF

k
h f(z),

где ∆m
h f(z) называется обобщенной конечной разностью m-го порядка функции f ∈ B2 посред-

ством оператора обобщенного сдвига Fhf(z); F
0
hf(z) = If(z) = f(z), F k

h f(z) = Fh(F
k−1
h f(z)),

k = 1,m, m ∈ N, I — единичный оператор в пространстве B2. Пользуясь формулами (2.1) и
(2.3), оператор (2.4) представим в виде

Fhf(z) =
1

π

∫∫

(D)

f(ζ)T (z, ζ; 1− h) dσ =
1

π

∫∫

(D)

f(ζ)
(

∞
∑

k=1

ϕk(z)ϕ̄k(ζ)(1− h)k
)

dσ
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=

∞
∑

k=1

(

1

π

∫∫

(D)

f(ζ)ϕ̄k(ζ) dσ

)

ϕk(z)(1 − h)k =

∞
∑

k=1

ak(f)ϕk(z)(1 − h)k.

Поэтому для разностей первого и высших порядков получаем

∆1
hf(z) = Fhf(z)− f(z) =

∞
∑

k=1

ak(f)ϕk(z)[(1 − h)k − 1] (2.5)

и по индукции

∆m
h f(z) = ∆h

(

∆m−1
h f(z)

)

=
∞
∑

k=1

ak(f)ϕk(z)[(1 − h)k − 1]m. (2.6)

Величину
Ωm(f ; t)2 = sup

{

‖∆m
h f‖ : 0 < h ≤ t

}

будем называть обобщенным модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2.
Рассмотрим более подробно случай, когда D есть единичный круг U := {z ∈ C : |z| < 1}.

Очевидно, что в этом случае система функций ψ(z) = zk (k = 0, 1, 2, . . .) является ортогональ-
ной в круге U :

1

π

∫∫

(U)

ψ(z)ψ∗
l (z) dσ =

1

π

1
∫

0

2π
∫

0

rk+l+1ei(k−l)t dr dt = 0, k 6= l.

Но эта система не является ортонормированной, поскольку

1

π

∫∫

(U)

|ψ(z)|2 dσ =
1

π

1
∫

0

2π
∫

0

r2k+1 dr dt =
1

k + 1
.

Следовательно, система функций ϕk(z) =
√
k + 1zk (k = 0, 1, 2, . . .) является ортонормирован-

ной системой. Для ее элементов имеем классическую разность с шагом h

∆̃1
hϕ(z) = ϕk(z + h)− ϕk(z) =

√
k + 1(z + h)k −

√
k + 1zk

=
√
k + 1

k
∑

l=1

C l
kz

k−lhl =
√
k + 1 h

k
∑

l=1

C l
kz

k−lhl−1 = O(h) при h→ 0. (2.7)

Перепишем равенство (2.5) в следующем виде:

∆1
hf(z) =

∞
∑

k=0

ak(f)ϕk(z)((1 − h)k − 1) =
∞
∑

k=0

ak(f)ϕk(z)
(

k
∑

j=1

(−h)jCj
k

)

= h

∞
∑

k=0

k
∑

j=1

ak(f)ϕk(z)(−1)jCj
kh

j−1 = O(h) при h→ 0. (2.8)

Из (2.7) и (2.8) видно, что разности первого порядка как для классической разности (2.7),
так и для обобщенной разности (2.8) имеют одинаковый (первый) порядок малости по h при
h → 0, и тем самым оправданы введенные в (2.5) и (2.6) обобщенные разности для любых
аналитических функций f(z) и ортогональных в B2 систем {ϕk(z)}.

В случае приближения в среднем функций комплексной переменной, регулярных в одно-
связной области D ⊂ C, рядами Фурье по ортогональной в D системе функций {ϕk(z)}∞k=0
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задача отыскания точной константы в неравенстве Джексона— Стечкина изучалась в рабо-
те [12]. Там было доказано следующее утверждение.

Теорема [12, теорема 1]. Для любой функции f ∈ B2 при любом h ∈ (0, 1) справедлива

оценка

En−1(f)B2
≤ [1− (1− h)n]−mΩm(f, h), n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . ,

причем при каждом фиксированном n константа в правой части неравенства (10) уменьше-

на быть не может.

3. Основной результат

Понятно, что вышеприведенная теорема содержательна только в том смысле, что при каж-
дом фиксированном m ∈ N параметры n и h должны быть связаны таким образом, что при
n → ∞ числа h = hn должны стремиться к нулю. Иначе, зафиксировав h и устремив n к ∞,
получим верное, но грубое неравенство 0 ≤ Ωm(f, h), а значит, при любом фиксированном
h ∈ (0, 1) и больших (фиксированных) n неравенство также будет грубым. Приводим уточне-
ние вышеприведенного утверждения в случае m = 1.

Теорема 1. Для любой функции f ∈ B2 при любом α ∈ (0, 1) имеет место точное нера-

венство

E2
n−1(f) ≤

1

α
Ω2

(

f, hn(α)
)

, (3.1)

где hn = hn(α) = 1 − n
√

1−√
α. Неравенство (3.1) обращается в равенство для функции

f0(z) = ϕn(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенства (2.5) находим

∥

∥∆1
hf

∥

∥

2

2
=

∞
∑

k=1

|ak(f)|2
[

(1− h)k − 1
]2
. (3.2)

Откуда имеем

∥

∥∆1
hf

∥

∥

2

2
=

∞
∑

k=1

|ak(f)|2
[

(1− h)k − 1
]2 ≥

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
[

(1− h)2k − 2(1 − h)k + 1
]

=
∞
∑

k=n

|ak(f)|2
[

α+ (1− α+ (1− h)2k − 2(1 − h)k)
]

= αE2
n−1(f) +

∞
∑

k=n

|ak(f)|2 · A(k, h, α), (3.3)

где A(k, h, α) = 1− α+ (1− h)2k − 2(1 − h)k, α ∈ (0, 1).
Рассмотрим поведение величины A(k, h, α) как функции, зависящей от h, при ограничениях

k ≥ n и α ∈ (0, 1) для параметров k и α. Имеем

∂

∂h
A′(k, h, α) = 2k(1− h)k−1 − 2k(1 − h)2k−1 = 2k(1− h)k−1[1− (1− h)k] > 0.

Отсюда видно, что функция A(k, h, α) при любом α ∈ (0, 1) и любом k ≥ n есть возрастающая
функция параметра h и меняется при возрастании h на [0, 1] от −α до 1 − α. Находим нули
hk(α) функции A(k, h, α)

1− α+ (1− h)2k − 2(1 − h)k = 0, т. е. [1− (1− h)k]2 = α, (3.4)

откуда hk = hk(α) = 1 − k
√

1−√
α. Таким образом A(k, hk(α), α) = 0 при каждом k = n, n +

1, n + 2, . . . и A(k, h, α) > 0 при h > hk(α) в силу возрастания этой функции по h. Значения
hk(α) при k = n, n + 1, n + 2, . . . убывают: hn(α) ≥ hn+1(α) ≥ hn+2(α) ≥ . . . . Тогда при
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h ≥ hn(α) будет h ≥ hk(α) для k > n, откуда получаем A(k, h, α) ≥ 0 при h ≥ hn и любых
k ≥ n, α ∈ (0, 1) (из-за возрастания этой функции по h). Значит, в силу (3.3) для hn и α,
связанных условием (3.4), имеем оценку

∥

∥∆1
hn(α)

f
∥

∥

2

2
≥ αE2

n−1(f). (3.5)

Отсюда и из определения модуля непрерывности вытекает оценка (3.1). Так как hk(α) → 0
при k → ∞, то 0 ≤ 1− k

√

1−√
α ≤ 1. Поэтому при h ∈ (0, 1) имеем

∞
∑

k=1

|ak(f)|2
[

1− (1− h)k
]2
<

∞
∑

k=0

|ak(f)|2.

Таким образом, ряд, стоящий в левой части последнего соотношения, при h ∈ [0, 1] сходится
равномерно, а значит, является непрерывной функцией на отрезке [0, 1], в частности,

lim
n→∞

∞
∑

k=0

|ak(f)|2
[

1− (1− hn(α))
k
]2

= 0.

Следовательно, Ω(f, hn(α)) равномерно по α ∈ [0, 1] стремится к нулю при n → ∞. Непо-
средственным вычислением легко проверить, что при каждом n ∈ N неравенство (11) обра-
щается в равенство для f(z) = fn(z) = ϕn(z) ∈ B2, так как тогда E2

n−1(ϕn) = ‖ϕn‖2 = 1, а

‖∆1
hn(α)

ϕn‖2 =
(

(1− hn(α))
n − 1

)2
=

(√
α
)2

= α.
Теорема доказана. �

Рассмотрим класс функций

B2 =
{

f(z) ∈ B2 :
(

∞
∑

k=1

|ak(f)|2k2
)1/2

:=M(f) <∞
}

.

Так как по теореме Лагранжа о среднем имеем

‖∆1
hf‖2 =

∑

|ak(f)|2k2(1− hср)
k−1h2 ≤M2(f)h2,

то для функций f(z) ∈ B2 имеем Ω(f, h) ≤M(f)h.

Теорема 2. Если f ∈ B2, то при любом α ∈ (0, 1] имеет место неравенство

En−1(f) ≤M(f)
hn(α)√

α
,

где hn(α) = 1− n
√

1−√
α, α ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенство (3.5) и равенство (3.2), получаем

E2
n−1(f) ≤

1

α

∥

∥∆1
hn(α)

f
∥

∥

2
=

1

α

∞
∑

k=1

|ak(f)|2
[

1− (1− hn(α))
k
]2

=
1

α

∞
∑

k=1

|ak(f)|2k2
[1− (1− hn(α))

k]2

k2
≤ 1

α
max
k≥1

{ [1− (1− hn(α))
k]

k

}2
∞
∑

k=1

|ak(f)|2k2

=
1

α
max
k≥1

{ [1− (1− hn(α))
k ]

k

}2
M2(f). (3.6)

Легко установить, например, обычным образом, считая k непрерывным параметром, при лю-
бом α ∈ (0, 1]

max
k≥1

1− (1− hn(α))
k

k
= hn(α). (3.7)
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Из неравенства (3.6) и равенства (3.7) окончательно имеем

E2
n−1(f) ≤M2(f)

h2n(α)

α
,

и этим теорема доказана. �

Следствие. Для f ∈ B2 имеем

En−1(f) ≤M(f) inf
α∈(0,1)

hn(α)

α
=
M(f)

n
. (3.8)

Неравенство (3.8) обращается в равенство для функции f0(z) = ϕn(z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим поведение отношения hn(α)/
√
α, как функцию двух

переменных от n и α в виде

z(n, α) =
1− n

√

1−√
α√

α
, n ∈ [1,+∞), α ∈ (0, 1).

Очевидно, что при α → 1 z(n, 1) → 1. Построим график функции z(n, α) при некоторых
фиксированных α ∈ (0, 1) и возрастании значения n ∈ [1,+∞) (см. рисунок выше).

При малых значениях α : α1 < α2 < α3 . . . функция z(n, α) принимает малые значения

z(n, α1) < z(n, α2) < z(n, α3) < · · · < 1.

Вероятно,

inf
α∈(0,1)

hn(α)√
α

= lim
α→+0

1− n
√

1−√
α√

α
=

1

n
. (3.9)

Сделав замену переменной в (3.9) 1−√
α = tn, запишем

lim
α→+0

1− n
√

1−√
α√

α
= inf

t∈(0,1)

1− t

1− tn
= inf

t∈(0,1)

1− t

(1− t)(1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1)

= inf
t∈(0,1)

1

1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1
= lim

t→1

1

1 + t+ t2 + · · · + tn−1
=

1

n
.

Откуда получаем неравенство (3.8). �

Имеет место более общий аналог результата, полученного в теореме 1, для модулей непре-
рывности порядка m.
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Теорема 3. Для любой функции f ∈ B2 при любом n,m ∈ N, α ∈ (0, 1) имеет место

неравенство

En−1(f) ≤
1√
αm

Ωm(f, hn(α)), (3.10)

где hn(α) = 1 − n
√

1−√
α. Неравенство обращается в равенство для функции f(z) = ϕn(z)

при любых n ∈ N и α ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя равенство (2.6), запишем

‖∆m
h f‖2 =

∞
∑

k=1

|ak(f)|2
[

(1− h)k − 1
]2m ≥

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
[

(1− h)k − 1
]2m

=

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
[

α+
(

1− α+ (1− h)2k − 2(1− h)k
)]m

=

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
[

α+A(k, h, α)
]m

=

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
{ m
∑

l=0

(

m

l

)

αl
[

A(k, h, α)
]m−l

}

=

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
{

αm +

m−1
∑

l=0

(

m

l

)

αl
[

A(k, h, α)
]m−l

}

= αm
∞
∑

k=n

|ak(f)|2 +
∞
∑

k=n

|ak(f)|2
m−1
∑

l=0

(

m

l

)

αl
[

A(k, h, α)
]m−l

= αmE2
n−1(f) +

∞
∑

k=n

|ak(f)|2
m−1
∑

l=0

(

m

l

)

αl
[

A(k, h, α)
]m−l

. (3.11)

В силу условия (3.4) для hn и α из (3.11) получаем

‖∆m
hn(α)

f‖2 ≥ αmE2
n−1(f). (3.12)

Из (3.12) и определения модуля непрерывности вытекает оценка (3.10). Легко проверить, что
при каждом n ∈ N и m ∈ N неравенство (3.10) обращается в равенство для f(z) = fn(z) =
ϕn(z) ∈ B2, E

2
n−1(ϕn) = ‖ϕn‖2 = 1, а ‖∆m

hn(α)
ϕn‖2 = ((1− hn(α))

n − 1)2m = (
√
α)2m = αm.

Теорема доказана. �

Автор выражает глубокую благодарность профессорам Н.И.Черных и М.Ш.Шабозову за
постановку задач и полезные обсуждения при работе над данной статьей.
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