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Введение

Математическая теория управления и теория динамических игр располагают широким
спектром фундаментальных методов исследования управляемых эволюционных процессов раз-
личной природы. Ключевая роль в этой системе знаний принадлежит уральской научной шко-
ле, основанной Н.Н.Красовским [1–3], создавшим ряд классических методов в данной области.
Сегодня его ученики [4–9] возглавляют авторитетные научные коллективы, работают в раз-
личных уголках мира и продолжают удерживать ведущие позиции.

Крупный вклад в становление и развитие указанного научного направления внесли, в част-
ности, Н.Н.Субботина [10; 11] и В.Н.Ушаков [12; 13]. Их труды, посвященные изучению вяз-
костных решений уравнения Гамильтона— Якоби— Беллмана — Айзекса, построению стабиль-
ных мостов, и связанные с этими проблемами аналитические результаты вошли в сокровищ-
ницу мировой науки.

Данная работа примыкает к упомянутым исследованиям. Она посвящена изучению неста-
ционарных игровых задач динамики на основе первого прямого метода Понтрягина [14; 15]
и метода разрешающих функций [16–19]. Рассматривается случай, когда условие Понтряги-
на не имеет места. В этой ситуации вместо селектора Понтрягина, которого не существует,
рассматривается некоторая функция сдвига, а с ее помощью вводятся специальные много-
значные отображения. Они порождают верхние и нижние разрешающие функции двух типов,
через которые формулируются достаточные условия завершения игры за некоторое гаранти-
рованное время. Дается сравнение уже упомянутых методов. Результаты иллюстрируются на
модельном примере с простыми движениями игроков.
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1. Постановка задачи

Динамика конфликтно-управляемого процесса в конечномерном евклидовом пространст-
ве R

n задается системой квазилинейных дифференциальных уравнений

ż = A(t)z + ϕ (t, u, v) , z (t0) = z0, t ≥ t0 ≥ 0. (1.1)

Здесь A(t) — матричная функция порядка n, элементы которой являются измеримыми
функциями; они к тому же суммируемы на любом конечном интервале [t0, T ], t0 < T < +∞.
Управляющие параметры игроков u и v в каждый момент времени выбираются из областей
управления U(t) и V (t) соответственно, которые являются измеримыми компактнозначными
отображениями с образами в R

n при t ∈ [t0,+∞). Вектор-функция ϕ (t, u, v) — блок управле-
ния — удовлетворяет условиям Каратеодори: она измерима по t и непрерывна по совокупно-
сти (u, v) на соответствующих областях определения. Кроме того, будем предполагать, что

‖ϕ(t, u, v)‖ ≤ c(t) при u ∈ U(t), v ∈ V (t), t ∈ [t0,+∞), (1.2)

где c(t) — некоторая локально суммируемая функция.

Вместе с нестационарной динамической системой (1.1) задано цилиндрическое терминаль-
ное множество

M∗(t) = M0 +M(t), t ∈ [t0,+∞) , (1.3)

где M0 — линейное подпространство из R
n, а M(t) — измеримое компактнозначное отображе-

ние, образы которого принадлежат ортогональному дополнению L к M0 в R
n.

Определим информированность обоих игроков в процессе игры. Второй игрок в качестве
допустимого управления выбирает произвольные измеримые селекторы многозначного отоб-
ражения V (t). Поскольку это отображение измеримо и замкнутозначно, то в силу теоремы
об измеримом выборе [20, p. 308] такие селекторы существуют; их совокупность обозначим
через ΩE. Если первый игрок в момент t, t ≥ t0, имеет информацию о начальном состоянии
процесса (t0, z0) и предыстории управления второго игрока

vt(·) = {v(s) : v(s) ∈ V (s), s ∈ [t0, t]} ,

т. е. u(t) = u (t0, z0, t, vt(·)), то будем говорить, что его управление предписано квазистрате-
гией [2]. При этом допустимое управление u(t) обязано быть измеримым селектором отобра-
жения U(t).

В случае, когда первый игрок принимает решение в момент t лишь на основе информа-
ции о начальном состоянии (t0, z0) и мгновенном значении управления второго игрока, т. е.
u(t) = u (t0, z0, t, v(t)), то говорят о контруправлении по Н.Н.Красовскому [1], которое пред-
писывается стробоскопической стратегией О. Хайека [21]. Конечно же, и в этом случае u(t)
должно быть измеримым селектором отображения U(t). Цель первого игрока — вывести тра-
екторию процесса (1.1) на терминальное множество (1.3), второй игрок этому препятству-
ет. При сделанных предположениях необходимо найти достаточные условия завершения иг-
ры (1.1)–(1.3) в пользу первого игрока за некоторое гарантированное время, указав управление
первого игрока, которое обеспечивает ему этот результат.

2. Условие Понтрягина. Первый прямой метод

Обозначим через π ортопроектор, который действует из R
n в L, и введем многозначное

отображение

ϕ (t, U(t), v) = {ϕ(t, u, v) : u ∈ U(t)} , v ∈ V (t), t ≥ t0.
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В силу предположений о параметрах конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) и теоремы
о прямом образе [20, p. 314] это отображение измеримо по t и непрерывно по v в метрике
Хаусдорфа.

Положим

W (t, τ, v) = πΦ(t, τ)ϕ(τ, U(τ), v), W (t, τ) =
⋂

v∈V (τ)

W (t, τ, v), t ≥ τ ≥ t0,

где Φ(t, τ) — переходная матрица однородной системы (1.1) — матрица Коши или матрицант.
Многозначное отображение W (t, τ, v) является измеримым по τ и непрерывным по v, а

отображение W (t, τ) измеримо по τ и замкнутозначно [20]. Измеримость по τ W (t, τ) следует
из свойств пересечения счетного числа измеримых отображений, а также теоремы Кастена
о существовании у измеримого отображения счетного всюду плотного апроксимирующего се-
мейства измеримых селекторов [22, c. 119–121].

У с л о в и е Понтрягина. Многозначное отображение W (t, τ) имеет непустые образы при
t0 ≤ τ < t < +∞.

В силу условия Понтрягина и свойств многозначного отображения W (t, τ) в нем существует
хотя бы один измеримый по τ селектор — селектор Понтрягина, что позволяет ввести интеграл
Ауманна [20] от W (t, τ).

Положим

P (t0, z0) =

{

t ≥ t0 : πΦ(t, t0)z0 ∈ M(t)−

t
∫

t0

W (t, τ)dτ

}

(2.1)

и введем функцию
p (t0, z0) = inf {t : t ∈ P (t0, z0)} ,

определяющую наименьшее гарантированное время схемы первого прямого метода Понтряги-
на [14; 15].

Теорема 1. Пусть для игровой задачи (1.1)–(1.3) выполнено условие Понтрягина,

P (t0, z0) 6= ∅ и P ∈ P (t0, z0).
Тогда траектория процесса (1.1) может быть приведена на множество (1.3) в момент P

с помощью некоторого контруправления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предположений теоремы и включения в соотношении (2.1)
имеем

πΦ (P, t0) z0 ∈ M(P )−

P
∫

t0

W (P, τ)dτ.

Это означает, что существуют такая точка m ∈ M(P ) и, по определению интеграла Ауманна,
такой измеримый селектор Понтрягина γ(P, τ), τ ∈ [t0, P ], что

πΦ (P, t0) z0 = m−

P
∫

t0

γ(P, τ)dτ. (2.2)

Рассмотрим многозначное отображение

U0(τ, v) =
{

u ∈ U(τ) : πΦ (P, t0)ϕ (τ, u, v) − γ(P, τ) = 0
}

, v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, P ]. (2.3)

При произвольном допустимом управлении v(τ), τ ∈ [t0, P ], в силу теоремы Филиппова —
Кастена [15, c. 375] в нем существует измеримый селектор u0(τ) = u0 (τ, v(τ)) , τ ∈ [t0, P ]. Его
и выберем в качестве управления первого игрока.
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Тогда из формулы Коши для представления проекции решения уравнения (1.1)

πz(P ) = πΦ (P, t0) z0 +

P
∫

t0

πΦ (P, τ)ϕ (τ, u0(τ), v(τ)) dτ

c учетом соотношения (2.2) и равенства в (2.3) получим πz(P ) = m ∈ M(P ), что и завершает
доказательство. �

З а м е ч а н и е 1. Отметим отдельно, что селектор Понтрягина γ(P, τ) определяется в
схеме доказательства и связан соотношением (2.2).

3. Верхние и нижние разрешающие функции

Далее условие Понтрягина не предполагается выполненным и, следовательно, селектор
Понтрягина не существует. Его роль будет выполнять некоторая специальная функция. Обо-
значим

∆(t0) = {(t, τ) : t0 ≤ τ ≤ t < +∞} .

Пусть γ(t, τ), γ : ∆(t0) → L, — почти везде ограниченная измеримая по t функция, сумми-
руемая по τ , τ ∈ [t0, t], для каждого t, t ≥ t0. Назовем ее функцией сдвига и зафиксируем в
дальнейшем. Обозначим

ξ(t) = ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) = πΦ(t, t0)z0 +

t
∫

t0

γ(t, τ)dτ

и рассмотрим многозначное отображение

A (t, τ, v) =
{

α ≥ 0: [πΦ (t, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ (t, τ)] ∩ α [M(t)− ξ(t)] 6= ∅
}

,

(3.1)
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Поскольку условие Понтрягина не имеет места, то сдвинутое многозначное отображение
W (t, τ, v)− γ(t, τ) в выражении (3.1) при некоторых значениях переменных не содержит нуля.
Если бы это было не так, то функция сдвига γ(t, τ) была бы селектором Понтрягина, а само
условие Понтрягина было бы выполненным.

Сказанное выше означает, что для некоторых элементов v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), 0 /∈
A (t, τ, v), в то время как в традиционной схеме метода разрешающих функций [16;17] с усло-
вием Понтрягина автоматически 0 ∈ A (t, τ, v) для всех (t, τ, v), v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Взамен условия Понтрягина потребуем более слабое предположение.

У с л о в и е 1. Многозначное отображение A (t, τ, v) имеет непустые образы при v ∈ V (τ),
(t, τ) ∈ ∆(t0).

При этом условии многозначное отображение A (t, τ, v) порождает верхнюю и нижнюю
скалярные разрешающие функции первого типа

α∗ (t, τ, v) = sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} , α∗ (t, τ, v) = inf {α : α ∈ A (t, τ, v)} ,

зависящие от мгновенного значения управления второго игрока v, v ∈ V (τ).
Так как образы отображения A (t, τ, v) являются числовыми множествами положитель-

ной полуоси R+, то верхняя разрешающая функция α∗ (t, τ, v) является опорной функцией
этого отображения в направлении +1. Учитывая свойства конфликтно-управляемого процес-
са (1.1)–(1.3), условие 1, теоремы о характеризации и обратном образе [20, p. 310, 315], можно
показать [17], что замкнутозначное отображение A (t, τ, v) при фиксировании t ∈ R+ является
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измеримым по τ при произвольном допустимом селекторе v(τ), τ ∈ [t0, t], а верхняя и нижняя
разрешающие функции суперпозиционно измеримы по совокупности (τ, v) в силу теоремы об
опорной функции [20, p. 317]; следовательно, функция α∗ (t, τ, v(τ)) измерима по τ , τ ∈ [t0, t],
и интегрируема по Лебегу при любой измеримой функции v(·) ∈ ΩE .

Поставим в соответствие верхней разрешающей функции множество

T (t0, z0, γ (·, ·)) =

{

t ≥ t0 : inf
v(·)∈ΩE

t
∫

t0

α∗ (t, τ, v(τ)) dτ ≥ 1

}

(3.2)

и его наименьший элемент t (t0, z0, γ (·, ·)) = inf {t : t ∈ T (t0, z0, γ (·, ·))} , здесь γ (·, ·) — зафик-
сированная ранее функция сдвига.

Если для некоторого t, t > t0, α
∗(t, τ, v) ≡ +∞ для v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, t], то значение

интеграла в соотношении (3.2) положим равным +∞; соответствующее неравенство выполнено
автоматически и t ∈ T (t0, z0, γ (·, ·)). В случае, когда неравенство в (3.2) не имеет места при
всех t > t0, положим T (t0, z0, γ (·, ·)) = ∅ соответственно, t (t0, z0, γ (·, ·)) = +∞.

Введем многозначное отображение

A (t, τ) =
⋂

v∈V (τ)

A (t, τ, v) , (t, τ) ∈ ∆(t0).

По аналогии с предыдущей ситуацией для W (t, τ) оно измеримо по τ , τ ∈ [t0, t].
Обозначив, следуя [23], domA = {(t, τ) ∈ ∆(t0) : A (t, τ) 6= ∅}, сделаем более жесткое по

сравнению с условием 1 предположение.

У с л о в и е 2. domA = ∆(t0).

Многозначное отображение A (t, τ) порождает верхнюю и нижнюю разрешающие функции
второго типа

α∗(t, τ) = sup {α : α ∈ A (t, τ)} , α∗(t, τ) = inf {α : α ∈ A (t, τ)} ,

но уже не зависящие от мгновенного значения управления второго игрока.
По теореме об опорной функции [20] она измерима по τ , τ ∈ [t0, t].
Установим связь между разрешающими функциями обоих типов.

Лемма. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) с фиксированной функ-

цией сдвига γ(t, τ) отображение A (t, τ, v) компактнозначно и выполнено условие 2.
Тогда имеет место неравенство

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) ≥ α∗(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). (3.3)

Если к тому же отображение A (t, τ, v) , v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), выпуклозначно, то в (3.3)
имеет место равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По построению рассматриваемые функции имеют вид

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) = inf
v∈V (τ)

sup
{

α : α ∈ A (t, τ, v)
}

,

α∗(t, τ) = sup
{

α : α ∈
⋂

v∈V (τ)

A (t, τ, v)
}

, t0 ≤ τ ≤ t < +∞.

Обозначим α∗ = α∗(t, τ). Поскольку отображение A (t, τ, v) компактнозначно, то и A (t, τ) яв-
ляется компактнозначным. К тому же α∗ ∈ A (t, τ, v) при любом v ∈ V (τ). Отсюда следует,
что α∗ ≤ sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} , v ∈ V (τ), поэтому,

α∗ ≤ inf
v∈V (τ)

sup {α : α ∈ A (t, τ, v)} = inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v).
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Из предположений о выпуклозначности и компактнозначности отображения A (t, τ, v) вы-
текает, что A (t, τ, v) = [α∗(t, τ, v), α

∗(t, τ, v)], v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), а непустота образов отоб-
ражения A (t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), при этом означает, что A (t, τ) = [α∗(t, τ), α

∗(t, τ)], причем

α∗(t, τ) = sup
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) ≤ inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v) = α∗(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). �

Введем в рассмотрение числовые функции

α∗(t) =

t
∫

t0

α∗(t, τ)dτ, α∗(t) =

t
∫

t0

α∗(t, τ)dτ.

Верхняя разрешающая функция второго типа порождает множество

Θ(t0, z0, γ(·, ·)) = {t ≥ t0 : α
∗(t) ≥ 1},

его наименьший элемент δ (t0, z0, γ(·, ·)) = inf{t : t ∈ Θ(t0, z0, γ(·, ·))}.

З а м е ч а н и е 2. Чтобы сравнивать предложенные схемы отметим, что из условия
Понтрягина следует условие 2, а из него вытекает условие 1.

4. Достаточные условия завершения игры

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть для игровой задачи (1.1)–(1.3) существует такая функция сдви-

га γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), что выполнено условие 2, а отображение M(t) является выпуклознач-

ным. Кроме того, T (t0, z0, γ(·, ·)) 6= ∅ и

T ∈ T (t0, z0, γ(·, ·)) .

Тогда при α∗(T ) < 1 траектория процесса (1.1) может быть приведена на терминальное

множество (1.3) в момент T с использованием некоторой квазистратегии, а если к тому

же α∗(T ) ≥ 1, то — в классе контруправлений при любых допустимых управлениях второго

игрока.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(τ) — произвольный измеримый селектор отображения
V (τ), τ ∈ [t0, T ]. Предположим, что α∗(T, τ, v) 6= +∞ для v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Рассмотрим контрольную функцию

h(t) = 1−

t
∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ −

T
∫

t

α∗(T, τ)dτ, t ∈ [t0, T ].

Функция α∗(T, τ, v(τ)), как отмечалось ранее, измерима по τ , τ ∈ [t0, T ]; этим же свой-
ством обладает и нижняя разрешающая функция второго типа α∗(T, τ). Таким образом, функ-
ция h(t) является абсолютно непрерывной на интервале [t0, T ]. Так как

h(t0) = 1−

T
∫

t0

α∗(T, τ)dτ = 1− α∗(T ) > 0,

а по определению момента T h(T ) = 1−

∫ T

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ ≤ 0, то по известной теореме ана-

лиза существует такой момент времени t∗, t∗ ∈ [t0, T ], что h(t∗) = 0. Отметим при этом, что
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момент переключения t∗ зависит от предыстории управления второго игрока vt∗(·). Промежут-
ки времени [t0, t∗) и [t∗, T ] будем называть активным и пассивным соответственно. Опишем
способ управления первым игроком на каждом из них. Для этого рассмотрим компактнознач-
ные отображения

U1(τ, v) =
{

u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ(τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α∗(T, τ, v)[M(T ) − ξ(T )]
}

,

v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, t∗), (4.1)

U2(τ, v) =
{

u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ(τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α∗(T, τ)[M(T ) − ξ(T )]
}

,

v ∈ V (τ), τ ∈ [t∗, T ].

Из условия 2 и выражений для многозначных отображений A (T, τ, v) и A (T, τ) следует, что
отображения Ui(τ, v), i = 1, 2, имеют непустые образы.

В силу теоремы об обратном образе многозначные отображения U1(τ, v), U2(τ, v) при допу-
стимых селекторах v(τ) являются измеримыми [17] для τ ∈ [t0, T ], а согласно теореме Филип-
пова — Кастена в каждом из них существует хотя бы по одному селектору u1(τ, v) и u2(τ, v),
которые являются суперпозиционно измеримыми функциями.

Обозначим u1(τ) = u1(τ, v(τ)), u2(τ) = u2(τ, v(τ)), где v(τ) — произвольный измеримый
селектор отображения V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Положим управление первого игрока на активном промежутке равным u1(τ), а на пассив-
ном — u2(τ). Таким образом, несмотря на то что на каждом из промежутков первый игрок
использует не предысторию управления второго, а лишь его мгновенное управление, для опре-
деления момента переключения t∗ предыстория все же необходима.

Из формулы Коши для представления решения системы (1.1) получим

πz(T ) = πΦ(T, t0)z0 +

t∗
∫

t0

πΦ(T, τ)ϕ (τ, u1(τ), v(τ)) dτ +

T
∫

t∗

πΦ(T, τ)ϕ (τ, u2(τ), v(τ)) dτ. (4.2)

Прибавив и вычтя в правой части (4.2) выражение

∫ T

t0

γ(T, τ)dτ и учитывая включения в (4.1),

получим

πz(T ) ∈ πΦ(T, t0)z0+

t∗
∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))[M(T )−ξ(T )]dτ +

T
∫

t∗

α∗(T, τ)[M(T )−ξ(T )]dτ +

T
∫

t0

γ(T, τ)dτ

= ξ(T )

(

1−

t∗
∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ −

T
∫

t∗

α∗(T, τ)dτ

)

+

t∗
∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))M(T )dτ +

T
∫

t∗

α∗(T, τ)M(T )dτ

=

[

t∗
∫

t0

α∗(T, τ, v(τ))dτ +

T
∫

t∗

α∗(T, τ)dτ

]

M(T ) = M(T ).

При этом учтено равенство h(t∗) = 0, а соотношения при интегрировании многозначных отоб-
ражений с множеством M(T ) могут быть подверждены применением аппарата опорных функ-
ций [23]. Случай α∗(T, τ, v) = +∞ для некоторых v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ], как следует из выраже-
ния (3.1), возможен лишь при условиях 0 ∈ M(T ) − ξ(T ), 0 ∈ πΦ(T, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ(T, τ)
для этих переменных, а в этом случае для них, очевидно,

A (T, τ, v) = [0,+∞), A (T, τ) = [0,+∞).

Это дает возможность выбирать в качестве разрешающей функции в тех точках τ ∈ [t0, T ],
где α∗(T, τ, v(τ)) = +∞, произвольную конечную суперпозиционно измеримую функцию, при-
нимающую значения на полубесконечном интервале с одним лишь условием, чтобы итоговая
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разрешающая функция обеспечивала равенство h(t∗) = 0 для некоторого момента переключе-
ния t∗, t∗ ∈ [t0, T ]. Тем самым построение управления сведено к предыдущему случаю.

Если же α∗(T, τ, v) = +∞ для всех v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ], то этот случай соответствует
первому методу Понтрягина [14]. Действительно, включение

0 ∈ πΦ(T, τ)ϕ (τ, U(τ), v) − γ(T, τ) ∀ v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ],

обеспечивает выполнение условия Понтрягина на [t0, T ], а функция сдвига γ(T, τ) является
селектором Понтрягина. Из другого включения 0 ∈ M(T )− ξ(T ) вытекает соотношение

πΦ(T, t0)z0 ∈ M(T )−

T
∫

t0

W (T, τ)dτ,

из которого в силу теоремы 1 следует возможность закончить игру (1.1)–(1.3) в момент T в
классе стробоскопических стратегий.

Отдельно рассмотрим случай α∗(T ) ≥ 1, а α∗(T ) < 1. Введем контрольную функцию

h1(t) = 1−

t
∫

t0

α∗(T, τ)dτ −

T
∫

t

α∗(T, τ)dτ.

Естественно рассмотреть лишь случай α∗(T, τ) 6= +∞, τ ∈ [t0, T ]. Тогда

h1(t0) = 1− α∗(T ) > 0, h1(T ) = 1− α∗(T ) ≤ 0,

и в силу непрерывности функции h1(t) существует такой момент t1
∗
, t1

∗
∈ [t0, T ], что h1(t

1
∗
) = 0.

Заметим, что момент t1
∗

уже не зависит от v(·). На обоих участках [t0, t
1
∗
) и [t1

∗
, T ] рассмотрим

многозначные отображения (4.1), причем в выражении для U1
1 (τ, v) вместо α∗(T, τ, v) фигури-

рует функция α∗(T, τ). Используя свойство компактнозначности отображений U1
1 (τ, v), U2(τ, v)

при допустимых селекторах v(τ), τ ∈ [t0, T ], выберем в них измеримые селекторы на основа-
нии теоремы Филиппова — Кастена, которые и определяют допустимые управления на обоих
участках. Заключительные рассуждения аналогичны выводам в предыдущей ситуации. �

З а м е ч а н и е 3. Из утверждения леммы вытекает включение

Θ(t0, z0, γ(·, ·)) ⊂ T (t0, z0, γ(·, ·)) .

При этом вторая часть теоремы 2, соответствующая случаю α∗(T ) < 1, α∗(T ) ≥ 1, по
существу, использует лишь разрешающие функции второго типа и характеризует те начальные
состояния, из которых игра может быть закончена в классе контруправлений в момент T ,
причем T ∈ Θ(t0, z0, γ(·, ·)) . Приведем еще один тип достаточных условий завершения игры в
классе контруправлений, основанный на свойстве выпуклозначности отображения A (t, τ, v) ,
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Введем в рассмотрение функции

α(t) =

t
∫

t0

inf
v∈V (τ)

α∗ (t, τ, v) dτ, α(t, τ) = 1/α(t) • inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v).

При этом предполагается выполненным следующее требование.

У с л о в и е 3. Для выбранной функции сдвига γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), функция

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v)
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измерима по τ , τ ∈ [t0, t] и

inf
v(·)∈ΩE

t
∫

t0

α∗ (t, τ, v(τ)) dτ =

t
∫

t0

inf
v∈V (τ)

α∗(t, τ, v)dτ, t > t0.

Теорема 3. Пусть для конфликтно-управляемого процесса (1.1)–(1.3) с некоторой функ-

цией сдвига γ(t, τ), t, τ ∈ ∆(t0), выполнены условия 2 и 3, отображения A (t, τ, v) и M(t),
v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0) выпуклозначны, для T ∈ T (t0, z0, γ(·, ·)) 6= ∅ имеет место неравен-

ство

α(T, τ) ≥ sup
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v), τ ∈ [t0, T ]. (4.3)

Тогда траектория процесса (1.1) может быть приведена на терминальное множество в

момент T с помощью подходящего контруправления.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай α∗(T, τ, v) < +∞, v ∈ V (τ),
τ ∈ [t0, T ]. Поскольку в силу неравенства в (3.2) α(T ) ≥ 1, то

α(T, τ) = 1/α(T ) • inf
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v) ≤ inf
v∈V (τ)

α∗(T, τ, v), τ ∈ [t0, T ].

Учитывая неравенство (4.3), можно сделать вывод, что α(T, τ) ∈ A (T, τ, v) для v ∈ V (τ),
τ ∈ [t0, T ], а значит, α(T, τ) ∈ A (T, τ), τ ∈ [t0, T ].

Рассмотрим многозначное отображение

U(τ, v) =
{

u ∈ U(τ) : πΦ(T, τ)ϕ (τ, u, v) − γ(T, τ) ∈ α(T, τ)[M(T ) − ξ(T )]
}

,

(4.4)
v ∈ V (τ), τ ∈ [t0, T ].

Отображение U(τ, v) компактнозначно, и поэтому при v(·) ∈ ΩE согласно теореме Филип-
пова — Кастена в нем существует измеримый селектор u(τ) = u (τ, v(τ)) , τ ∈ [t0, T ]. Положим
управление первого игрока равным u(τ), τ ∈ [t0, T ]. Из формулы Коши с учетом включе-
ния в (4.4) получим

πz(T ) ∈ ξ(T )

[

1−

T
∫

t0

α(T, τ)dτ

]

+

T
∫

t0

α(T, τ)M(T )dτ.

Так как M(T ) — выпуклый компакт, а α(T, τ), τ ∈ [t0, T ], — неотрицательная функция, причем
∫ T

t0

α(T, τ)dτ = 1, то

∫ T

t0

α(T, τ)M(T )dτ = M, а, следовательно, πz(T ) ∈ M(T ). �

5. Связь первого прямого метода Понтрягина

и метода разрешающих функций

Установим некоторые связи между уже упомянутыми методами.

Утверждение 1. Пусть задан конфликтно-управляемый процесс (1.1)–(1.3). Тогда для

выполнения условия Понтрягина необходимо и достаточно, чтобы существовала такая функ-

ция сдвига γ(t, τ), (t, τ) ∈ ∆(t0), что

0 ∈ A (t, τ, v) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). (5.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть W (t, τ) 6= ∅, (t, τ) ∈ ∆(t0). Тогда в силу замкнутознач-
ности и измеримости по τ отображения W (t, τ) в нем существует измеримый по τ селектор
γ(t, τ). Отсюда следует, что 0 ∈ W (t, τ)− γ(t, τ) ∀ (t, τ) ∈ ∆(t0) или

0 ∈ W (t, τ, v) − γ(t, τ) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Тем самым нулевое значение α в выражении (3.1) обеспечивает непустоту пересечения, а зна-
чит, справедливо включение (5.1).

Рассуждая в обратном порядке, придем к нужному выводу. �

Таким образом, в условиях утверждения 1 функция сдвига γ(t, τ) является селектором
Понтрягина. При этом 0 ∈ A (t, τ) , (t, τ) ∈ ∆(t0), а соответствующие нижние разрешающие
функции α∗ (t, τ, v) = α∗ (t, τ) = 0 ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0).

Утверждение 2. Пусть для некоторого t, t > t0, W (t, τ) 6= ∅, τ ∈ [t0, t.] Тогда включе-

ние

πΦ (t, t0) z0 ∈ M(t)−

t
∫

t0

W (t, τ)dτ (5.2)

имеет место тогда и только тогда, когда существует такой измеримый по τ селектор

Понтрягина, что

ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) ∈ M(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено включение (5.2). Тогда по определению инте-
грала Ауманна существует такой селектор Понтрягина, что

πΦ (t, t0) z0 +

t
∫

t0

γ(t, τ)dτ = ξ (t, t0, z0, γ(t, ·)) ∈ M(t). (5.3)

Обратно, если для некоторого селектора Понтрягина имеет место включение (5.3), то, перенеся
интеграл от селектора в правую часть, тем более получим включение (5.2). �

Таким образом, если для некоторого t, t ≥ t0, и некоторого селектора Понтрягина выпол-
нено включение (5.3), то A (t, τ, v) = [0 + ∞) ∀ v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0). Тем самым A (t, τ) =
[0+∞), (t, τ) ∈ ∆(t0). Следовательно, в этом случае верхние разрешающие функции — обоих
типов

α∗ (t, τ, v) = α∗ (t, τ) = +∞, v ∈ V (τ), (t, τ) ∈ ∆(t0),

а соответствующие нижние разрешающие функции — нулевые.

Из приведенных схем сближения вытекают неравенства для соответствующих гарантиро-
ванных времен

inf
γ(·,·)

t (t0, z0, γ(·, ·)) ≤ inf
γ(·,·)

δ (t0, z0, γ(·, ·)) ≤ p (t0, z0) .

Случаи равенства изучены в работе [17].

В заключение приведем иллюстративный пример стационарной игры с простыми движени-
ями с целью получить в явном виде верхние и нижние разрешающие функции, позволяющие
сделать вывод о возможности окончания игры.

6. Пример

Рассмотрим простые движения

ż = u− v, z ∈ R
n, z(0) = z0, v ∈ S, u ∈ aS◦, a > 1, M∗ = M = εS, M◦ = 0.
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Здесь S — единичный шар с центром в нуле, S◦ — его граница. Условие Понтрягина не

имеет места, поскольку aS◦
∗

− S = ∅,
∗

− — геометрическая разность Минковского.
Выберем функцию сдвига γ(t, τ) ≡ 0. Поскольку Φ(t, τ) = E и π = E, E — единичная

матрица, то ξ(t) = z0. Тогда многозначное отображение A (t, τ, v) не зависит от t и τ и имеет
вид

A (t, τ, v) = {α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}.

Оно обладает непустыми образами и условие 1 выполнено.
Верхняя разрешающая функция

α∗ (t, τ, v) = α∗ (v, z0) = sup{α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}

= sup{α > 0: αz0 − v ∈ (a+ αε)S} = sup{α > 0: ‖v − αz0‖ = (a+ αε)}.

Тем самым она является большим положительным корнем квадратного уравнения
(

‖z0‖
2 − ε2

)

α2 − 2[(v, z0) + aε]α−
(

a2 − ‖v‖2
)

= 0

и, следовательно,

α∗ (v, z0) =
(v, z0) + aε+

√

[(v, z0) + aε]2 +
(

‖z0‖
2 − ε2

)(

a2 − ‖v‖2
)

‖z0‖
2 − ε2

.

Тогда

min
v∈S

α∗ (v, z0) =
a− 1

‖z0‖ − ε
достигается при v = −

z0
‖z0‖

.

Отсюда следует, что T = t (t0, z0, 0) =
‖z0‖ − ε

a− 1
.

Нижняя разрешающая функция определяется из соотношения

α∗ (t, τ, v) = α∗ (v, z0) = inf{α ≥ 0: [aS◦ − v] ∩ α[εS − z0] 6= ∅}

= sup{α ≥ 0: α (εS − z0) ⊂ aS − v} = sup{α ≥ 0: ‖v − αz0‖ = a− αε}.

Больший положительный корень соответствующего квадратного уравнения
(

‖z0‖
2 − ε2

)

α2 − 2[(v, z0)− aε]α−
(

a2 − ‖v‖2
)

= 0

имеет вид

α∗ (v, z0) =
(v, z0)− aε+

√

[(v, z0)− aε]2 +
(

‖z0‖
2 − ε2

)(

a2 − ‖v‖2
)

‖z0‖
2 − ε2

.

Далее получим sup
v∈S

α∗ (v, z0) = a+ 1/‖z0‖+ ε при v = z0/‖z0‖. Очевидно,

α∗(t, τ) = inf
v∈S

α∗ (t, τ, v) = a− 1/‖z0‖ − ε, α∗(t, τ) = sup
v∈S

α∗ (t, τ, v) = a+ 1/‖z0‖+ ε,

и многозначное отображение A (t, τ) 6= ∅, если
a− 1

‖z0‖ − ε
≥

a+ 1

‖z0‖+ ε
, что приводит к неравен-

ству aε ≥ ‖z0‖.

В данном примере α∗(t) =
a− 1

‖z0‖ − ε
• t, α∗(t) =

a+ 1

‖z0‖+ ε
• t. В момент T α∗(T ) = 1, а

α∗(T ) =
a+ 1

‖z0‖+ ε
•
‖z0‖ − ε

a− 1
и α∗(T ) < 1 при aε > ‖z0‖, и в этом случае заключение теоремы 2

остается в силе.

Отметим, что при ε = 0 возможность закончить данную игру в момент T из каких-либо
точек z0 в рассматриваемой схеме не следует, хотя окончание игры не позже чем за время T
из любых начальных положений z0 без каких-либо условий с любым ε следует из того факта,
что функция α∗ (t, τ, v) не зависит от t [16, p. 99].
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