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Введение и постановка задач

В последнее время при решении некоторых экстремальных задач теории аппроксимации
функций часто используют различные модификации классического модуля непрерывности, в
которых обычный оператор сдвига Th(f, x) := f(x+ h), h ∈ R\{0}, заменяется каким-нибудь
сглаживающим оператором. Так например, в случае аппроксимации периодических функ-
ций вместо оператора сдвига Thf В.А.Абиловым и Ф.В.Абиловой [1], С.Б.Вакарчуком [3],
М.Ш.Шабозовым и Г.А.Юсуповым [2] был использован оператор (функция) Стеклова

Sh(f, x) =
1

2h

h∫

−h

f(x+ t)dt, h > 0. (0.1)

Данная работа продолжает указанную тематику и посвящена дальнейшему применению
характеристик гладкости, основанных на применении оператора Sh.

Приведем нужные нам в дальнейшем обозначения. Пусть L2 ≡ L2[0, 2π] — пространство
вещественнозначных измеримых по Лебегу 2π-периодических функций, у которых норма

‖f‖
def
= ‖f‖L2 :=

(
1

π

2π∫

0

|f(x)|2dx

)1/2

< ∞.

Исходя из определения функции (0.1), полагаем Sh,i(f)
def
= Sh

(
Sh,i−1(f)

)
, где i ∈ N и

Sh,0(f) ≡ f. Обозначив через I единичный оператор в L2, определим конечные разности пер-
вого и высших порядков [1]:

∆̃1
h(f, x)

def
= Sh(f, x)− f(x) = (Sh − I)(f, x),
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∆̃m
h (f, x)

def
= ∆̃1

h

(
∆̃m−1

h (f, ·), x
)
= (Sh − I)m(f, x) =

k∑

i=0

(−1)m−i

(
m

i

)
Sh,i(f, x), m = 2, 3, 4, . . . .

Используя указанные обозначения, введем следующую характеристику гладкости функции
f ∈ L2:

Ωm(f, t)
def
= sup

{∥∥∆̃m
h (f)

∥∥ : 0 < h ≤ t
}
, (0.2)

которую назовем обобщенным модулем непрерывности m-го порядка.

Через ℑ2n−1 обозначим подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше
n−1. Известно, что для произвольной функции f ∈ L2, которая имеет разложение в ряд Фурье

f(x) ∼
a0(f)

2
+

∞∑

j=1

(
aj(f) cos jx+ bj(f) sin jx

)
, (0.3)

величина ее наилучшего приближения элементами подпространства ℑ2n−1 определяется как

En−1(f)2 := inf
{
‖f − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ ℑ2n−1

}
= ‖f − sn−1(f)‖ =

( ∞∑

j=n

ρ2j (f)
)1/2

,

где sn−1(f) — частная сумма порядка n − 1 ряда Фурье функции f, ρ2j(f)
def
= a2j(f) + b2j(f),

j ∈ N; aj(f), bj(f) — косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f.

Символом L
(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f ∈ L2, у которых

производные (r− 1)-го порядка абсолютно непрерывны, а производные r-го порядка f (r) при-
надлежат пространству L2. Всюду далее полагаем

sinc t :=
{ sin t

t
, если t 6= 0; 1, если t = 0

}
.

Нетрудно показать, что для произвольной функции f ∈ L2 имеет место равенство

∥∥∆̃m
h (f)

∥∥2 =
∞∑

k=1

(1− sinc kh)2m ρ2j (f),

с учетом которого для модуля непрерывности (0.2) запишем равенство

Ωm(f, t) = sup
{( ∞∑

k=1

(1− sinc kh)2mρ2j(f)
)1/2

: 0 < h ≤ t
}
. (0.4)

Всюду далее условимся под весовой функцией на отрезке [0, h] понимать неотрицатель-
ную суммируемую функцию q, неэквивалентную нулю на этом же отрезке. Для компактного
изложения последующих результатов вводим в рассмотрение экстремальную характеристику

χn,r,p(Ωm, q, h) = sup
f∈L

(r)
2

f 6=const

En−1(f)
(∫ h

0
Ωp
m(f (r), t)q(t)dt

)1/p
, (0.5)

где m,n ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ R+, 0 < h ≤ π/n, q ≥ 0 — весовая функция на отрезке [0, h].
Отметим, что величина (0.5) была исследована в работах [2; 3] — и при различных значениях
параметров m, p и конкретных весовых функциях q — в трудах многих других математиков
(см. в [3] подробную литературу с комментариями).

В работе [3] доказано следующее общее утверждение, которое является обобщением резуль-
тата А.А.Лигуна [4] на указанной выше характеристике гладкости (0.2). В частности, было
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показано, что если m,n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, q ≥ 0 — весовая функция на
отрезке [0, h], то

{An,p,r(Ωm; q;h)}−1 ≤ χm,n,r,p(Ωm; q, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Ak,p,r(Ωm; q;h)
}−1

, (0.6)

где

Ak,p,r(Ωm; q;h) :=

(
krp

h∫

0

(1− sincnh)mp q(t)dt

)1/p

.

Вопрос о точности двухстороннего неравенства (0.6) приводит к необходимости выяснения
условий на весовую функцию q, обеспечивающих выполнение равенства

inf
n≤k<∞

Ak,p,r(Ωm; q;h) = An,p,r(Ωm; q;h). (0.7)

Естественно, ответ на указанный вопрос должен формулироваться в терминах дифферен-
циальных свойств весовой функции q. В работе [3] доказано, что если весовая функция q явля-
ется непрерывной и дифференцируемой на отрезке [0, h] и удовлетворяет дифференциальному
неравенству

(rp− 1)q(t) − tq′(t) ≥ 0, t ∈ [0, h], r ∈ N, p ∈ [1/r, 2], (0.8)

то при любых m,n ∈ N и 0 < h ≤ 3π/(4n) имеет место равенство (0.7) и при этом

χm,n,r,p(Ωm; q, h) =
(
An,p,r(Ωm; q;h)

)−1
. (0.9)

В данной работе мы продолжим исследование в этом направлении и рассмотрим сформу-
лированную выше задачу в более общей ситуации для классов сверток, структурные харак-
теристики функций которых характеризуются модулем непрерывности (0.2), причем для до-
казательства равенства (0.9) не требуется выполнения дифференциального неравенства (0.8),
а необходимо лишь накладывать некоторое ограничение относительно весовой функции q .

1. Приближение некоторых классов сверток

Будем рассматривать функции f ∈ L2, представимые в виде свертки

f(x)
def
= (K ∗ ϕ)(x) =

1

2π

2π∫

0

K(x− t)ϕ(t)dt, (1.1)

где K ∈ L2 — некоторая фиксированная функция (ядро); ϕ будет пробегать некоторое под-
множество из L2. Пусть

K(t) ∼
+∞∑

l=−∞

ale
ilt, al =

1

2π

2π∫

0

K(t)e−iltdt, l ∈ Z, (1.2)

ϕ(t) ∼

+∞∑

l=−∞

ble
ilt, bl =

1

2π

2π∫

0

ϕ(t)e−iltdt, l ∈ Z, (1.3)

— ряды Фурье этих функций. Тогда, как хорошо известно, ряд Фурье свертки (1.1) имеет вид

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

akbke
ikx. (1.4)
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Очевидно, что

En−1(f) = ‖f − sn−1(f)‖ =
( ∑

|k|≥n

|akbk|
2
)1/2

, (1.5)

где
sn−1(f, x) =

∑

|k|≤n−1

akbke
ikx

— частная сумма (n− 1)-го порядка ряда Фурье (1.4) функции f ∈ L2.
В данной работе для изучения аппроксимативных свойств свертки (1.1) вводится экстре-

мальная характеристика

Mn,p(Ωm; q, h) = sup
ϕ∈L2

ϕ 6=const

|an|
−1En−1(K ∗ ϕ)

(∫ h

0
Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt

)1/p
= sup

ϕ∈L2
ϕ 6=const

|an|
−1En−1(f)

( ∫ h

0
Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt

)1/p
, (1.6)

где m,n ∈ N, 0 < p, 0 < h ≤ π/n, an = an(K) — n-й коэффициент Фурье функции K (см. (1.2)),
q — весовая функция на [0, h]. Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть 0 < p ≤ 2, коэффициенты Фурье ak := ak(K) функции K ∈ L2 удовле-
творяют условиям

|a0| 6= 0, |ak|k
1/p ≥ |ak+1|(k + 1)1/p, k ∈ N. (1.7)

Если q — невозрастающая на [0, h] весовая функция, то величина (1.6) при любых m,n ∈ N

и 0 < h ≤ 3π/(4n) удовлетворяет равенству

Mn,p(Ωm; q, h) =

( h∫

0

(1− sinc kt)mp q(t)dt

)−1/p

. (1.8)

Существует свертка f0 := (K∗ϕ0), ϕ0 ∈ L2, ϕ0 6= const, реализующая верхнюю грань в (1.6),
равная правой части (1.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь равенством (0.4) для произвольной функции ϕ ∈ L2

с рядом Фурье (1.3), запишем неравенства

Ωm(ϕ; t) ≥ ∆̃m(ϕ; t) ≥
( ∑

|k|≥n

|bk|
2 (1− sinc kt)2m

)1/2
. (1.9)

Воспользуемся упрощенным вариантом неравенства Минковского (см., например, [5, с. 104])

[ h∫

0

( ∑

|k|≥n

|fk(t)|
2
)p/2

dt

]1/p
≥

[ ∑

|k|≥n

( h∫

0

|fk(t)|
pdt

)2/p ]1/2
, 0 < p ≤ 2. (1.10)

Заменяя в обеих частях неравенства (1.10) fk на fkq
1/p, получаем

[ h∫

0

( ∑

|k|≥n

|fk(t)|
2

)p/2

q(t)dt

]1/p
≥

[ ∑

|k|≥n

( h∫

0

|fk(t)|
pq(t)dt

)2/p ]1/2
. (1.11)

Возведем первую и последнюю части неравенств (1.9) в степень p, умножим их на весовую
функцию q, проинтегрируем по t в пределах от 0 до h, а затем применим соотношение (1.11).
В результате придем к неравенствам

( h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt

)1/p

≥

[ h∫

0

( ∑

|k|≥n

|bk|
2 (1− sinc kt)2m (q(t))2/p

)p/2 ]1/p
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≥

[ ∑

|k|≥n

(
|bk|

p

h∫

0

(1− sinc kt)mp q(t)dt

)2/p ]1/2

=

[ ∑

|k|≥n

|bk|
2

( h∫

0

(1− sinc kt)mp q(t)dt

)2/p ]1/2
=: Am,n,p. (1.12)

По условию теоремы функция q является неотрицательной и невозрастающей на отрезке [0, h],

поэтому, выполнив подстановку t =
n

k
τ при любом k ≥ n (k, n ∈ N), будем иметь

h∫

0

(1− sinc kt)mp q(t)dt =
n

k

kh/n∫

0

(1− sincnt)mp q
(n
k
t
)
dt

≥
n

k

h∫

0

(1− sincnt)mp q
(n
k
t
)
dt ≥

n

k

h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt. (1.13)

Условие (1.7) влечет неравенство |an|n
1/p ≥ |ak| k

1/p при k ≥ n, которое эквивалентно следу-
ющему неравенству:

n

k
≥

( |ak|
|an|

)p
, k ≥ n. (1.14)

Учитывая (1.14), из неравенства (1.13) получаем

h∫

0

(1− sinc kt)mp q(t)dt ≥
∣∣∣
ak
an

∣∣∣
p

h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt.

Пользуясь последним неравенством, продолжим (1.12):

Am,n,p ≥
1

|an|

[ ∑

|k|≥n

|akbk|
2

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)2/p ]1/2

=
1

|an|

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)1/p( ∑

|k|≥n

|akbk|
2

)1/2

=
1

|an|

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)1/p

En−1(f). (1.15)

Из неравенства (1.15) для произвольной функции ϕ ∈ L2, ϕ 6= const получаем

|an|
−1En−1(K ∗ ϕ)

( ∫ h

0
Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt

)1/p
≤

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)−1/p

. (1.16)

Следовательно, для характеристики (1.8) имеет место оценка сверху

Mn,p(Ωm; q, h) ≤

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)−1/p

. (1.17)
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Для получения оценки снизу указанной величины достаточно рассмотреть в L2 функцию
(свертку)

f0(x) = (K ∗ ϕ0)(x) = an cosnx, ϕ0(t) = cosnt, (1.18)

затем воспользоваться определением величины (1.6), а также легко проверяемыми соотноше-
ниями

En−1(f0) = |an|, Ωm(ϕ0; t) = (1− sincnt)m , 0 < nt ≤ 3π/4. (1.19)

Таким образом, для сверток (1.18) в силу (1.19) получаем оценку снизу

Mn,p(Ωm; q, h) ≥
|an|

−1En−1(K ∗ ϕ0)
( ∫ h

0
Ωp
m(ϕ0; t)q(t)dt

)1/p

=

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)−1/p

, 0 < nh ≤ 3π/4. (1.20)

Требуемое равенство (1.8) вытекает из сопоставления оценок сверху (1.17) и снизу (1.20), чем
и завершаем доказательство теоремы 1.

Заметим, что для произвольного a > 0 функция q∗(t) := te−at является весовой и убываю-
щей на отрезке [0, h]. В силу (1.8) приходим к следующему утверждению.

Следствие 1. Пусть 0 < p ≤ 2, q∗(t) := te−at, где a > 0, 0 ≤ t ≤ h (0 < h ≤ 3π/(4n)),
коэффициенты Фурье функции K ∈ L2 удовлетворяют условиям (1.7) теоремы 1. Тогда при
любых m,n ∈ N выполняется равенство

Mn,p(Ωm; q∗, h) =

( h∫

0

(1− sincnt)mp te−atdt

)−1/p

.

2. Значение n-поперечников некоторых классов функций

Приводим необходимые нам в дальнейшем определения. Пусть S — единичный шар в про-
странстве L2; M — выпуклое центрально-симметричное подмножество из L2; Λn ⊂ L2 —
n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2 — подпространство коразмерности n; L : L2 → Λn —
непрерывный линейный оператор; L ⊥ : L2 → Λn — непрерывный оператор линейного проек-
тирования. Величины

bn(M, L2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ M} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn(M, L2) = inf {sup {‖f‖ : f ∈ M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn(M, L2) = inf {sup {inf {‖f − g‖ : g ∈ Λn} : f ∈ M} : Λn ⊂ L2} ,

δn(M, L2) = inf {inf {sup {‖f − Lf‖ : f ∈ M} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

pn(M, L2) = inf
{
inf

{
sup

{
‖f − L⊥f‖ : f ∈ M

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линейным,
проекционным n-поперечниками. Известно [5; 6], что перечисленные выше n-поперечники мо-
нотонны по n и в гильбертовом пространстве L2 связаны соотношениями:

bn(M;L2) ≤ dn(M;L2) ≤ dn(M;L2) = δn(M;L2) = pn(M;L2). (2.1)
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Пусть m,n ∈ N, 0 < h ≤ 3π/(4n), 0 < p ≤ 2 и q — неотрицательная непрерывная неубыва-
ющая на отрезке [0, h] функция. В пространстве L2 определим класс функций

W
def
= W (m,n, p, q, h) = W (m,n, p, q, h;K) =

{
K ∗ ϕ :

h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt ≤ 1

}
.

Пусть Φ(t) — произвольная возрастающая на [0,∞) функция такая, что Φ(0) = 0. При
тех же ограничениях на параметры m,n, h, p, что и выше, и в случае, когда весовая функция
q ≡ 1, введем в рассмотрение класс функций

W (Φ;K)
def
= W (m,n, p, h; Φ;K) =

{
K ∗ ϕ :

1

h

h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)dt ≤ Φp(h)

}
. (2.2)

Полагая в точке t = 0 значение функции sinc t равным 1, следуя работе [3], через t∗ обозна-
чим значение аргумента sinc t, при котором она достигает наименьшего значения на множестве
R+ = (0,+∞). Заметим, что число t∗ является наименьшим положительным корнем уравнения
t = tg t. Легко вычислить, что 4, 49 < t∗ < 4, 51. Далее вводим обозначение

(
1− sinc t

)
∗
:=

{
1− sinc t, если 0 < t ≤ t∗; 1− sinc t∗, если t∗ ≤ t < ∞

}
.

Теорема 2. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ t∗, q — непрерывная невозрастающая
весовая функция на отрезке [0, h], коэффициенты Фурье функции K ∈ L2 удовлетворяют
условиям (1.7) теоремы 1. Тогда справедливы равенства

λ2n(W ;L2) = λ2n−1(W ;L2) = En−1(W )L2 = |an|

( h∫

0

(1− sincnt)mp q(t)dt

)−1/p

, (2.3)

где En−1(W )2 = sup{En−1(f)2 : f ∈ W}; λk(·) — любой из k-поперечников bk(·), d
k(·), dk(·),

λk(·), pk(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (1.16) для произвольной функции ϕ ∈ L2, ϕ 6=
const имеем

En−1(f) ≤ |an |

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1/p( h∫

0

Ωp
m(ϕ, t)q(t)dt

)1/p

,

откуда, учитывая соотношение (2.1), получаем оценку сверху для всех перечисленных выше
n-поперечников класса W :

λ2n(W ;L2) ≤ λ2n−1(W ;L2) ≤ En(W )L2 ≤ |an|

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1/p

. (2.4)

С целью получения оценки снизу в подпространстве тригонометрических полиномов T2n+1

порядка n рассмотрим шар

S2n+1
def
=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ |an|

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1/p}

и докажем его принадлежность классу W .
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Пусть Tn(x) =
∑n

k=−n cke
ikx ∈ S2n+1. Тогда ‖Tn‖

2 =
∑n

k=−n |ck|
2. Так как согласно услови-

ям теоремы ak 6= 0 при всех k, то функция

ϕ(t) =
n∑

k=−n

ck
ak

eikt

является решением уравнения свертки

Tn(x) =
1

2π

2π∫

0

K(x− t)ϕ(t)dt. (2.5)

Простое вычисление приводит к следующему неравенству:

Ωm(ϕ; t) ≤ (1− sincnt)m∗

( n∑

k=−n

∣∣∣∣
ck
ak

∣∣∣∣
2 )1/2

≤ (1− sincnt)m∗ |an|
−1

( n∑

k=−n

|ck|
2
)1/2

= (1− sincnt)m∗ |an|
−1‖Tn‖. (2.6)

Для доказательства S2n+1 ⊂ W достаточно показать, что

∫ h

0
Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt ≤ 1.

Возведем в степень p (0 < p ≤ 2) первую и последнюю части неравенств (2.6), проинте-
грируем полученное неравенство по t в пределах от 0 до h и, приняв во внимание неравенства
0 < h ≤ t∗, придем к соотношениям

h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)q(t)dt ≤ |an|

−p‖Tn‖
p

h∫

0

(1− sincnt)pm∗ q(t)dt

=

h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1

= 1.

Таким образом, вложение S2n+1 ⊂ W доказано. Отсюда с учетом соотношения (2.1) и опреде-
ления бернштейновского поперечника получаем оценку снизу всех n-поперечников:

λ2n(W ;L2) ≥ b2n(W ;L2) ≥ b2n(S2n+1, L2) ≥ |an|

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1/p

. (2.7)

Требуемое равенство (2.3) получаем из сопоставления неравенств (2.4) и (2.7), чем и завершаем
доказательство теоремы 2.

Рассмотрим одно конкретное применение теоремы 1.
Пусть r ∈ R+ (r > 1) и α ∈ R – произвольное действительное число. Положим

Br,α(x) =

∞∑

k=1

k−r cos
(
kx−

απ

2

)
. (2.8)

При r = α, r, α ∈ N функция (2.8) есть многочлен Бернулли. Обозначим через W
(r)
α Lp,

r ∈ R+, α ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ класс непрерывных периодических функций f , допускающих
представление (см. [7; 8, c. 51])

f(x) = C +
(
Br,α ∗ ϕ

)
(x), (2.9)
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где C ∈ R, ϕ ∈ Lp (1 ≤ p ≤ ∞), ϕ⊥const.
Из представления (2.9), в частности, следует, что если r = α, r, α ∈ R+, то ϕ(t) = f (r)(t) —

производная дробная порядка r в смысле Вейля [7], а W
(r)
r L2 (r ∈ R+) есть класс функций

f ∈ L
(r)
2 (r ∈ R+), у которых дробная производная f (r) в смысле Вейля удовлетворяет условию

‖f (r)‖ ≤ 1.
Положим

W (r)(h, q)
def
=

{
f : f ∈ W (r)

α L2,

h∫

0

Ωp
m(f (r); t)q(t)dt ≤ 1

}
.

Поскольку коэффициенты ядра Br,r (r ∈ R+) удовлетворяют соотношениям

|an| = n−r (n ∈ N, r ∈ R+, r > 1), то |aj |j
1/p ≥ |aj+1|(j + 1)1/p, j ∈ N,

выполняется для 1/r < p ≤ 2 (r > 1, r ∈ R+). В силу теоремы 2 мы приходим к следующему
утверждению.

Следствие 2. При любых m,n ∈ N, 1/r < p ≤ 2 (r ∈ R+, r > 1) и 0 < h ≤ π/n
справедливы равенства

λ2n(W
(r)(h, q);L2) = λ2n−1(W

(r)(h, q);L2)

= En(W
(r)(h, q))L2 = n−r

( h∫

0

(1− sincnt)pm q(t)dt

)−1/p

.

Теорема 3. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ 2 и мажоранта Φ при любых значениях h ∈ R+

удовлетворяет ограничению

( Φ(h)

Φ (π/n)

)p
≥

π

nh

∫ nh

0
(1− sinc t)mp

∗ dt
∫ π

0
(1− sinc t)mp dt

. (2.10)

Коэффициенты Фурье функции (ядро) K удовлетворяют условиям (1.7) теоремы 1. Тогда
справедливы равенства

λ2n(W (Φ;K);L2) = λ2n−1(W (Φ;K);L2) = En−1(W (Φ;K))L2

= |an|

(
1

π

π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1/p

Φ
(π
n

)
, (2.11)

где λk(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников. При этом множество мажорант,
удовлетворяющих ограничению (2.10), не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (1.16) для произвольной функции f ∈ L
(r)
2

запишем оценку сверху величины ее наилучшего полиномиального приближения при q(t) ≡ 1 :

En−1(f) ≤ |an|

(
1

h

h∫

0

(1− sincnt)mp dt

)−1/p( 1

h

h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)dt

)1/p

. (2.12)

Подставляя в правую часть неравенства (2.12) h = π/n, имеем

En−1(f) ≤ |an|

(
1

π

π∫

0

(1− sincnt)mp dt

)−1/p(n

π

π/n∫

0

Ωp
m(ϕ; t)dt

)1/p

. (2.13)
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Учитывая определение класса W (Φ;K) из неравенства (2.13), на основании соотноше-
ния (2.1) и формулы (2.2) получаем

λ2n(W (Φ;K);L2) ≤ λ2n−1(W (Φ;K);L2) ≤ λ2n−1(W (Φ;K);L2)

≤ En−1(W (Φ;K))L2 ≤ |an|

(
1

π

π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.14)

Приступая точно так же, как и в предыдущей теореме, для получения оценки снизу берн-
штейновского n-поперечника b2n−1(W (Φ;K);L2) в подпространстве ℑ2n+1 рассмотрим шар

S∗
2n+1

def
=

{
Tn ∈ ℑ2n+1 : ‖Tn‖ ≤ |an|

(
1

π

π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1/p

Φ
(π
n

)}

и покажем, что при выполнении ограничения (2.10) выполняется включение S∗
2n+1 ⊂ W (Φ;K).

Так как для произвольного полинома Tn ∈ S∗
2n+1, представимого в виде свертки (2.5), имеет

место неравенство (2.6), то, пользуясь указанным неравенством и ограничением (2.10), для
произвольного h ∈ R+ получаем

1

h

h∫

0

Ωp
m(ϕ; t)dt ≤ |an|

p‖Tn‖
p 1

h

h∫

0

(1− sincnt)mp
∗ dt

≤

(
1

π

π∫

0

(1− sinc t)mp dt

)−1 1

nh

nh∫

0

(1− sinc t)mp dt · Φ
(π
n

)
≤ Φ(h).

Последнее неравенство означает, что S∗
2n+1 ⊂ W (Φ;K), а потому, используя определение берн-

штейновского n-поперечника, с учетом соотношения (2.1) имеем

λ2n(W (Φ;K);L2) ≥ b2n(W (Φ;K);L2) ≥ b2n(S
∗
2n+1;L2)

≥ |an|

(
1

π

π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1/p

Φ
(π
n

)
. (2.15)

Сопоставляя оценки сверху (2.14) и оценку снизу (2.15), получаем требуемые равенст-
ва (2.11).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что функция

Φ∗(t)
def
= tα/p, 0 < p ≤ 2,

где

α
def
= π

( π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1

− 1, mp < α < 2mp,

удовлетворяет условию (2.10) [3, с. 509–512], чем и завершаем доказательство теоремы 3.

Из доказанной теоремы в случае K ≡ Br,r вытекает

Следствие 3. В условиях теоремы 3 справедливы равенства

λ2n(W (Φ;Br,r);L2) = λ2n−1(W (Φ;Br,r);L2) = En−1(W (Φ;Br,r))L2

=

(
1

π

π∫

0

(1− sinc τ)mp dτ

)−1/p

n−rΦ
(π
n

)
.
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