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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. В работе [1] О.Ю.Шмидт исследовал строение
ненильпотентных групп, все собственные подгруппы которых нильпотентны. Такие группы
впоследствии стали называть группами Шмидта.

На возможности применения групп Шмидта к исследованию подгруппового строения групп,
по-видимому, впервые обратил внимание С.А.Чунихин (см. [2, гл. 4], а также обзор [3]). В ра-
ботах [4;5] было доказано, что нормальная неабелева силовская p-подгруппа группы Шмидта
изоморфна U/Z, где U — силовская p-подгруппа группы U3(p

n) для некоторого целого числа
n ≥ 1 и подходящей подгруппы Z из Z(U). В ряде работ изучались группы, представимые
в виде произведения подгрупп Шмидта (см., например, [4; 6]). В статьях [7; 8] было получено
полное описание строения групп, в которых каждая подгруппа Шмидта субнормальна.

В работе [9] В.Н.Княгиной и В .С.Монаховым изучены свойства ненильпотентной груп-
пы G, в которой каждая подгруппа Шмидта холлова. В частности, в работе [9] доказано, что G
содержит нормальную нильпотентную холлову подгруппу H и фактор-группа G/H является
циклической группой. В данной работе установлены необходимые и достаточные условия для
групп с такими свойствами.

В работе [1] доказано, что группа Шмидта G бипримарна, т. е. π(G) = {p, q}, силовская
p-подгруппа Gp нормальна в G, Gq := 〈x〉 — циклическая группа, 〈xq〉 = Oq(G) ≤ Z(G),
|Gp/Φ(Gp)| = pm, где m — показатель числа p по модулю q и Gp/Φ(Gp) является главным
фактором группы G. В работах [10–12] были установлены дополнительные свойства группы
Шмидта, а именно |Φ(Gp)| ≤ pm/2, Φ(Gp) = [Gp, Gp] ≤ Z(G), exp(Gp) равна p при p > 2
и не превосходит 4 при p = 2. Из свойств группы Шмидта непосредственно следует, что
если в группе Шмидта G силовская p-подгруппа Gp абелева, то Gp · ⊳G и |Gp| = pm ≡ 1
(mod q). Группу Шмидта с нормальной силовской p-подгруппой и ненормальной циклической
силовской q-подгруппой, следуя [6], коротко будем называть S〈p,q〉-группой. Группа называет-
ся неразложимой, если она не может быть представлена в виде прямого произведения двух
различных собственных подгрупп.
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Для полного описания строения группы G, в которой каждая подгруппа Шмидта холло-
ва, нам потребуется понятие F〈n,d〉-группы, дополняющее понятие группы Фробениуса, а так-
же понятие S-накрывающей группы для F〈n,d〉-группы. Свойства F〈n,d〉-группы исследованы в
лемме 7. Из примера 1 следует, что F〈n,d〉-группа не обязана быть группой Фробениуса. В част-
ности, одной из таких является F〈1364,15〉-группа, а в примере 2 приведена ее S-накрывающая
группа, в которой каждая подгруппа Шмидта холлова.

О п р е д е л е н и е 1. Ненильпотентную неразложимую группу G назовем F〈n,d〉-группой,
если G := [M ]H, где M := Soc(G) — нильпотентная нормальная холлова подгруппа порядка n,
H — циклическая подгруппа порядка d в группе G, причем для любого p ∈ π(M) и любого
q ∈ π(H/CH(Mp)) в H существует подгруппа Q такая, что |Q| = q и [Mp]Q является группой
Шмидта.

О п р е д е л е н и е 2. Группу U назовем S-накрывающей F〈n,d〉-группы G, если в U суще-
ствует нормальная подгруппа A такая, что U/A ∼= G, A ≤ Φ(U)∩Z(U) и для любого p ∈ π(A)
силовская p-подгруппа группы A содержится в каждой pd-подгруппе Шмидта группы U .

Цель настоящей работы — получить необходимые и достаточные условия, при которых в
ненильпотентной группе каждая подгруппа Шмидта холлова.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. В ненильпотентной группе G каждая подгруппа Шмидта холлова тогда и

только тогда, когда группа G := A1×A2×. . .×At×N , где t > 0, A1, A2, . . . , At, N — нормальные

холловы подгруппы группы G, 1 ≤ N ≤ F (G) и Ai является S-накрывающей F〈ni,di〉-группы

Ai/Z(Ai), причем di свободно от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , t.

2. Определения, обозначения и вспомогательные результаты

Применяем следующие обозначения и определения: Zn — циклическая группа порядка n;
Epn — элементарная абелева p-группа порядка pn; π — некоторое множество простых чисел;
π′ — дополнение к множеству π во множестве всех простых чисел P; π(n) — множество всех
простых делителей натурального числа n; если π(n) ⊆ π, то натуральное число n называется
π-числом; делитель d натурального числа n называется холловым делителем, если (n, n/d) = 1;
символ := означает равенство по определению; |G| — порядок группы G; π(G) := π(|G|); если
π(G) ⊆ π, то группа G называется π-группой; |G : X| — индекс подгруппы X в группе G; Gp

означает одну из силовских p-подгрупп группы G; Soc(G) — цоколь группы G; L · ⊳G озна-
чает, что L — минимальная нормальная подгруппа группы G; K char G означает, что K —
характеристическая подгруппа группы G; если H — подгруппа группы G и (|G : H|, |H|) = 1,
то H называется холловой подгруппой группы G; если H — π-подгруппа группы G и |G : H|
является π′-числом, то H называется π-холловой подгруппой группы G; Z(G), F (G) и Φ(G) —
соответственно центр, подгруппы Фиттинга и Фраттини группы G; Op(G) и Op′(G) — наи-
большие нормальные p- и p′-подгруппы соответственно группы G; G := [A]B — полупрямое
произведение нормальной подгруппы A и подгруппы B группы G. Группа G = [M ]H назы-
вается группой Фробениуса с нормальным множителем M и дополнительным множителем H,
если 1 < H < G и H∩Hg = 1 для любого g ∈ G\H. Группа (подгруппа) называется pd-группой

(pd-подгруппой), если ее порядок делится на p, где p — простое число. Последний член верхнего
центрального ряда группы G называется гиперцентром G и обозначается H(G). Следуя [9],
обозначим через H класс всех групп, в которых каждая подгруппа Шмидта холлова. Группа,
принадлежащая классу H, называется H-группой.

Неприведенные обозначения и определения можно найти в [2; 13–15].

Лемма 1 (теорема Шура — Цассенхауза [15, теорема 4.32]). Пусть N — нормальная под-

группа группы G. Если |N | = n, |G : N | = m и (m,n) = 1, то в группе G существует

подгруппа порядка m и любые две подгруппы порядка m в группе G сопряжены.
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Лемма 2 [8, лемма 1]. Пусть G — группа, N ⊳G, A ≤ G, H(G) – гиперцентр группы G
и N ≤ H(G). Тогда

(1) A ∩H(G) ≤ H(A);
(2) H(G/N) = H(G)/N и F (G/N) = F (G)/N ;
(3) если N 6= 1, то N ∩ Z(G) 6= 1.

Лемма 3 [9, лемма 3]. Если группа G ∈ H, то каждая подгруппа группы G и каждая

фактор-группа группы G принадлежат H.

При доказательстве теоремы 1 существенно применяется следующий результат работы [9].

Лемма 4 [9, теорема]. Пусть G — ненильпотентная H-группа. Тогда выполняются сле-

дующие утверждения:
(1) если P — ненормальная силовская p-подгруппа группы G, то P является циклической

и максимальная подгруппа из P содержится в Z(G);
(2) если P является нормальной силовской p-подгруппой группы G и G не является p-

разложимой, то либо P является минимальной нормальной подгруппой в группе G, либо

P неабелева, Φ(P ) =P’= Z(P ) и P/Φ(P ) является минимальной нормальной подгруппой в

фактор-группе G/Φ(P );
(3) если P1 — нормальная p-подгруппа группы G, не являющаяся силовской p-подгруппой

группы G и G не p-разложима, то P1 содержится в Z(G);
(4) если Z(G) = 1, то группа G содержит нормальную абелеву холлову подгруппу A, в

которой каждая силовская подгруппа является минимальной нормальной подгруппой в G,

G/A является циклической и число |G/A| свободно от квадратов.

Докажем два свойства гиперцентра, необходимые нам в дальнейшем.

Лемма 5. Пусть G — группа, H(G) — гиперцентр группы G, R ≤ H(G). Если R —

холлова подгруппа в группе G, то в G существует подгруппа A такая, что G = A×R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что группа G — контрпример минимального порядка.
Так как H(G) char G, H(G) нильпотентна и по условию R — холлова подгруппа в G, а значит
и в H(G), то R char H(G) и, значит, R char G. Если R = 1, то G = A × R и A = G. Пусть
R 6= 1. По п. (3) леммы 2 имеем Z := R ∩Z(G) 6= 1. Рассмотрим фактор-группу G/Z. Так как
|G/Z| < |G| и по п. (2) леммы 2 H(G/Z) = H(G)/Z, то по индукции G/Z = (R/Z) × (B/Z).
Тогда G = RB, B ⊳G и R∩B = Z. Пусть π := π(R). Так как G/R ∼= B/B ∩R = B/Z, то B/Z
является π′-группой. Поскольку Z ≤ R, то Z — π-группа. По лемме 1 в группе B существует
подгруппа A такая, что B = A[Z]. Поскольку Z ≤ Z(G), то B = A × Z. Так как B ⊳ G и
A = Oπ′(B) char B, то A⊳G и G = R×A. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть G — группа, N⊳G и N ≤ H(G). Если A/N ≤ G/N , π := π(A/N) и A/N
является π-холловой подгруппой группы G/N , то в G существует π-холлова подгруппа B
такая, что A/N = BN/N и A = B ×Nπ′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как π = π(A/N) и N — нильпотентная группа, то N =
Nπ × Nπ′ . Если Nπ′ = 1, то A является π-группой и поскольку |G/N : A/N | = |G : A| —
π′-число, то отсюда следует, что A — π-холлова подгруппа группы G. Тогда полагаем B = A.
Пусть Nπ′ 6= 1. По п. (1) леммы 2 получим, что Nπ′ ≤ N ≤ A ∩H(G) ≤ H(A) и Nπ′ является
π′-холловой подгруппой группы A. Тогда по лемме 5 в A существует подгруппа B такая, что
A = B×Nπ′ . Так как B является π-холловой подгруппой группы A и |G : A| — π′-число, то B
является π-холловой подгруппой группы G, причем A/N = BN/N . Лемма доказана.

П р и м е р 1. Пусть группа G = [E4 × E11 × E31](Z3 × Z5), где [E4]Z3, [E11]Z5, [E31]Z3 и
[E31]Z5 являются группами Шмидта. Тогда G является F〈1364,15〉-группой. Отметим, что E4×Z5



6 Е.Н.Бажанова, В.А.Ведерников

и E11 × Z3 являются бипримарными холловыми нильпотентными подгруппами группы G и
(Z3 × Z5) ∩ (Z3 × Z5)

a = Z5, где 1 6= a ∈ E4. Следовательно, группа G не является группой
Фробениуса.

Основные свойства F〈n,d〉-группы содержатся в следующей лемме.

Лемма 7. Пусть G := [M ]H является F〈n,d〉-группой, M := Mp1 × Mp2 × . . . × Mps :=

Soc(G), |Mpi | := pkii , ki > 0 — целое число, i = 1, 2, . . . s, π(H) := {q1, q2, . . . , qt}, H := 〈h〉,
hj ∈ H и |hj | := qj, j = 1, 2, . . . , t. Тогда выполняются следующие утверждения:

(1) Φ(G) = Z(G) = 1;

(2) если L ·⊳G, то существует p ∈ {p1, p2, . . . , ps} такое, что L = Mp;

(3) NG(H) = H;

(4) для каждого j ∈ {1, 2, . . . , t} существует i ∈ {1, 2, . . . , s} такое, что [Mpi ]〈hj〉 является

группой Шмидта, причем pkii ≡ 1 (mod qj);

(5) для каждого r ∈ {1, 2, . . . , s} существует m ∈ {1, 2, . . . , t} такое, что [Mpr ]〈hm〉 явля-

ется группой Шмидта, причем pkrr ≡ 1 (mod qm);

(6) если s = 1 или t = 1, то группа G является группой Фробениуса;

(7) каждая подгруппа Шмидта является холловой в G тогда и только тогда, когда |H|
свободен от квадратов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Допустим, что Φ(G) 6= 1. Пусть L · ⊳G, L ≤ Φ(G). Тогда
L ≤ M = Soc(G), и по [15, лемма 2.37] M = L × K, причем K ⊳ G. Отсюда следует, что
G = L(KH), причем KH < G. Так как L ≤ Φ(G), то из G = L(KH) вытекает, что G = KH.
Получили противоречие. Следовательно, Φ(G) = 1. Допустим, что Z = Z(G) 6= 1. Тогда
по [13, лемма 7.9] подгруппа Z дополняема в G. Следовательно, существует в G подгруппа A
такая, что G = ZA = Z×A и, значит, группа G разложима, что противоречит определению 1.
Следовательно, Z(G) = 1.

(2) Пусть p ∈ π(L). Так как Mp ⊳ G и Mp является силовской p-подгруппой группы G,
то L ≤ Mp. Поскольку Z(G) = 1, то CG(L) < G. По [15, лемма 2.37] существует такая под-
группа K, что M = L×K и, значит, M ≤ CG(L). Тогда по модулярному тождеству CG(L) =
M(CG(L) ∩H), причем CH(L) = CG(L) ∩H < H. Поэтому существует q ∈ π(H/CH(L)). Так
как CH(Mp) ≤ CH(L), то q ∈ π(H/CH(Mp)). По определению 1 в H существует подгруппа Q
такая, что |Q| = q и [Mp]Q является группой Шмидта. Допустим, что L < Mp. Тогда из
свойств группы Шмидта следует, что L ≤ Φ(Mp). По модулярному тождеству получим, что
Mp = L× (Mp ∩K); это невозможно. Следовательно, L = Mp.

(3) Допустим, что H < T := NG(H). По условию G = [M ]H. Тогда по модулярному
тождеству T = H(T ∩M). Так как H ⊳ T , T ∩M ⊳ T и (T ∩M)∩H = 1, то T = H × (T ∩M).
Из определения 1 и [15, лемма 2.37, п. 2)] следует, что M является абелевой с элементарными
абелевыми силовскими p-подгруппами для любого p ∈ π(M). Тогда CG(T ∩M) ≥ 〈M ∪H〉 = G
и, значит, Z(G) 6= 1. Получили противоречие с п. (1). Следовательно, NG(H) = H.

(4) Пусть j ∈ {1, 2, . . . , t}. Допустим, что для любого i ∈ {1, 2, . . . , s} группа [Mpi ]〈hj〉 яв-
ляется нильпотентной. Тогда CG(hj) ≥ 〈M ∪H〉 = G и, значит, Z(G) 6= 1, что противоречит
п. (1). Следовательно, существует i ∈ {1, 2, . . . , s} такое, что qj ∈ π(H/CH(Mpi)) и по опреде-
лению 1 [Mpi ]〈hj〉 является группой Шмидта. Так как Mpi является элементарной абелевой
pi-группой (см. доказательство п. (3)), то из свойств группы Шмидта [Mpi ]〈hj〉 следует, что

pkii ≡ 1 (mod qj).

(5) Пусть r ∈ {1, 2, . . . , s}. Допустим, что для любого m ∈ {1, 2, . . . , t} группа [Mpr ]Hqm яв-
ляется нильпотентной. Тогда CG(Mpr) ≥ Hqm для любого m = 1, 2, . . . , t и, значит, CG(Mpr) ≥
〈M ∪ H〉 = G. Поэтому Z(G) 6= 1, что противоречит п. (1). Следовательно, существует
m ∈ {1, 2, . . . , t} такое, что qm ∈ π(H/CH(Mpr)) и по определению 1 [Mpr ]〈hm〉 является груп-
пой Шмидта, причем pkrr ≡ 1 (mod qm).
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(6) Пусть s = 1. Тогда G = [Mp1 ]〈h〉, M = Mp1 = Soc(G) — единственная минимальная
нормальная подгруппа группы G и H = 〈h〉 является максимальной подгруппой группы G,
причем по п. (3) NG(H) = H.

Допустим, что существует g ∈ G\H такой, что D = H ∩Hg 6= 1. Тогда CG(D) ≥ 〈H,Hg〉 =
G, что противоречит п. (1). Следовательно, H ∩Hg = 1 для любого g ∈ G \H и, значит, G —
группа Фробениуса с нормальным множителем M и дополнительным множителем H.

Пусть t = 1. Тогда G = [M ]H, π(H) = {q1}, H = 〈h〉 — циклическая q1-группа и |h1| =
q1. По п. (5) [Mpi ]〈h1〉 является группой Шмидта, причем pkii ≡ 1 (mod q1) для любого i =
1, 2, . . . , s. По п. (3) NG(H) = H. Допустим, что существует x ∈ G \ H такой, что D :=
H ∩Hx 6= 1. Тогда по п. (3) Hx 6= H и T := NG(D) ≥ 〈H,Hx〉 > H. По модулярному тождеству
T = H(M ∩ T ), причем L := M ∩ T 6= 1 и G = MT . Так как L⊳M и L⊳ T , то L⊳G. Пусть
pi ∈ π(L). Тогда в силу п. (2) Mpi ≤ L. Так как H = 〈h〉 — циклическая q1-группа, |h1| = q1
и 1 6= D < H, то H содержит единственную подгруппу Q порядка q1 и, значит, h1 ∈ Q ≤ D.
Следовательно, Mpi〈h1〉 ≤ L×D и, значит, Mpi〈h1〉 — нильпотентная группа, что противоречит
п. (5). Поэтому H ∩Hx = 1 для любого x ∈ G \H и G является группой Фробениуса.

(7) Пусть в группе G каждая подгруппа Шмидта является холловой. Так как для любого
qj ∈ π(H) по п. (4) в группе G существует подгруппа Шмидта [Mpi ]〈hj〉, которая является
холловой в G, то 〈hj〉 — силовская qj-подгруппа группы G и, значит, |Hqj | = qj для любого
qj ∈ π(H). Поэтому |H| свободен от квадратов.

Пусть в F〈n,d〉-группе G = [M ]H порядок подгруппы H свободен от квадратов. Пусть S —
S〈p,q〉-подгруппа группы G. Тогда Sp = S ∩Mp ⊳ S. Так как Sq 6⊆ CG(Sp) и CG(Mp) ≤ CG(Sp),
то q ∈ π(G/CG(Mp)) = π(H/CH(Mp)). Тогда по определению 1 в G существует подгруппа
Шмидта [Mp]Q, где Q ≤ H и |Q| = q. Пусть |Mp| := pk. Тогда pk ≡ 1 (mod q) и k — показатель
числа p по модулю q. Так как |Sp| также обладает этим свойством, то |Sp| = |Mp|. Поскольку
|H| свободен от квадратов, то отсюда следует, что S является холловой подгруппой группы G.
Лемма доказана.

3. Доказательство основных результатов

Теорема 2. Если в ненильпотентной группе G каждая подгруппа Шмидта холлова, то

G/H(G) := F1 × . . . × Fr, где Fi — холлова подгруппа в G/H(G), изоморфная F〈ni,di〉-группе,

причем di свободно от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , r.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в ненильпотентной группе G каждая подгруппа Шмидта
холлова. Допустим, что группа G — контрпример минимального порядка. Пусть Z := Z(G) 6= 1.
Рассмотрим фактор-группу G = G/Z. По лемме 3 в группе G каждая подгруппа Шмидта хол-
лова. Так как |G| < |G|, то по индукции для группы G/H(G) заключение теоремы выполняет-
ся. По п. (2) леммы 2 H(G/Z) = H(G)/Z. Тогда G/H(G) ∼= G/H(G) и, значит, для группы G
заключение теоремы выполняется. Следовательно, Z(G) = 1.

Допустим, что Φ := Φ(G) 6= 1. Пусть M — минимальная нормальная подгруппа группы G,
M ≤ Φ(G) и M — элементарная абелева p-группа. По [13, лемма 3.9] Op(G/CG(M)) = 1. Так
как Z(G) = 1, то CG(M) 6= G. Пусть x ∈ G \CG(M), x — q-элемент, где q 6= p. Тогда [M ]〈x〉 —
ненильпотентная группа. Пусть V — некоторая подгруппа Шмидта группы [M ]〈x〉. Тогда V —
S〈p,q〉-группа, Vp ≤ M . По условию V — холлова подгруппа группы G. Следовательно, Vp —
силовская p-подгруппа группы G и, значит, Vp = M = Gp, что невозможно из-за M ≤ Φ(G).

Итак, Φ(G) = 1. Пусть F := F (G). Тогда по [13, лемма 7.9] G = [F ]H, причем по п. (4)
леммы 4 F является холловой подгруппой в G, силовские подгруппы из F суть минималь-
ные нормальные подгруппы группы G, а H — циклическая группа порядка, свободного от
квадратов.

Допустим, что группа G разложима. Тогда в G существуют собственные нормальные под-
группы A и B такие, что G := A × B. Так как Z(G) = 1, то Z(A) = Z(B) = 1 и, зна-
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чит, A и B — ненильпотентные подгруппы группы G. Поскольку A ⊳ G и F (A) char A,
то F (A) ⊳ G. Следовательно, F (A) ≤ F (G) и F (A) = A ∩ F (G). По [15, лемма 2.37, п. 1]
F (A)F (G) = F (G) = F (A)×N1 ×N2× . . .×Nk, где Ni — минимальная нормальная подгруппа
группы G и Ni — силовская подгруппа группы G, i = 1, 2, . . . , k. Поскольку F (G) — холлова
подгруппа в группе G, то отсюда следует, что F (A) — холлова подгруппа в группе G. Анало-
гично F (B) — нормальная холлова подгруппа в группе G, причем F (G) = F (A) × F (B). Из
того что G/F (G) ∼= A/F (A) × B/F (B) — группа порядка, свободного от квадратов, следует:
A и B — холловы подгруппы группы G.

Поскольку |A| < |G| и каждая подгруппа Шмидта группы A холлова в G, а значит, и в
группе A, то по индукции A = F1 × . . . × Fm, где Fi — F〈ni,di〉-подгруппа группы A, i = 1,m,
причем |F1|, . . . , |Fm| попарно взаимно просты. Аналогично B = Fm+1 × · · · × Ft и, значит,
G = F1 × . . . × Ft, где |F1|, . . . , |Ft| попарно взаимно просты, и G удовлетворяет заключению
теоремы. Получили противоречие. Следовательно, группа G не является разложимой группой.

Допустим, что F < Soc(G) := C. Тогда по модулярному тождеству получим, что C =
F (C ∩ H), причем C ∩ H 6= 1. Так как CG(C ∩ H) ≥ 〈C,H〉 = G, то C ∩ H ≤ Z(G) = 1.
Получили противоречие. Следовательно, F = Soc(G). Пусть p ∈ π(F ). Так как Z(G) = 1,
то CG(Fp) < G. Пусть q ∈ π(G/CG(Fp)). Так как F ≤ CG(Fp), то G = HCG(Fp) и, значит,
G/CG(Fp) ∼= H/CH(Fp). Тогда [Fp]Hq является ненильпотентной подгруппой группы G для
любого q ∈ π(H/CH(Fp)). Поэтому группа [Fp]Hq содержит S〈p,q〉-подгруппу S. По условию S
является холловой подгруппой группы G. Следовательно, S = [Fp]Hq. Так как |H| свободен от
квадратов, то |Hq| = q. По определению 1 G является F〈n,d〉-группой, где n := |F | и d := |H|.
Получили противоречие. Теорема 2 доказана.

П р и м е р 2. Пусть группа U = [Q8 × E11 × E31](Z9 × Z125), где Q8 — группа ква-
тернионов, [Q8]Z9, [E11]Z125, [E31]Z9, [E31]Z125 являются группами Шмидта, а Q8 × Z125 и
E11 × Z9 — бипримарными холловыми нильпотентными подгруппами группы U . Тогда U яв-
ляется S-накрывающей F〈1364,15〉-группы U/Z(U) из примера 1, причем в группе U каждая
подгруппа Шмидта холлова.

З а м е ч а н и е 1. Группа U , приведенная в примере 2, является накрывающей F〈1364,15〉-
группы G из примера 1, причем группа U получена путем замены каждой подгруппы Шмидта
в G ее накрывающей. Ранее подгруппы Шмидта назывались подгруппами типа S (см. [2]).
В связи с этим согласно определению 2 группу U называем S-накрывающей группой F〈1364,15〉-
группы G.

Теорема 3. Пусть U является S-накрывающей группой F〈n,d〉-группы G и Z := Z(U).
Тогда выполняются следующие утверждения:

(1) Z = Φ(U), U/Z ∼= G и для любого p ∈ π(Z) силовская p-подгруппа группы Z содержит-

ся в каждой pd-подгруппе Шмидта группы U .

(2) Если S — S〈p,q〉-подгруппа группы U , то S ∩ Z является {p, q}-холловой подгруппой

группы Z.

(3) В группе U каждая подгруппа Шмидта холлова тогда и только тогда, когда в F〈n,d〉-

группе G число d свободно от квадратов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Так как U является S-накрывающей группой F〈n,d〉-группы G,
то по определению 2 в группе U существует нормальная подгруппа A такая, что U/A ∼= G,
A ≤ Φ(U) ∩ Z(U) и для любого p ∈ π(A) силовская p-подгруппа группы A содержится в
каждой pd-подгруппе Шмидта группы U . По п. (1) леммы 7 Φ(U/A) = Z(U/A) = 1, а по
[14, лемма III, п. 3.4b)] Φ(U/A) = Φ(U)/A = 1. Отсюда следует, что Φ(U) = A. Так как
Z(U)/A ≤ Z(U/A) = 1, то Z(U) = A. Следовательно, Z = Z(U) = Φ(U) = A и для любо-
го p ∈ π(Z) силовская p-подгруппа группы Z содержится в каждой pd-подгруппе Шмидта
группы U .

(2) Пусть r ∈ π(S ∩ Z). Тогда r ∈ π(Z) и по п. (1) Zr ≤ S. Следовательно, S ∩ Z является
{p, q}-холловой подгруппой группы Z.
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(3) Пусть в группе U каждая подгруппа Шмидта холлова. Тогда по лемме 3 в U/Z каждая
подгруппа Шмидта холлова. Так как U/Z является F〈n,d〉-группой, то по п. (7) леммы 7, число d
свободно от квадратов.

Пусть в F〈n,d〉-группе U/Z число d свободно от квадратов и S — S〈p,q〉-подгруппа группы U .
Тогда SZ/Z ∼= S/S ∩Z является S〈p,q〉-подгруппой F〈n,d〉-группы U/Z. По п. (7) леммы 7 SZ/Z
является холловой подгруппой в группе U/Z и, значит, |U/Z : SZ/Z| = |U : SZ| := k является
{p, q}′-числом. Поскольку k = |U |/|SZ| = (|U ||S ∩ Z|)/(|S||Z|), то |U |/|S| = k|Z|/|S ∩ Z|. Так
как по п. (2) |Z|/|S ∩ Z| является {p, q}′-числом, то |U |/|S| — {p, q}′-число. Следовательно,
S — холлова подгруппа группы U . Теорема 3 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Необходимость. Пусть в ненильпотентной группе G
каждая подгруппа Шмидта холлова и G — контрпример минимального порядка. Тогда по
теореме 2 G/H(G) = F1×. . .×Ft, где Fi является холловой подгруппой в G/H(G), изоморфной
F〈ni,di〉-группе, причем di свободно от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , t.

Допустим, что R := H(G) = 1. Тогда G = F1 × . . . × Ft является группой из заключения
теоремы. Получили противоречие. Следовательно, R 6= 1.

Пусть π := π(G/R). Так как G/R является π-холловой подгруппой группы G/R, то по
лемме 6 в группе G существует π-холлова подгруппа B такая, что G = B×Rπ′ . Допустим, что
Rπ′ 6= 1. Пусть S — некоторая подгруппа Шмидта группы B. Тогда S — подгруппа Шмидта в
группе G; по условию S холлова в G и, значит, S — холлова подгруппа в B. Так как |B| < |G|,
то по индукции B удовлетворяет заключению теоремы. Пусть B = A1×A2 × . . .×At×M , где
t > 0, A1, A2, . . . , At,M — нормальные холловы подгруппы группы B, 1 ≤ M ≤ F (B) и Ai яв-
ляется S-накрывающей F〈ni,di〉-группы Ai/Z(Ai), причем di свободно от квадратов для любого
i = 1, 2, . . . , t. Тогда G = B×Rπ′ = A1×A2×· · ·×At×N , где N := M×Rπ′ ≤ F (G) и группа G
удовлетворяет заключению теоремы. Получили противоречие. Следовательно, Rπ′ = 1. Тогда
R является π-группой и π = π(G).

Пусть Fi := Bi/R, i = 1, 2, . . . , t. Тогда Bi ⊳ G, i = 1, 2, . . . , t и G = B1B2 . . . Bt. Пусть
πi := π(Fi), i = 1, 2, . . . , t. Так как G/R = F1 × F2 × . . . × Ft, причем Fi — холлова подгруппа
в G/R для любого i = 1, 2, . . . , t и π = π(G/R), то π = π1 ∪ π2 ∪ . . . ∪ πt и πi ∩ (π1 ∪ π2 ∪ . . . ∪
πi−1 ∪ πi+1 ∪ . . . ∪ πt) = ∅ для любого i = 1, 2, . . . , t. По п. (1) леммы 2 R ≤ H(Bi). Так как
Bi/R является πi-холловой подгруппой группы G/R, то по лемме 6 в группе G существует
πi-холлова подгрупа Ai такая, что Bi = Ai ×Rπi

′ для любого i = 1, 2, . . . , t. Поскольку Bi ⊳G
и Ai char Bi, то Ai ⊳G для любого i = 1, 2, . . . , t. Тогда G = (A1 ×A2 × . . .×At)R, причем Ai

является πi-холловой подгруппой в группе G для любого i = 1, 2, . . . , t. Так как R является
π-группой и π = π1 ∪ π2 ∪ . . . ∪ πt, то для любого p ∈ π(R) существует i ∈ {1, 2, . . . , t} такое,
что p ∈ πi. Тогда Rp ≤ Ai и, значит, AiRp = Ai. Поэтому G = A1 ×A2 × . . .×At.

Покажем, что Ai является S-накрывающей группой F〈ni,di〉-группы Ai/Z(Ai), причем di
свободно от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , t.

Пусть t = 1. Тогда G = A1, R = H(G), π = π(G) = π(G/R) и G/R является F〈n1,d1〉-группой,
причем d1 свободно от квадратов. По пп. (4), (5) леммы 7, для любого r ∈ π(R) в группе G/R
существует rd-подгруппа Шмидта B/R. По п. (1) леммы 2 R ≤ H(B). Пусть π(B/R) := {r, s}.
Тогда по лемме 6 B = C × R{r,s}′ , где C — холлова {r, s}-подгруппа группы B. Так как
B/R = CR/R ∼= C/C ∩ R — группа Шмидта, то C — ненильпотентная {r, s}-группа. Тогда
C содержит подгруппу Шмидта, которая по условию холлова в G и, значит, совпадает с C.
Так как π(R) ⊆ π(G/R) и фактор-группа G/R по определению 1 не является разложимой,
то группа G не является p-разложимой для любого p ∈ {r, s}. Тогда по пп. (2), (3) леммы 4
Z(C) ≤ Z(G) ≤ R. Следовательно, Z(C) ≤ C ∩ R. Так как по п. (1) леммы 2 и по свойствам
группы Шмидта C имеем C ∩ R ≤ H(C) = Z(C), то Z(C) = C ∩ R ≤ Z(G). Поскольку C
холлова в группе G, то C ∩R является холловой {r, s}-подгруппой группы R. Тогда силовская
p-подгруппа Rp ≤ C ∩ R ≤ Z(G) для любого p ∈ π(R) и, значит, R ≤ Z(G). Поскольку
Z(G) ≤ R, то R = Z(G). По свойствам группы Шмидта имеем Z(C) = Φ(C). Допустим,
что Z(C) 6⊆ Φ(G). Тогда в группе G существует максимальная подгруппа M , не содержащая
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Z(C) и, значит, G = Z(C)M . По модулярному тождеству получим, что C = Z(C)(C ∩M) =
Φ(C)(C ∩ M) = C ∩ M и, значит, Z(C) ≤ C ≤ M . Получили противоречие. Следовательно,
Z(C) = Φ(C) ≤ Φ(G). Тогда Rp ≤ Z(C) ≤ Φ(G) для любого p ∈ π(R) и, значит, R ≤ Φ(G).
Так как G/R является F〈n1,d1〉-группой, то по п. (1) леммы 7 Φ(G/R) = 1. По [14, лемме III,
3.4 b)] Φ(G/R) = Φ(G)/R = 1. Поэтому R = Φ(G). Так как для любого p ∈ π(R) любая pd-
подгруппа Шмидта T является холловой в G, то Rp ≤ T . Тогда по определению 2 G = A1

является S-накрывающей группой F〈n1,d1〉-группы A1/Z(A1) и, значит, G = A1 — эта группа
из заключения теоремы 1. Получили противоречие.

Пусть t > 1. Тогда |Ai| < |G| для любого i = 1, 2, . . . , t. Пусть S — подгруппа Шмидта
группы Ai. Тогда по условию S холлова в группе G и, значит, S является холловой в группе Ai.
По индукции Ai = C1 × C2 × · · · × Cs × Ni, где Cr, Ni холловы подгруппы группы Ai, Cr

является S-накрывающей группой F〈mr ,kr〉-группы Cr/Z(Cr), где kr свободно от квадратов
для любого r = 1, 2, . . . , s и 1 ≤ Ni ≤ F (Ai). Так как Fi = Bi/R = AiR/R ∼= Ai/Ai∩R является
F〈ni,di〉-группой, πi = π(Fi) = π(Ai/Z(Ai)) = π(Ai), то Ai ∩R является πi-группой для любого
i = 1, 2, . . . , t. По п. (1) леммы 2 Ai ∩ R ≤ H(Ai), а по п. (1) леммы 7 Z(Ai/Ai ∩R) = 1. Тогда
Ai ∩ R = H(Ai) ≥ Ni. Поэтому Ai/Ai ∩ R ∼= (Ai/Ni)/(Ai ∩ R/Ni) и, значит, π(Ai/Ni) = πi.
Так как Ni — холлова подгруппа группы Ai и π(Ai) = π(Ai/Ni) = πi, то отсюда следует, что
Ni = 1. Тогда Ai = C1 × C2 × · · · × Cs и H(Ai) = H(C1) × H(C2) × · · · × H(Cs). Так как
по определению 1 группа Ai/H(Ai) ∼= C1/H(C1)× C2/H(C2)× · · · × Cs/H(Cs) не разложима,
то s = 1 и Ai = C1 является S-накрывающей группой F〈m1,k1〉-группы Ai/Z(Ai) для любого
i = 1, 2, . . . , t и, значит, G — группа из заключения теоремы 1. Получили противоречие.

Достаточность. Пусть G = A1×A2×. . .×At×N , где Ai — нормальная холлова подгруппа
группы G, являющаяся S-накрывающей группой F〈ni,di〉-группы Ai/Z(Ai) такой, что di свобод-
но от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , t, N — нормальная холлова нильпотентная подгруппа
в G и S — подгруппа Шмидта группы G. Если P — силовская подгруппа группы Ai, а Q — си-
ловская подгруппа в N или в Aj, i 6= j, то P и Q поэлементно перестановочны и, значит, PQ —
нильпотентная группа. Так как по теореме Ф. Холла S содержится в некоторой бипримарной
холловой подгруппе группы G, то S содержится в Ai для некоторого i = 1, 2, . . . , t. Тогда по
п. (3) теоремы 3 S является холловой подгруппой в Ai и, значит, S — холлова подгруппа в
группе G. Теорема 1 доказана.

Следствие. Пусть G — ненильпотентная группа и Z(G) = 1. В группе G каждая

подгруппа Шмидта холлова тогда и только тогда, когда группа G := A1 ×A2 × . . .×At, где

t > 0, A1, A2, . . . , At — нормальные холловы подгруппы группы G, Ai является F〈ni,di〉-группой,

причем di свободно от квадратов для любого i = 1, 2, . . . , t.

З а м е ч а н и е 2. Теоремы 1–3 доказаны без применения классификации конечных про-
стых групп и анонсированы в тезисах [16].
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10. Iwasawa K. Über die Struktur der endlichen Gruppen, deren echte Untergruppen sämtlich nilpotent
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