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Результаты об интегрируемости и интегрируемости со степенным весом сумм модулей блоков членов

ряда
∑

1/k sin kx распространены на класс рядов
∑

bk sin kx с коэффициентами bk более общего вида.
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S. A.Telyakovskii. An addition to V.P. Zastavnyi’s paper “Estimates for sums of moduli of blocks in trigonometric

Fourier series.”

Results on the integrability and integrability with power weight for sums of moduli of blocks from the series∑
1/k sinkx are extended to the class of series

∑
bk sin kx with coefficients bk of a more general form.
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Пусть {nj} и {vj} — последовательности строго возрастающих натуральных чисел, при-
чем nj < vj+1 при всех j, и Aj — множество натуральных k, удовлетворяющих условию
nj ≤ k < vj+1.

В работе рассматриваются вопросы об интегрируемости функций

UA(x) =
∞
∑

j=1

uj(x), uj(x) =
∣

∣

∣

∑

k∈Aj

bk sin kx
∣

∣

∣
, (1)

где числа bk при k → ∞ стремятся к нулю и для них при всех m и некоторой постоянной B
выполняется оценка

∞
∑

k=m

|bk − bk+1| 6
B

m
. (2)

Изучение функций вида (1), когда bk являются коэффициентами Фурье функций ограни-
ченной вариации, было начато в [1]. Задачу об ограниченности функций UA(x) при условии (2)
исследовал Л.Лейндлер [2]. В этих работах при всех j выполнялось равенство vj = nj.

В [3, с. 253] приведены примеры, показывающие, что классы рядов Фурье функций ограни-
ченной вариации и рядов, для коэффициентов которых справедливо условие (2), несравнимы.

Обзор результатов о свойствах сумм модулей блоков членов тригонометрических рядов
дан в [4].

Известно, что если при p > 1 сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−1/p
j , (3)

где mj = min(nj, vj+1 − nj +1) и bk являются коэффициентами Фурье функции ограниченной
вариации, то UA(x) ∈ Lp. При p = 2 это доказано в [5, теорема 2], для всех p > 1 — в работе
В.П. Заставного [6, теорема 5].

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-50-00005).
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В настоящей работе этот результат распространен на случай, когда для чисел bk имеет
место оценка (2). О подобном распространении говорилось в [4, с. 214]. Рассмотрена также
интегрируемость со степенным весом функций UA(x).

Будет использоваться следующее утверждение.

Лемма. Если числа bk стремятся к нулю при k → ∞ и для них выполняется оценка (2),
то при всех натуральных r и s, r 6 s, справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
5B

r
min

( 1

x
, s− r + 1

)

, x ∈ (0, π]. (4)

Оценка (4) устанавливается с помощью рассуждений, подобных проводившимся при дока-
зательстве теоремы в [3].

В силу стремления чисел bk к нулю из (2) следует оценка

|bm| 6
B

m
. (5)

Поэтому
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6

s
∑

k=r

|bk| 6
B

r
(s− r + 1).

Далее, согласно (2) и (5) имеем

∣

∣

∣

∣

2 sin
x

2

s
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bk sin kx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk cos
(
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1

2

)

x−

s
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k=r

bk cos
(

k +
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

br cos
(

r −
1

2

)

x−
s−1
∑

k=r

(bk − bk+1) cos
(

k +
1

2

)

x− bs cos
(

s+
1

2

)

x

∣

∣

∣

∣

6 |br|+

s−1
∑

k=r

|bk − bk+1|+ |bs| 6
3B

r
.

Значит,
∣

∣

∣

∣

s
∑

k=r

bk sin kx

∣

∣

∣

∣

6
3B

2r sin(x/2)
6

3π

2

B

rx
.

Лемма доказана. �

С помощью оценки (4) результаты об интегрируемости функций (1), относящиеся к рядам
Фурье функций ограниченной вариации, доказательство которых основывалось на оценке (4)
при bk = 1/k, переносятся на случай, когда для bk выполнено условие (2).

Так получаем приводимые ниже теоремы, первая из которых относится к упоминавшимся
достаточным условиям принадлежности функций вида UA(x) к Lp при p > 1.

Теорема 1. Если для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2), p > 1 и

сходится ряд (3), то UA(x) ∈ Lp.

При p = 1 справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Для того чтобы для всех стремящихся к нулю чисел bk, при которых спра-

ведлива оценка (2), функции UA(x) принадлежали L, необходима и достаточна сходимость

ряда
∞
∑

j=1

1

nj
logmj. (6)
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Достаточность следует из того, что для функций ограниченной вариации доказательство
соответствующего утверждения в [7] основывалось на оценке (4) при bk = 1/k. Необходимость

в теореме 2 вытекает из установленного Р.М.Тригубом [8] необходимого условия в случае,
когда bk = 1/k, которое, как показала О.И.Кузнецова [8, с. 5, 6], эквивалентно сходимости
ряда (6). В [7] и [8] предполагалось, что vj = nj, но легко видеть, что здесь это несущественно.

Рассмотрим теперь задачу об интегрируемости со степенным весом функций UA(x).

В [9] были получены достаточные условия сходимости интеграла

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx (7)

в случае, когда bk = 1/k и γ ∈ (1− p, 1) для целых p = 1, 2, 3, . . . [9, теоремы 2 и 3] и γ = 1− p
при целых p = 2, 3, . . . [9, теорема 4].

Распространим эти результаты на все p > 1 и числа bk, удовлетворяющие условию (2).
При этом для γ = 1 − p достаточное условие из [9] будет заменено на менее ограничительное
условие.

Заметим, что условие γ > 1− p является естественным, так как если сходится ряд
∑

n−1
j ,

то с помощью оценки (4) легко показать, что при γ < 1− p интеграл (7) заведомо сходится.

Теорема 3. Пусть p > 1 и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

nj
log1/p mj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь неравенством Минковского, получаем

( π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

( π
∫

0

( 1

xγ/p
uj(x)

)p
dx

)1/p

.

В силу (4) имеем

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p
( 1/mj
∫

0

1

xγ
mp

j dx+

π
∫

1/mj

1

xγ+p
dx

)

. (8)

Поэтому при γ ∈ (1− p, 1)

π
∫

0

1

xγ
upj(x) dx <

(5B

nj

)p(

mp
j

1

1− γ
mγ−1

j +
1

γ + p− 1
mγ+p−1

j

)

= C(p, γ,B)
1

np
j

mγ+p−1
j , (9)

где множитель C(p, γ,B) зависит только от p, γ и B.
Таким образом,

( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

<
∞
∑

j=1

(

C(p, γ,B)
1

np
j

mp+γ−1
j

)1/p
= C1/p(p, γ,B)

∞
∑

j=1

1

nj
m

1−(1−γ)/p
j .



280 С.А.Теляковский

Для γ = 1− p из (8) следует оценка

π
∫

0

1

xγ
upj (x) dx 6

(5B

nj

)p[

mp
j

xp

p

∣

∣

∣

1/mj

0
+ log πmj

]

=
(5B

nj

)p(1

p
+ log π + logmj

)

, (10)

и, значит,
( π
∫

0

1

xγ
UA(x) dx

)1/p

6

∞
∑

j=1

5B

nj

(1

p
+ log π + logmj

)1/p
.

Теорема доказана. �

В [9] сходимость интеграла (7) для γ = 1 − p (при bk = 1/k и vj = nj) была установлена
при условии сходимости ряда

∞
∑

j=1

1

nj
logmj.

Найдем теперь условия сходимости интеграла (7) при p ∈ (0, 1).

Теорема 4. Пусть p ∈ (0, 1) и для стремящихся к нулю чисел bk справедлива оценка (2).
Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

mp−1+γ
j . (11)

При γ = 1− p интеграл (7) сходится, если сходится ряд

∞
∑

j=1

1

np
j

logmj . (12)

При p ∈ (0, 1) имеет место оценка

π
∫

0

1

xγ
Up
A(x) dx 6

∞
∑

j=1

π
∫

0

1

xγ
upj dx.

Поэтому утверждение теоремы 4 следует из оценок (9) и (10).

Поскольку доказательство теоремы 4 основывалось на оценке (4), подобный результат
справедлив и для рядов Фурье функций ограниченной вариации.

Теорема 5. Пусть p ∈ (0, 1) и

a0
2

+
∞
∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— ряд Фурье функции ограниченной вариации. Тогда при γ ∈ (1− p, 1) интеграл

π
∫

0

1

xγ

∞
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

vj+1−1
∑

k=nj

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣

∣

∣

∣

p

dx (13)

сходится, если сходится ряд (11). При γ = 1 − p интеграл (13) сходится, если сходится

ряд (12).
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