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Пусть фиксировано разбиение σ = {σi | i ∈ I} множества всех простых чисел на попарно не пересе-

кающиеся непустые подмножества σi. Конечная группа называется σ-нильпотентной, если она обладает

нормальной σi-холловой подгруппой для любого i ∈ I. Любая конечная группа обладает σ-нильпотентным

радикалом — наибольшей нормальной σ-нильпотентной подгруппой. В заметке доказано, что существу-

ет натуральное число m = m(σ) такое, что σ-нильпотентный радикал произвольной конечной группы

совпадает с множеством таких элементов x, что любые m элементов, сопряженных с x, порождают σ-

нильпотентную подгруппу. Обсуждаются другие возможные аналоги классической теоремы Бэра–Сузуки.
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Введение

В работе рассматриваются только конечные группы и под термином “группа” подразуме-
вается конечная группа. Для натурального числа n через π(n) обозначается множество его
простых делителей. Для группы G полагаем π(G) = π(|G|). Следуя Л.А.Шеметкову [1, § 20],
зафиксируем разбиение σ = {σi | i ∈ I} множества P всех простых чисел на попарно непересе-
кающиеся непустые подмножества σi, параметризованные элементами некоторого множества
индексов I. Другими словами, мы предполагаем, что

P =
⋃

i∈I

σi и σi ∩ σj = ∅ при i 6= j для любых i, j ∈ I.

Напомним понятия, введенные А.Н. Скибой [2; 3]. Группа называется

• σ-примарной, если существует i ∈ I такое, что π(G) ⊆ σi;

• σ-нильпотентной (пишем G ∈ Nσ), если G является прямым произведением σ-примарных
подгрупп;

1Исследования Цз. Го и В. Го поддержаны Национальным естественно-научным фондом (NNSF)
Китая, гранты 11961017 и 12171126. Работа Д. О. Ревина и В. Н.Тютянова поддержана совместным
грантом РФФИ (проект №20-51-00007) и БРФФИ (проект №Ф20Р-291). Исследование Д. О. Ревина
поддержано также программой фундаментальных исследований РАН (проект FWNF-2022-0002).
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• σ-разрешимой (пишем G ∈ Sσ), если G обладает (суб)нормальным рядом с σ-примарными
факторами.

В случае, когда σ = {{p} | p ∈ P}, имеем N = Nσ и S = Sσ, где N и S — классы всех
нильпотентных и разрешимых групп соответственно.

В последние годы с подачи А.Н.Скибы [3] в теории конечных групп активно развивается
направление, связанное с изучением так называемых σ-свойств (программа Скибы). Один из
аспектов программы состоит в выяснении, какие свойства нильпотентных и разрешимых групп
и подгрупп и в какой степени могут быть перенесены на σ-нильпотентные и σ-разрешимые
аналоги. В данной работе мы изучим, в какой степени классическая теорема Бэра — Сузуки,
характеризующая нильпотентный радикал конечной группы, может быть адаптирована для
характеризации σ-нильпотентного радикала.

Как и класс нильпотентных групп, класс Nσ замкнут относительно взятия подгрупп и го-
моморфных образов, а также является радикальным: в группе G подгруппа, порожденная лю-
быми нормальными σ-нильпотентными подгруппами, всегда будет σ-нильпотентной. В частно-
сти, группа G всегда обладает σ-нильпотентным радикалом GNσ

— наибольшей нормальной
σ-нильпотентной подгруппой. Согласно теореме Бэра — Сузуки (см. [4; 5]) принадлежность
элемента группы ее нильпотентному радикалу полностью характеризуется тем, что любая
пара сопряженных с x элементов порождает нильпотентную подгруппу

GN = {x ∈ G | 〈xg1 , xg2〉 нильпотентна для любых g1, g2 ∈ G} .

На класс Nσ данное утверждение не переносится. Более того, справедливо

Предложение 1. Невозможно указать такую универсальную натуральную констан-

ту m, что для любого разбиения σ множества всех простых чисел σ-нильпотентный ради-

кал GNσ
произвольной группы G совпадает с множеством

{x ∈ G | 〈xg1 , . . . , xgm〉 σ-нильпотентна для любых g1, . . . , gm ∈ G}.

Тем не менее, как будет показано в статье, константа m, зависящая от σ, всегда существу-
ет. Мы дадим более точную формулировку этого утверждения, используя понятие ширины
Бэра — Сузуки, введенное в [6, определение 1.15].

Пусть X — радикальный класс конечных групп, замкнутый2 относительно взятия под-
групп. Говорят, что X имеет конечную ширину Бэра — Сузуки, если существует такое неот-
рицательное целое число m, что

GX = {x ∈ G | 〈xg1 , . . . , xgm〉 ∈ X для любых g1, . . . , gm ∈ G}

для любой конечной группы G. Наименьшее такое m называется шириной Бэра — Сузуки

класса X и обозначается BS(X). Теорема Бэра — Сузуки равносильна тому, что BS(N) = 2.
Также теореме Бэра — Сузуки эквивалентно равенство BS(Gp) = 2, где Gp — класс всех
p-групп для любого данного простого числа p [7; 8, гл. 3, теорема 8.2]. Н. Гордеевым, Ф. Гру-
невальдом, Б. Кунявским и Е. Плоткиным [6; 9; 10] и независимо П. Флавеллом, С. Гэстом и
Р. Гуралником [11;12] установлено, что BS(S) = 4. Вопрос, какие радикальные классы имеют
конечную ширину Бэра — Сузуки, поставлен в [6, проблема 1.16].

Для фиксированного множества π простых чисел обозначим через Gπ класс всех π-групп,
т. е. таких групп G, что π(G) ⊆ π. В [13, теоремы 1.2 и 1.3] доказано, что класс Gπ имеет
конечную ширину Бэра — Сузуки, причем если π 6= P, то

BS(Gπ) 6 max{11, 2(r − 2)},

2Оригинальное определение из [6] требует от класса X лишь его радикальности, однако из опреде-
ления видно, что a priori естественно предполагать также, что класс X замкнут относительно взятия
подгрупп.



98 Цз. Го, В. Го, Д.О.Ревин, В.Н.Тютянов

где r — наименьшее простое число, не принадлежащее π. Существует гипотеза [13, гипотеза 1]
(частичные результаты см. [14; 15]), что

BS(Gπ) 6

{

r, если r ∈ {2, 3},
r − 1, если r > 5,

причем такая оценка неулучшаема. Гипотеза верна, если r = 2: как следует3 из [16, теорема],
если 2 /∈ π, то BS(Gπ) 6 2.

Теорема 1. Для разбиения σ = {σi | i ∈ I} множества всех простых чисел обозначим

через π то из множеств σi, которое содержит 2. Тогда ширина Бэра — Сузуки класса Nσ

конечна и равна BS(Gπ).

Разбиение σ можно рассматривать как отношение эквивалентности на множестве простых
чисел, где p и q эквивалентны (пишем p σ q), если существует i ∈ I такое, что p, q ∈ σi. Для
неэквивалентных p и q пишем p 6σ q. Теорема 1 и [13, теорема 1.3] дают

Следствие 1. Для разбиения σ 6= {P} множества P пусть r — наименьшее простое

число такое, что r 6σ 2. Тогда BS(Nσ) 6 max{11, 2(r − 2)}.

В свете результатов о ширине Бэра — Сузуки класса S естественно спросить, конечна ли
ширина Бэра — Сузуки класса Sσ? Этот класс, подобно классу разрешимых групп, является
полным в смысле Виланда [18], т. е. замкнутым относительно взятия подгрупп, гомоморф-
ных образов и расширений. По-видимому, справедливо более общее утверждение, из которого
следовал бы положительный ответ на сформулированный вопрос.

Гипотеза 1. Ширина Бэра — Сузуки любого полного класса X конечна.

Замкнутость относительно взятия расширений в определении полного класса является
сильным свойством. Классы N и Nσ им не обладают, и естественно было бы поставить вопрос
о конечности ширины Бэра — Сузуки для любого класса X, который, подобно классам N и
Nσ, радикален и замкнут относительно взятия подгрупп и гомоморфных образов (см. [19, про-
блема 20.81]). Но, в отличие от гипотезы 1, у нас нет подходов к такой постановке вопроса.

В случае полного класса X, отличного от класса всех групп, ширину Бэра — Сузуки предпо-
ложительно можно оценить некоторой функцией от максимальной степени n симметрической
группы Symn, принадлежащей классу X. Существование такой степени вытекает из теоремы
Кэли. Полное исследование данной гипотезы выходит за рамки настоящей заметки. Здесь мы
ограничимся редукцией гипотезы 1 к весьма специальному случаю. Через X′ обозначим класс
всех групп, у которых только единичная подгруппа является X-подгруппой. Для данных нату-
рального числа m и полного класса X будем писать G ∈ BS

m
X и говорить, что для группы G

выполнена m-гипотеза 1, если

GX = {x ∈ G | 〈xg1 , . . . , xgm〉 ∈ X для любых g1, . . . gm ∈ G} .

Отрицание гипотезы 1 равносильно тому, что для любого натурального m существует группа,
не принадлежащая BS

m
X .

Следующая теорема описывает строение минимального контрпримера к m-гипотезе 1. До-
полнительное предположение о том, что контрпример берется из некоторого класса Y, под
которым в общем случае можно подразумевать класс всех групп, удобно для получения ча-
стичных результатов.

3Формально в работе [16] доказано, что ширина Бэра — Сузуки класса всех групп нечетного порядка
не превосходит двух. Но отсюда легко выводится, что BS(Gπ) 6 2 для любого множества π нечетных
простых чисел. Последнее неравенство независимо, хотя и значительно позднее, доказано также в [17,
теорема 1].
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Теорема 2. Пусть класс конечных групп X полон и содержится в некотором классе Y,

замкнутом относительно взятия нормальных подгрупп, гомоморфных образов и расшире-

ний. Допустим, Y * BS
m
X для некоторого натурального m > 2, и группа G ∈ Y \ BS

m
X

выбрана так, что ее порядок является наименьшим. Тогда группа G содержит подгруппу L
и элемент x такие, что

(1) L P G;

(2) L является неабелевой простой группой;

(3) L не является X- или X′-группой;

(4) CG(L) = 1;

(5) любые m сопряженных с x элементов порождают X-группу ;

(6) x имеет простой порядок ;

(7) G = 〈x,L〉.

В частности, минимальный контрпример к m-гипотезе 1 должен быть почти простой груп-
пой, что дает возможность использовать классификацию конечных простых групп для изуче-
ния гипотезы.

1. Предварительные сведения

Пусть дано некоторое множество π простых чисел. Символом π′ обозначается множе-
ство P\π. Как обычно, π-числом называем натуральное число, все простые делители которого
принадлежат π. Для натурального числа n обозначим через nπ его π-часть, т.е. наиболь-
шее π-число, делящее n. Элемент группы называем π-элементом, если его порядок является
π-числом. Если индекс π-подгруппы является π′-числом, то такая подгруппа называется π-

холловой.
Считаем, что фиксировано разбиение σ = {σi | i ∈ I} множества P. Тогда любое натураль-

ное число n однозначно представимо в виде

n =
∏

i∈I

nσi
,

причем почти все числа nσi
равны 1. Следующая лемма хорошо известна в случае σ = {π, π′}

[20, лемма (8.18)] или σ = {{2}, {3}, . . . } [8, гл. 1, теорема 3.1], и ее доказательство повторяет
доказательство в этих частных случаях с естественными изменениями.

Лемма 1. Пусть G — группа и x ∈ G. Справедливы следующие утверждения.

(1) Для любого i ∈ I однозначно определен σi-элемент xi так, что почти все xi равны 1,

x =
∏

i∈I

xi и [xi, xj ] = 1 при i 6= j.

(2) При этом xi ∈ 〈x〉 и |xi| = |x|σi
для всех i ∈ I.

(3) Для любых x, g ∈ G выполнено равенство (xg)i = xgi .

(4) Допустим, G ∈ Nσ и Gi = GNσi
для любого i ∈ I. Тогда группа G является прямым

произведением своих подгрупп Gi по всем i ∈ I и отображение x 7→ xi, где xi определено

в п. (1), совпадает с отображением координатной проекции G → Gi.
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Лемма 2. Пусть π — собственное непустое подмножество в P и r — наименьшее про-

стое число, не принадлежащее π. Тогда

(1) BS(Gπ) 6 max{11, 2(r − 2)}, причем

(2) если r = 2, то BS(Gπ) = 2,

(3) если r 6= 2, то BS(Gπ) > r − 1 > 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения (1) и (3) доказаны в [13, теорема 1.3]. Так как
π 6= P и π 6= ∅, ясно, что BS(Gπ) > 2. Неравенство BS(Gπ) 6 2 доказано в [17, теорема 1] (или
может быть выведено из основного результата работы [16], см. введение). �

Для произвольной группы G положим

GX,m = {x ∈ G | 〈xg1 , . . . , xgm〉 ∈ X для любых g1, . . . , gm ∈ G}.

Элемент x ∈ G назовем X-элементом, если 〈x〉 ∈ X. Следующая лемма прямо вытекает из
определений.

Лемма 3. Пусть G — группа. Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) GX,1 совпадает с множеством X-элементов группы G.

(2) GX,1 ⊇ GX,2 ⊇ GX,3 ⊇ . . . .

(3) GX = GX,|G| =
∞
⋂

m=1
GX,m.

(4) Если H ≤ G, то GX,m ∩H ⊆ HX,m и GX ∩H 6 HX.

(5) Если чертой обозначен некоторый гомоморфизм групп G → H, то

GX,m ⊆ GX,m и GX 6 GX.

(6) Если H E G, то GX ∩H = HX.

(7) Множество GX,m замкнуто относительно взятия степеней элементов.

(8) G ∈ BSX,m тогда и только тогда, когда GX = GX,m.

(9) G ∈ BSX,m тогда и только тогда, когда G/GX ∈ BSX,m.

2. Доказательство основных результатов

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 1. Допустим, вопреки доказываемому, существует
число m такое, что для любого разбиения σ множества всех простых чисел σ-нильпотентный
радикал GNσ

произвольной группы G совпадает с множеством всех таких элементов x ∈ G,
что 〈xg1 , . . . , xgm〉 — σ-нильпотентная подгруппа для любых g1, . . . , gm ∈ G. Возьмем простое
число r так, чтобы выполнялось неравенство r − 1 > m. Пусть π — множество всех простых
чисел, меньших r, и σ = {π, π′}. Пусть G = Symr и x ∈ G — транспозиция. Ясно, что GNσ

= 1
и, в частности, x /∈ GNσ

= 1. Покажем, что любое множество M , состоящее из m различных
транспозиций (т. е. любых m элементов, сопряженных с x), порождает π-подгруппу и, сле-
довательно, σ-нильпотентную подгруппу вопреки предположению. В самом деле, рассмотрим
граф Γ с множеством вершин {1, 2, . . . , r}, в котором две различные вершины i, j смежны то-
гда и только тогда, когда транспозиция (ij) принадлежит M . Так как число ребер в Γ равно
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m < r − 1, граф Γ не связен, и все его компоненты связности ∆1, . . . ,∆s имеют мощность,
строго меньшую r. Но тогда

〈M〉 6 Sym∆1 × · · · × Sym∆s,

а каждая из групп Sym∆i, а следовательно и M , является π-группой и σ-нильпотентной груп-
пой. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Напомним, что π — то из множеств σi, для которого
2 ∈ σi.

Докажем сначала, что BS(Nσ) > BS(Gπ). Положим m = BS(Nσ) и допустим m < BS(Gπ).
Обозначим для краткости через X класс Gπ. Тогда существуют группа G и элемент x ∈ G
такие, что

(1) любые m элементов из G, сопряженных с x, порождают X-подгруппу и

(2) x /∈ GX.

Из (1) следует, что x — X-элемент и любые m элементов группы G, сопряженных с x, порож-
дают σ-нильпотентную подгруппу. Из того, что m = BS(Nσ), вытекает x ∈ GNσ

. Но множество
X-элементов σ-нильпотентной группы GNσ

совпадает с GX вопреки (2). Значит, m > BS(Gπ).

Докажем обратное неравенство. Пусть k = BS(Gπ). Предположим, что в конечной группе G
любые k элементов, сопряженных с x ∈ G, порождают σ-нильпотентную подгруппу. Требуется
показать, что x ∈ GNσ

. Положим Gi = GNσi
для каждого i ∈ I. Тогда

GNσ
=

∏

i∈I

Gi.

Напомним также, что в соответствии с леммой 1 элемент x совпадает с произведением своих
σi частей xi по всем i ∈ I и

x ∈ GNσ
тогда и только тогда, когда xi ∈ Gi для всех i ∈ I.

Возьмем произвольно g1, . . . , gk. Подгруппа H = 〈xg1 , . . . , xgk〉 является σ-нильпотентной. Пусть
Hi — σi-холлова подгруппа в H для любого i ∈ I. Тогда H — прямое произведение подгрупп Hi.
Образы элементов xg1 , . . . , xgk относительно проекции ρi : H → Hi совпадают с xg1i , . . . , xgki по
лемме 1. Поэтому 〈xg1i , . . . , xgki 〉 = Hρi = Hi. Тем самым доказано, что для любых g1, . . . , gk ∈ G
и любого i ∈ I элементы xg1i , . . . , xgki порождают σi-группу. Поскольку BS(Gσi

) 6 BS(Gπ) = k
по лемме 2, получаем xi ∈ Gi, и теорема доказана. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Из свойств классов X и Y, утверждения (9) леммы 3
и минимальности порядка группы G вытекает, что

(i) GX = 1.

Теперь из утверждения (7) леммы 3 следует, что в GX,m содержится элемент x простого
порядка. В силу выбора элемента x и ввиду утверждений (1), (2) леммы 3 получаем:

(ii) В GX,m содержится X-элемент x простого порядка, т. е. справедливы утверждения (5)
и (6) теоремы.

Ясно, что любой элемент того же порядка, что и x, также будет X-элементом.

В силу минимальности порядка группы G и пп. (4), (8) леммы 3 замечаем, что имеют место
следующие утверждения:

(iii) Если x ∈ H, H < G и H ∈ Y, то x ∈ HX.

Отсюда и из свойств класса Y имеем:

(iv) Если x ∈ H, H P G, то H = G.
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В частности, это означает, что

(v) G = 〈xG〉.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Из п. (v) и утверждений (5), (8)
леммы 3 получаем:

(vi) G/N ∈ X.

Докажем следующее утверждение.

(vii) Коммутатор [v, x] является X-элементом для любого v ∈ N .

Действительно, так как x ∈ GX,m ⊆ GX,2, в силу утверждения (2) леммы 3 подгруппа 〈x, xv〉
является X-подгруппой. Теперь [v, x] = v−1x−1vx = (xv)−1x ∈ 〈x, xv〉, откуда следует требуе-
мое.

Из п. (i) имеем:

(viii) Подгруппа N не является X-группой.

Кроме того, докажем следующее утверждение.

(ix) Подгруппа N не является X′-группой.

В самом деле, если это не так, то поскольку [v, x] ∈ N для любого v ∈ N , из п. (vii)
вытекает, что x ∈ CG(N). Так как CG(N) P G, согласно п. (iv) получаем, что G = CG(N),
т. е. N 6 Z(G). Ввиду п. (iv) группы N и G/N имеют взаимно простые порядки, и по теореме
Шура — Цассенхауза [8, гл. 6, теорема 2.1] получаем G = PN для некоторой X-группы P .
Поскольку N 6 Z(G), имеем P P G. Поэтому с учетом п. (i) выводим P 6 GX = 1. Но тогда
G — X′-группа и |x| = 1, вопреки выбору x.

Из пп. (viii) и (ix) следует, что подгруппа N неразрешима, откуда с учетом минимальности
подгруппы N вытекает следующее утверждение:

(x) Справедливо равенство N = S1×· · ·×Sn, где S1, . . . , Sn — неабелевы простые группы.
Группа G сопряжениями действует транзитивно на множестве ∆ = {S1, . . . , Sn}.

Из п. (x) выводим, что CG(N) < G. Так как CG(N) P G, из п. (iv) получаем:

(xi) x 6∈ CG(N),

(xii) G = 〈x,N〉.

Действительно, пусть H = 〈x,N〉, и предположим, что H < G. Заметим, что N ∈ Y и
H ∈ Y в силу свойств класса Y. Теперь из п. (iii) вытекает, что x ∈ HX. Далее, N ∩ HX —
нормальная X-подгруппа группы N , поэтому N ∩HX 6 NX 6 GX = 1. Таким образом, ввиду
нормальности в H подгрупп N и HX имеем [N,HX] 6 N ∩HX = 1, и, значит, x ∈ HX 6 CG(N)
вопреки п. (xi).

Из утверждения (x) видим, что CG(N) изоморфно вкладывается в G/N , откуда в силу
нормальности подгруппы CG(N) и утверждений (i) и (vi) получаем:

(xiii) CG(N) = 1.

Пусть S ∈ ∆ — одна из подгрупп S1, . . . , Sn. Покажем, что

(xiv) |∆| = n = 1 и N = S.

В силу пп. (x) и (xii) подгруппа 〈x〉 транзитивно действует на множестве ∆. Допустим,
n > 1. Тогда S 6= Sx и [S, Sx] = 1. Ввиду выбора S и утверждений (viii) и (x) в S имеется
элемент u, не являющийся X-элементом. Из сказанного следует, что [u−1, ux] ∈ [S, Sx] = 1,
поэтому

|u−1ux| = l.c.m.(|u−1|, |ux|) = |u|.

Но это означает противоречие между выбором u и утверждением (vii), поскольку u−1ux =
[u, x].

(xv) Справедливы утверждения (1)–(4) и (7) теоремы. �
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