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В статье изучаются полукольца косых многочленов. Такие полукольца являются обобщениями как
полуколец многочленов, так и косых колец многочленов. Пусть ϕ — эндоморфизм полукольца S. Левым
полукольцом косых многочленов над S называется множество многочленов вида f = a0+a1x+ . . .+akx

k,

ai ∈ S, с обычными сложением и умножением, заданными правилом xa = ϕ(a)x. Известно, что полуколь-
цо многочленов над нётеровым полукольцом не обязано быть нётеровым. В 1976 г. Л. Дейл ввел понятие
монического идеала полукольца многочленов S[x] над коммутативным полукольцом, т. е. такого идеала,
который вместе с любым своим многочленом f = . . .+ axk + . . . содержит любой его одночлен axk. Было
показано, что нётеровость полукольца S влечет обрыв возрастающих цепочек монических идеалов из S[x].
В нашей статье исследуются монические идеалы полукольца косых многочленов S[x,ϕ]. Для их описания
рассматриваются ϕ-цепи коэффициентных множеств идеалов полукольца S[x, ϕ]. Основным результа-
том является доказательство того, что для автоморфизма ϕ левая (правая) нётеровость полукольца S

равносильна конечности строго возрастающих цепочек левых (правых) монических идеалов в полуколь-
це S[x,ϕ]. Приведены примеры, показывающие, что инъективности эндоморфизма ϕ недостаточно для
справедливости сформулированного результата.
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Semirings of skew polynomials are studied. Such semirings are generalizations of both polynomial semirings
and skew polynomial rings. Let ϕ be an endomorphism of a semiring S. The left semiring of skew polynomials
over S is the set of polynomials of the form f = a0 + a1x + . . . + akx
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1. Введение

Кольца косых многочленов изучаются достаточно давно. Считается, что впервые кольцо
косых многочленов F [x, ϕ] (над полем F с его автоморфизмом ϕ) рассмотрел О. Оре [1]. Од-
нако идея использования “подкрутки” многочленов использовалась еще Д. Гильбертом [2] при
построении некоммутативного упорядоченного кольца с делением (тела Гильберта). Инфор-
мацию о свойствах колец косых многочленов можно найти в монографиях [3; 4].

Укажем некоторые результаты, имеющие отношение к тематике нашей статьи. Известно
[4, Theorem 2.9], что левое кольцо косых многочленов A[x, ϕ] над нётеровым слева (справа)
кольцом A с автоморфизмом ϕ является нётеровым слева (соответственно справа). Этот ре-
зультат является обобщением теоремы Гильберта о базисе. Легко приводятся примеры, пока-
зывающие, что для полуколец теорема Гильберта о базисе неверна.
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Л. Дэйл в [5; 6] ввел понятие монического идеала (monic ideal) полукольца многочле-
нов S[x] над коммутативным полукольцом S — идеала, который вместе с любым многочленом
f = a0 + a1x+ . . . + anx

n содержит каждый его одночлен aix
i; в нашей работе идеал с таким

свойством назван m-идеалом. Монические идеалы позволили получить [6, Theorem 4.2] сле-
дующий полукольцевой аналог теоремы Гильберта о базисе: коммутативное полукольцо S
нётерово в точности тогда, когда S[x] удовлетворяет условию обрыва возрастающих цепей

монических идеалов.

Мы получили обобщение теоремы Дэйла для полукольца косых многочленов над необя-
зательно коммутативным полукольцом. Основным результатом статьи является теорема 1,
которая была анонсирована в [7, лемма 3; 8, теорема, с. 14].

Теорема 1. Пусть ϕ — автоморфизм полукольца S. Тогда равносильны следующие утвер-

ждения:

1) S — нётерово слева (справа) полукольцо;
2) S[x, ϕ] не содержит бесконечной строго возрастающей цепи левых (правых) m-идеалов.

Для описания левых и правых m-идеалов полукольца S[x, ϕ] косых многочленов вводятся
в рассмотрение коэффициентные множества идеалов полукольца косых многочленов, а также
левые и правые ϕ-цепи множеств полукольца S.

Наконец, справедливо обобщение теоремы 1 для полукольца косых формальных степенных
рядов над нётеровым полукольцом (предложение 4).

2. ϕ-Цепи и m-идеалы

Полукольцом называется непустое множество S с бинарными операциями сложения + и
умножения ·, если 〈S,+〉 — коммутативная полугруппа с нейтральным элементом 0, 〈S, ·〉 —
полугруппа с нейтральным элементом 1, умножение дистрибутивно относительно сложения с
обеих сторон и 0a = 0 = a0 для любого a ∈ S.

Будем рассматривать в статье полукольца с единицей, отличной от нуля, а все эндомор-
физмы сохраняют нуль и единицу.

Пусть S — полукольцо, ϕ — эндоморфизм полукольца S, S[x, ϕ] — множество всех мно-
гочленов вида a0 + a1x + . . . + anx

n с переменной x и с коэффициентами из S. Сложение +
многочленов определяется обычным образом, а умножение — исходя из правила xa = ϕ(a)x.
Стандартно проверяется, что S[x, ϕ] является полукольцом, которое называется левым полу-

кольцом косых многочленов.
Обычным образом определяются степень deg f многочлена f , старший коэффициент мно-

гочлена. Ядром эндоморфизма ϕ полукольца S называется множество Kerϕ всех элементов
из S, имеющих нулевой образ. Следует отметить, что полукольцевой гомоморфизм с нулевым
ядром не обязан быть инъективным.

Пусть S — полукольцо без делителей нуля, а Kerϕ = 0. Тогда степень произведения ненуле-
вых многочленов из S[x, ϕ] равна сумме степеней множителей. Если f = . . .+axk, g = . . .+bxm,
то 0 6= aϕk(b) — старший коэффициент многочлена fg. Отсюда следует, что если S — полу-
кольцо без делителей нуля и Kerϕ = 0 (в частности, если ϕ — инъективный эндоморфизм),
то S[x, ϕ] является полукольцом без делителей нуля.

Напомним, что левый (правый) идеал произвольного полукольца S — это подполугруппа
аддитивной полугруппы S, выдерживающая умножение слева (справа) на элементы из S.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть B — произвольный левый или правый идеал полуколь-
ца S[x, ϕ]. Назовем множества Bi = {a ∈ S : axi — одночлен в некотором многочлене f ∈ B}
коэффициентными множествами одностороннего идеала B.

Лемма 1. Пусть L — левый идеал полукольца R = S[x, ϕ], Li — его коэффициентные

множества. Тогда справедливы следующие утверждения:
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1) каждое Li является левым идеалом полукольца S;

2) ϕ(Li) ⊆ Li+1 для любого целого неотрицательного i;

3) ϕj(Li) ⊆ Li+j для любых целых неотрицательных i, j;

4) если L — конечно порожденный левый идеал полукольца R, то каждый его коэффици-

ентный левый идеал конечно порожден.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть a, b ∈ Li, значит, axi — одночлен в некотором много-
члене f ∈ L, а bxi — одночлен в некотором многочлене g ∈ L. Многочлен f +g принадлежит L
и содержит одночлен (a+ b)xi, поэтому a+ b ∈ Li. Если c ∈ S — многочлен нулевой степени,
то cf принадлежит левому идеалу L. Многочлен cf содержит одночлен caxi, следовательно,
ca ∈ Li.

2) Пусть a ∈ Li. Тогда f = . . .+axi+ . . . для некоторого f ∈ L. Поскольку xf = . . .+xaxi+
. . . = . . . + ϕ(a)xi+1 + . . . ∈ L, то ϕ(a) ∈ Li+1, поэтому ϕ(Li) ⊆ Li+1.

Утверждение 3) получается индукцией из п. 2).

4) По утверждению 1) коэффициентные множества левого идеала B являются левыми
идеалами. Пусть L порождается многочленами

f1 = f10 + f11x+ . . . ,

. . .

fk = fk0 + fk1x+ . . . ,

и Lt — произвольный коэффициентный левый идеал. Для любого a ∈ Lt найдется многочлен
f = . . . + axt + . . ., лежащий в L. Тогда для некоторых gi = gi0 + gi1x + . . . ∈ R, i = 1, . . . , k,
выполняется f = g1f1 + . . .+ gkfk. Получаем

a =
∑

i1+j1=t

g1i1ϕ
i1(f1j1) + . . .+

∑

ik+jk=t

gkikϕ
ik(fkjk).

Следовательно, Lt порождается элементами ϕt−j(fij) для i = 1, . . . , k, j = 0, . . . , t. �

З а м е ч а н и е 1. Утверждение, обратное к свойству (4) леммы 1, неверно. Рассмотрим
булеву решетку 〈A,+, ·〉 со счетным множеством атомов {a0, a1, . . .}. Пусть b0 = a0, bi = a0 +
. . .+ ai, и каждый идеал Bi порожден элементом bi. Получаем счетную строго возрастающую
цепь главных идеалов B0 ⊂ B1 ⊂ . . .. Стандартно проверяется, что B∗ = {

∑

cix
i ∈ A[x] : ci ∈

Bi} — идеал полукольца A[x], а B0, B1, . . . — его коэффициентные идеалы. Допустим, что B∗

порождается многочленами f1, . . . , fk. Пусть r — целое число, большее max{deg f1, . . . ,deg fk}.
Тогда br ∈ Br \Br−1 и любой многочлен, имеющий br среди своих коэффициентов (например,
brx

r ∈ B∗), не выразить через f1, . . . , fk.

О п р е д е л е н и е 2. Левый идеал L полукольца S[x, ϕ] назовем левым m-идеалом, если
из того, что многочлен f =

∑n
k=0 akx

k лежит в L, следует, что akx
k ∈ L для всех k = 0, 1, . . . , n.

Аналогично определяется правый m-идеал.

Нулевой и несобственный идеалы полукольца S[x, ϕ] являются m-идеалами. Еще одним
примером левого (правого) m-идеала является главный левый (правый) идеал, порожденный
одночленом xk. Кроме указанных тривиальных типов главных левых m-идеалов полукольцо
косых многочленов может содержать главный левый m-идеал, порождающий многочлен ко-
торого не является одночленом [9, пример 4) и предложение 1]. Очевидно, что множество всех
левых m-идеалов полукольца S[x, ϕ] образует полную подрешетку решетки всех левых идеалов
из S[x, ϕ] — пересечение и сумма левых m-идеалов снова являются левыми m-идеалами.

Рассмотрим сейчас конструкцию, позволяющую получить описание левых m-идеалов.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть ϕ — эндоморфизм полукольца S. Назовем последователь-
ность левых идеалов L0, L1, . . . из A левой ϕ-цепью, если для любого целого неотрицательного i
выполняется ϕ(Li) ⊆ Li+1.
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Пусть L0, L1, . . . — произвольная левая ϕ-цепь полукольца S. Положим

L∗ =
{

∑

aix
i ∈ S[x, ϕ] : ai ∈ Li, суммы конечные

}

.

Тогда L∗ является левым m-идеалом. Обратно, если B — левый идеал полукольца S[x, ϕ], то по
лемме 1 его левые коэффициентные идеалы образуют ϕ-цепь, для которой также возникает
выше определенное множество B∗. Из текста всегда будет понятно, используется обозначе-
ние B∗ для некоторой ϕ-цепи или же для идеала B.

П р и м е р 1. Как показано в [5], если B — произвольный левый идеал полукольца S[x],
то его коэффициентные левые идеалы образуют возрастающую цепь. Ситуация в полуколь-
це косых многочленов иная. Действительно, рассмотрим S — произвольное полукольцо, A =
S × S, и ϕ : A → A — автоморфизм, заданный (a, b) → (b, a). Положим B0 = S × 0, тогда
0×S = ϕ(B0) = B1 и B0 * B1. Получаем левую ϕ-цепь B0, B1, B0, B1, . . ., не являющуюся воз-
растающей. Легко проверить, что множество B∗, построенное для этой левой ϕ-цепи, является
левым идеалом полукольца A[x, ϕ], а Bi являются его коэффициентными идеалами.

Предложение 1. Пусть B,C — левые идеалы полукольца S[x, ϕ]. Тогда справедливы сле-

дующие утверждения:
1) B∗ — левый m-идеал;
2) B ⊆ B∗, и B∗ — наименьший левый m-идеал, содержащий B;
3) B = B∗ в точности тогда, когда B — левый m-идеал;
4) B∗ совпадает с пересечением всех левых m-идеалов из R, содержащих B;
5) если B ⊆ C, то B∗ ⊆ C∗;
6) B∗ ⊆ C∗ тогда и только тогда, когда Bi ⊆ Ci для всех коэффициентных левых идеалов

для B и C;
7) B∗ = C∗ тогда и только тогда, когда Bi = Ci для всех коэффициентных левых идеалов

для B и C;
8) (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Очевидно, что B∗ замкнут относительно суммы. Пусть h =
h0 + h1x+ . . .+ hmxm ∈ R и f = f0 + f1x+ . . .+ fnx

n ∈ B∗. Одночлен произвольной степени k
произведения hf имеет вид

∑

i+j=k hix
ifjx

j =
∑

i+j=k hiϕ
i(fj)x

k. Покажем, что любое слага-

емое hiϕ
i(fj), i + j = k, принадлежит идеалу Bk. Действительно, если i = 0, то h0fk ∈ Bk.

Если же i 6= 0, то по лемме 1 ϕi(fj) ⊆ Bi+j = Bk, поэтому hiϕ
i(fj) ∈ Bk. Таким образом, B∗ —

левый идеал. Наконец, в силу определения B∗ все одночлены fix
i многочлена f содержатся

в B∗, поэтому B∗ — левый m-идеал.
2) Включение B ⊆ B∗ очевидно. Возьмем произвольный левый m-идеал M , содержащий B,

и покажем, что B∗ ⊆ M . Пусть f = f0+ . . .+fix
i+ . . .+fnx

n ∈ B∗. Для любого одночлена fix
i

найдется многочлен gi = . . . + fix
i + . . ., лежащий в B. Тогда gi ∈ M и, значит, fix

i ∈ M .
Отсюда следует f ∈ M.

3) Если B = B∗, то по п. 1) B∗, а значит, и B являются левыми m-идеалами. Обратная
импликация верна по п. 2).

4) Следует из утверждения 2).
5) Пусть B ⊆ C, тогда Bi ⊆ Ci для всех коэффициентных левых идеалов, поэтому B∗ ⊆ C∗.
6) Покажем, что из B∗ ⊆ C∗ следует Bi ⊆ Ci для всех коэффициентных левых идеалов

для B и C. Предположим, найдется i, для которого не выполняется Bi ⊆ Ci, то есть найдется
a ∈ Bi\Ci. Одночлен axi лежит в B∗, но не содержится в C∗, противоречие. Обратное очевидно.

7) Очевидно.
8) Поскольку B ∩ C ⊆ B влечет (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ по пункту 5) и аналогично (B ∩ C)∗ ⊆ C∗,

то (B ∩C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗. �

З а м е ч а н и е 2. Дэйл в [5, Theorem 3.6] утверждает, что в полукольце многочленов S[x]
для произвольных идеалов B,C ⊆ A[x] справедливо равенство (B∩C)∗ = B∗∩C∗. Мы согласны
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с включением (B ∩ C)∗ ⊆ B∗ ∩ C∗, доказанным в предыдущем предложении для полукольца
косых многочленов. Обоснование обратного включения Дэйл ограничивает фразой “очевидно”.
Покажем, что это включение неверно. Рассмотрим цепь L = {0, b, c, 1}, b < c, полукольцо
многочленов L[x] и главные идеалы B = (b + x) и C = (c + x). Несложно показать, что
B ∩ C не содержит многочлена вида a + x + . . . для произвольного a ∈ L. Это означает, что
x /∈ (B ∩ C)∗, хотя x ∈ B∗ ∩ C∗.

Подход к описанию правых m-идеалов левого полукольца косых многочленов S[x, ϕ] ана-
логичен ситуации с левыми m-идеалами. Пусть R — произвольный правый идеал полукольца
S[x, ϕ], и R0, R1, . . . — его коэффициентные множества. Непосредственно проверяется, что Ri

удовлетворяют условиям 1) и 2), заложенным в следующем определении.

О п р е д е л е н и е 4. Пусть ϕ — эндоморфизм полукольца S. Возрастающую цепь R0 ⊆
R1 ⊆ . . . подмножеств полукольца S назовем правой ϕ-цепью, если

1) R0 — правый идеал полукольца S, и Ri — аддитивные подмоноиды в S;
2) Riϕ

i(S) ⊆ Ri для всех целых неотрицательных i.

Отметим, что второе условие в определении можно усилить до Riϕ
i(S) = Ri, поскольку ϕ

сохраняет единицу.

П р и м е р 2. Любая счетная возрастающая цепь правых идеалов Ri полукольца S, удо-
влетворяющая условию 2), является правой ϕ-цепью. Однако гарантированно является пра-
вым идеалом в правой ϕ-цепи только R0. Действительно, пусть S = 〈R+

∞
,∨,∧〉 — линейно

упорядоченное множество неотрицательных действительных чисел; добавленная “бесконеч-
ность” является единицей этого полукольца. Пусть ϕ(0) = 0, ϕ(∞) = ∞ и ϕ(a) = a + 1 для
всех a 6∈ {0,∞}, тогда ϕ является инъективным эндоморфизмом полукольца S. Положим
R0 = {0}, Ri = [1/2i; 1]∪{0} для всех натуральных i. Получаем строго возрастающую правую
ϕ-цепь R0 ⊂ R1 ⊂ . . . коммутативного полукольца S. Все элементы правой ϕ-цепи — подмо-
ноиды S, но не являются, кроме R0, идеалами. Из этого также вытекает, что эти множества
не образуют левую ϕ-цепь. Пример 1 показывает, что и левая ϕ-цепь не обязана быть правой
ϕ-цепью.

Пусть R0 ⊆ R1 ⊆ . . . — правая ϕ-цепь произвольного полукольца S. Множество

R∗ =
{

∑

aix
i ∈ S[x, ϕ] : ai ∈ Ri, суммы конечные

}

является правым m-идеалом, Ri — его коэффициентные множества.
Для правых m-идеалов справедливы утверждения, симметричные указанным в предложе-

нии 1. Доказательства принципиально не различаются, и в дальнейшем будем пользоваться
этими результатами без дополнительных ссылок.

3. Полукольцо косых многочленов над нётеровым полукольцом

Полукольцом с делением называется полукольцо с единицей, в котором каждый ненулевой
элемент обратим; полукольцо с делением, не являющееся телом, называется полутелом, а
коммутативное полутело — полуполем.

Пусть ϕ — эндоморфизм полукольца с делением F . Описание левых m-идеалов полукольца
F [x, ϕ] просто. Заметим, что любая левая ϕ-цепь полукольца F состоит из нулевых и несоб-
ственных идеалов; два крайних случая определяют нулевой m-идеал полукольца F [x, ϕ] и
m-идеал, совпадающий с F [x, ϕ]. Пусть сейчас Bk = F — первый ненулевой идеал в левой
ϕ-цепи {Bi}. Поскольку эндоморфизм ϕ ненулевой, то 0 6= ϕ(Bk) ⊆ Bk+1, откуда Bk+1 = F .
По индукции получаем Bn = F для любого n ≥ k. Тогда левый m-идеал B∗, соответствующий
левой ϕ-цепи {Bi}, является главным левым идеалом, порожденным многочленом xk.

Если ϕ — автоморфизм полукольца с делением F , то правые ϕ-цепи будут состоять из
идеалов полукольца F , поэтому строение правых m-идеалов из F [x, ϕ] будет таким же, как
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левых m-идеалов. Ситуация изменится, если ϕ автоморфизмом не является. Ниже в примере 4
рассмотрено полукольцо косых многочленов над полуполем 〈Q+,∨, ·〉 с инъективным эндомор-
физмом ϕ. Элементы построенных в примере правых ϕ-цепей (за исключением начального)
не являются идеалами в Q+, и задаваемые этими ϕ-цепями правые m-идеалы в Q+[x, ϕ] уже
не будут главными. Более того, приведен пример правого m-идеала, даже не являющегося
конечно порожденным.

Известно, что кольцо многочленов (а также левое кольцо косых многочленов с инъектив-
ным эндоморфизмом) над телом является кольцом главных левых идеалов (см., например, [10,
предложение 15.1; 4, Theorem 2.9]). Полукольцо косых многочленов над полутелом уже не яв-
ляется полукольцом главных левых идеалов. Однако можно получить некоторую информацию
о полукольце косых многочленов над полукольцом с делением в терминах m-идеалов.

Предложение 2. Если F — полукольцо с делением, ϕ — эндоморфизм F , то R = F [x, ϕ] —
полукольцо без делителей нуля, каждый левый m-идеал которого является главным. Если

ϕ — автоморфизм, то каждый правый m-идеал полукольца R = F [x, ϕ] является главным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f = fix
i + . . . , g = gjx

j + . . . — такие ненулевые много-
члены из R, что fg = 0, а fi, gj — их младшие (ненулевые) коэффициенты. Тогда fiϕ

i(gj) = 0.
Случай i = 0 влечет figj = 0, поэтому невозможен. Если i 6= 0, то ϕi(gj) = 0, откуда ϕ(a) = 0
для некоторого a 6= 0. Тогда ϕ(1) = ϕ(a−1)ϕ(a) = 0 влечет, что ϕ — нулевой эндоморфизм.
Вновь полученное противоречие доказывает, что R не содержит делителей нуля. Для произ-
вольного ненулевого левого m-идеала B полукольца R соответствующая ему ϕ-цепь левых
коэффициентных идеалов имеет вид 0, . . . , 0, F, F, . . . с первым идеалом F на k-м месте. По-
этому B = (xk). Строение правых m-идеалов в случае автоморфизма ϕ рассмотрено перед
предложением. �

П р и м е р 3. Покажем, что не каждый главный левый идеал полукольца многочленов,
а значит, и полукольца косых многочленов является левым m-идеалом. Пусть Q+ — полупо-
ле неотрицательных рациональных чисел с обычными операциями сложения и умножения.
Допустим, что главный идеал B = (1 + x) полукольца Q+[x] является m-идеалом. Тогда B
содержит 1 и, следовательно, совпадает с Q+[x]. Но ясно, что не каждый многочлен кратен
многочлену 1+x. В этом же полукольце идеал всех многочленов ненулевой степени, очевидно,
не является главным идеалом.

Полукольцо называется нётеровым слева, если оно не содержит бесконечной строго воз-
растающей цепи левых идеалов.

Характеризация нётеровых полуколец известна и совпадает с кольцевой.

Предложение 3 [11, Proposition 6.16]. Для полукольца S равносильны условия:

1) S — нётерово слева;

2) любое множество левых идеалов из S имеет максимальный элемент;
3) каждый левый идеал из S конечно порожден.

В монографии [4] приведен пример Example 2.11(ii), который мы опишем с несуществен-
ными изменениями. Пусть R = F (y) — поле рациональных функций над полем F , ϕ — инъек-
тивный эндоморфизм R, заданный ϕ(f(y)/g(y)) = f(y2)/g(y2) для произвольных f, g ∈ F [y].
Кольцо левых косых многочленов R[x, ϕ] является кольцом главных левых идеалов без де-
лителей нуля, однако R[x, ϕ] не является нётеровым справа. При обосновании этого примера
строится бесконечная строго возрастающая последовательность правых идеалов. Более того,
члены построенной последовательности оказываются правыми m-идеалами кольца R[x, ϕ].

Класс полей не пересекается с классом полуполей, поэтому приведем сейчас аналогичный
пример для полуполей. Именно, покажем, что полукольцо косых многочленов над полуполем с
инъективным эндоморфизмом не обязано удовлетворять условию максимальности для правых
m-идеалов.
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П р и м е р 4. Пусть S = 〈Q+,∨, ·〉 — аддитивно идемпотентное полуполе неотрицатель-
ных рациональных чисел (∨ — операция взятия максимума двух чисел), ϕ — инъективный
эндоморфизм полукольца S, заданный ϕ(a) = a2. По предложению 2 полукольцо S[x, ϕ] явля-
ется полукольцом главных левых m-идеалов. Обозначим

B1 = ϕ(S),

B2 = ϕ(S) ∪ 2ϕ2(S),

B3 = ϕ(S) ∪ 2ϕ2(S) ∪ 3ϕ3(S),

B4 = ϕ(S) ∪ 2ϕ2(S) ∪ 3ϕ3(S) ∪ 5ϕ4(S),

. . .

Bk = ϕ(S) ∪ p1ϕ
2(S) ∪ . . . ∪ pk−1ϕ

k(S),

где pi — i-е простое число. Заметим, что для любых натуральных i ≤ k выполняется равен-
ство ϕi(S)ϕk(S) = ϕi(S). Отсюда получаем Bkϕ

k(S) = Bk. Очевидно, каждое Bk является
аддитивным (относительно операции ∨) подмоноидом Q+, поэтому для любого k ∈ N после-
довательность

0 ⊂ B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ⊂ Bk−1 ⊂ Bk ⊆ Bk ⊆ . . .

является правой ϕ-цепью. Обозначим через B∗

k соответствующий этой правой ϕ-цепи правый
m-идеал. Тем самым получаем бесконечную строго возрастающую цепь B∗

1 ⊂ B∗

2 ⊂ B∗

3 ⊂ . . .
правых m-идеалов полукольца R = S[x, ϕ]. Покажем, что каждый B∗

k является конечно порож-
денным правым m-идеалом с образующими x, 2x2, 3x3, 5x4, . . . , pk−1x

k. Действительно, каж-
дый из одночленов x = ϕ(1)x или pi−1x

i = pi−1ϕ
i(1)xi лежит в правом идеале B∗

k, поэтому
xR+2x2R+ . . .+ pk−1x

kR ⊆ B∗

k. Обратно, пусть f ∈ B∗

k и axi — произвольный одночлен мно-
гочлена f . Элемент a лежит в Bi, поэтому a ∈ ϕ(S) либо a ∈ pj−1ϕ

j(S) для некоторого j ≤ i.
В первом случае a = ϕ(u) для некоторого u ∈ S, и тогда axi = ϕ(u)xi = x · uxi−1. Во втором
случае a = pj−1ϕ

j(v) для некоторого v ∈ S и axi = pj−1ϕ
j(v)xi = pj−1x

j · vxi−j . Получили, что
каждый axi равен произведению некоторого образующего на подходящий многочлен из R. Сле-
довательно, f равен конечной сумме произведений образующих на многочлены из R, поэтому
B∗

k ⊆ xR+2x2R+ . . .+pk−1x
kR. Несложно проверить, что никакая строго меньшая подсистема

образующих не будет порождать B∗

k. Таким образом, B∗

1 — главный правый m-идеал, порож-
денный x, а для всех k > 1 B∗

k являются конечно порожденными, но не главными правыми
m-идеалами полукольца S[x, ϕ].

Если же мы рассмотрим бесконечную строго возрастающую правую ϕ-цепь 0 ⊂ B1 ⊂
B2 ⊂ . . . ⊂ Bk ⊂ . . . , то правый m-идеал B∗, соответствующий ей, не будет конечно по-
рожденным. Действительно, пусть f1, . . . , fk ∈ B∗. Будем считать, что все коэффициенты
этих многочленов являются несократимыми дробями, и пусть pn — максимальное из простых
чисел, присутствующих в разложении числителя или знаменателя коэффициентов многочле-
нов fi, i = 1, . . . , k. Тогда pn+1x

n+2 лежит в B∗, но не лежит в правом идеале, порожденном
многочленами f1, . . . , fk.

Согласно известной теореме Гильберта о базисе кольцо многочленов над нётеровым сле-
ва кольцом нётерово слева. Для кольца косых многочленов R[x, ϕ] в случае, если ϕ является
автоморфизмом, правая (или левая) нётеровость кольца R влечет правую (соответственно
левую) нётеровость кольца R[x, ϕ] (см. [4, Theorem 2.9]). В той же работе приведен пример
Example 2.1(iii) кольца косых многочленов R[x, ϕ] над кольцом главных идеалов с инъектив-
ным эндоморфизмом ϕ, не являющегося нётеровым ни слева, ни справа.

Для полуколец теорема Гильберта о базисе неверна. К примеру, рассмотрим множество B
всех многочленов ненулевой степени в полукольце N[x]. Ясно, что B — идеал в N[x]. Заметим,
что многочлены x, x+1, x+2, . . . обязаны лежать в любой системе образующих идеала B. Таким
образом, идеал B не является конечно порожденным, хотя каждый идеал в полукольце N
конечно порожден (см., например, [12, предложение 8.1; 13]).



Теорема Гильберта о базисе 63

Докажем сейчас аналог теоремы Гильберта о базисе для полукольца косых многочленов
над нётеровым полукольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. 1) ⇒ 2) Пусть S — нётерово слева полукольцо и
B1 ⊆ B2 ⊆ . . . — возрастающая цепь левых m-идеалов полукольца S[x, ϕ]. Для левого m-
идеала Bi обозначим через Bi0, Bi1, . . . его коэффициентные левые идеалы. Для любого на-
турального i выполняется ϕ(Bii) ⊆ Bi,i+1 ⊆ Bi+1,i+1, поэтому получаем возрастающую цепь
B11 ⊆ ϕ−1(B22) ⊆ ϕ−2(B33) ⊆ . . . левых идеалов полукольца S. В силу левой нётеровости,
начиная с некоторого k ∈ N, имеем ϕ−k+1(Bk,k) = ϕ−k(Bk+1,k+1) = . . . . Поскольку ϕ яв-
ляется автоморфизмом, получаем ϕ(Bss) = Bs+1,s+1 для всех s ≥ k. Отсюда следует, что
ϕj(Bkk) = Bk+j,k+j для любого натурального j. Пусть j — произвольное целое неотрицатель-
ное число и 0 ≤ i ≤ j. Тогда

ϕj(Bkk) ⊆ Bk,k+j ⊆ Bk+i,k+j ⊆ Bk+j,k+j = ϕj(Bkk),

откуда Bk,k+j = Bk+i,k+j. Если i > j, то

ϕi(Bkk) ⊆ ϕi−j(Bk,k+j) ⊆ ϕi−j(Bk+i,k+j) ⊆ Bk+i,k+i = ϕi(Bkk),

откуда ϕi−j(Bk,k+j) = ϕi−j(Bk+i,k+j). Из этого равенства получаем Bk,k+j = Bk+i,k+j. Таким
образом, у левых m-идеалов Bk, Bk+1, . . . коэффициентные множества при xk+j совпадают
для любого целого неотрицательного j. Пусть i = 0, 1, . . . , k − 1. Рассмотрим возрастающую
цепь B1i ⊆ B2i ⊆ . . . коэффициентных левых идеалов. Найдется такое ni ∈ N, что Bni,i = Bji

для каждого j ≥ ni. Пусть r = max{n0, . . . , nk−1, k}. Тогда для любых s, t ≥ r Bsi = Bti

для всех i = 0, 1, . . . . Получили, что у левых m-идеалов Bs и Bt совпадают соответствующие
коэффициентные множества, поэтому Bs = Bt.

Пусть S — нётерово справа полукольцо и C1 ⊆ C2 ⊆ . . . — возрастающая цепь правых
m-идеалов полукольца S[x, ϕ]. Для правого m-идеала Ci обозначим через Ci0, Ci1, . . . его ко-
эффициентные множества. Заметим, что если ϕ — автоморфизм полукольца S, то коэффи-
циентные множества любого правого идеала полукольца S[x, ϕ] являются правыми идеалами
в S. Поэтому для возрастающей цепи C11 ⊆ C22 ⊆ C33 ⊆ . . . правых идеалов полукольца S в
силу правой нётеровости, начиная с некоторого k ∈ N, имеем Css = Cs+1,s+1 для всех s ≥ k.
Повторяя далее рассуждения, как и для левого случая, получаем требуемый результат.

2) ⇒ 1) Возьмем произвольную возрастающую цепь A1 ⊆ A2 ⊆ . . . левых (правых) идеалов
полукольца S и покажем, что она стабилизируется с некоторого номера k. Каждому левому
(правому) идеалу Ai этой цепи поставим в соответствие множество A∗

i ⊆ S[x, ϕ], составленное
из всех многочленов, свободный член которых лежит в Ai. Легко показать, что каждое из A∗

i

является левым (правым) m-идеалом (другими словами, A∗

i определяется левой (правой) ϕ-
цепью Ai, S, S, . . .). Ясно, что A∗

1, A
∗

2, . . . образуют возрастающую цепь. По условию эта цепь
стабилизируется, т. е. начиная с некоторого k ∈ N, имеем A∗

s = A∗

k для всех s ≥ k, откуда
следует As = Ak для всех s ≥ k. �

Следствие 1 [6, Theorem 4.2]. Коммутативное полукольцо S нётерово тогда и только

тогда, когда любая строго возрастающая цепь m-идеалов полукольца S[x] конечна.

Пусть S — полукольцо, ϕ — эндоморфизм полукольца S, S[[x, ϕ]] — множество формаль-
ных степенных рядов вида

∑

∞

i=0 aix
i, ai ∈ S. С почленным сложением и умножением, зада-

ваемым правилом xa = ϕ(a)x и его следствиями, S[[x, ϕ]] становится полукольцом, которое
называется полукольцом косых формальных рядов. Полукольцо S[x, ϕ] является подполуколь-
цом S[[x, ϕ]]. Понятия, вводимые нами для полукольца косых многочленов, естественным об-
разом переносятся на полукольцо косых формальных степенных рядов, а именно, определения
m-идеалов, коэффициентных множеств, ϕ-цепей. Описание левых (правых) m-идеалов полу-
кольца S[[x, ϕ]] в терминах коэффициентных множеств не отличается от описания в полуколь-
це косых многочленов. Более того, справедлив следующий результат.
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Предложение 4. Если ϕ — автоморфизм полукольца S, то равносильны следующие усло-

вия:

1) S — нётерово слева (справа) полукольцо;

2) S[[x, ϕ]] не содержит бесконечной строго возрастающей цепи левых (правых) m-идеа-

лов.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по той же схеме, что и доказательство теоремы 1. �
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