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Пусть M — некоторое множество групп. Для группы G через M(G) обозначим множество всех под-

групп G, изоморфных элементам из M. Говорят, что G насыщена группами из M, если любая конечная

подгруппа группы G содержится в некотором элементе из M(G). В работе доказывается, что если G-

периодическая группа или группа Шункова и G насыщена группами из множества {L3(2n), L4(2l) | n =
1, 2, . . . ; l = 1, . . . , l0}, где l0 фиксировано, то множество элементов конечного порядка из G образует груп-

пу, изоморфную одной из групп множества {L3(R), L4(2l) | l = 1, . . . , l0}, где R — подходящее локально

конечное поле характеристики 2.
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A. A. Shlepkin. Groups saturated with finite simple groups L3(2n) and L4(2l).

Let M be a certain set of groups. For a group G, we denote by M(G) the set of all subgroups of G that are

isomorphic to elements of M. A group G is said to be saturated with groups from M if any finite subgroup of G is

contained in some element of M(G). We prove that if G is a periodic group or a Shunkov group and G is saturated

with groups from the set {L3(2n), L4(2l) | n = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , l0}, where l0 is fixed, then the set of elements

of finite order from G forms a group isomorphic to one of the groups from the set {L3(R), L4(2l) | l = 1, . . . , l},
where R is an appropriate locally finite field of characteristic 2.
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Введение

Пусть M — некоторое множество групп. По определению группа G насыщена группами
из множества групп M, если любая конечная подгруппа K из G содержится в подгруппе
группы G, изоморфной некоторой группе из M (множество M называется насыщающим мно-

жеством для группы G, см. [17, с. 129]).

В Коуровской тетради [5] поставлен вопрос 14.101: верно ли, что периодическая группа,

насыщенная конечными простыми группами лиева типа, ранги которых ограничены в сово-

купности, сама являeтся простой группой лиева типа?

Группа G называется группой Шункова, если для любой ее конечной подгруппы H в
фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого порядка порождают
конечную подгруппу [9]. Группы Шункова с условием насыщенности изучались различны-
ми авторами [10;11;15]. Класс групп Шункова очень обширен и включает в себя, в частности,
все группы без кручения и некоторые смешанные группы. Согласно определению, если мно-
жество всех элементов конечного порядка группы G образует подгруппу, то она называется
периодической частью группы G и обозначается T (G) [3, с. 95]. Для каждой заданной группы
Шункова G актуален следующий вопрос: обладает ли группа G периодической частью T (G)?

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 19-71-10017).
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Нетривиальность ответа на этот вопрос подчеркивается примерами разрешимых групп Шун-
кова, не обладающих периодической частью (см., например, [13]). Однако группы Шункова,
насыщенные некоторыми конечными простыми группами лиева типа, обладают периодической
частью, изоморфной соответствующей группе лиева типа над подходящим локально конечным
полем (см. [15]). В связи с чем был поставлен следующий вопрос (А.И.Созутов [7, пробле-
ма 16]): верно ли, что группа Шункова, насыщенная конечными простыми группами лиева

типа, ранги которых ограничены в совокупности, обладает периодической частью, изоморф-

ной простой группе лиева типа?

В данной работе получены частичные ответы на вопрос 14.101 из Коуровской тетради [5]
и на вопрос А.И.Созутова [7, проблема 16] для групп, насыщенных конечными простыми
группами лиева типа L3(2

n) и L4(2
l). Зафиксируем натуральное число l0. Положим

C = {L3(2
n) | n = 1, 2, . . .},

A = {L4(2
l) | l = 1, . . . , l0},

M = A ∪ C.

Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть периодическая группа G насыщена группами из множества M. Тогда

группа G изоморфна одной из групп множества

{L3(R), L4(2
l) | l = 1, . . . , l0},

где R — подходящее локально конечное поле характеристики 2.

Теорема 2. Пусть группа Шункова G насыщена группами из множества M. Тогда G
обладает периодической частью T (G), которая изоморфна одной из групп множества

{L3(R), L4(2
l) | l = 1, . . . , l0},

где R — подходящее локально конечное поле характеристики 2.

1. Доказательство теоремы 1

Пусть G — группа, K — подгруппа G, X — множество групп. Через XG(K) будем обо-
значать множество всех подгрупп группы G, содержащих K и изоморфных группам из X.
В частности, если 1 — единичная подгруппа группы G, то XG(1) обозначает множество всех
подгрупп группы G, изоморфных группам из X. Если из контекста ясно, о какой группе идет
речь, то вместо XG(K) будем писать X(K).

Предположим противное, пусть G — контрпример к утверждению теоремы 1. Тогда
M(1) 6= ∅.

Лемма 1. G — бесконечная группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное. В этом случае группа G конечна и
согласно условию теоремы 1 изоморфна некоторой группе из M. Следовательно, G изоморфна
одной из групп множества

{L3(2
n), L4(2

l) | n = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , l0};

противоречие с тем, что G — контрпример к утверждению теоремы 1.

Лемма доказана.
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Лемма 2. A(1) 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное. Тогда M(1) = C(1) 6= ∅. Покажем, что
в этом случае группа G насыщена группами из множества C. Пусть K — конечная подгруппа
из G. По условию теоремы 1 в G существует конечная подгруппа H такая, что K ≤ H ∈
M(1) = C(1) 6= ∅, и, следовательно, H ≃ L3(2

k) для некоторого натурального k. В силу произ-
вольности выбора K в качестве конечной подгруппы группы G группа G насыщена группами
из множества C. В этом случае, как доказано в работе [6, теорема], группа G изоморфна L3(R)
для подходящего локально конечного поля R характеристики 2; противоречие с тем, что G —
контрпример к утверждению теоремы 1.

Лемма доказана.

Лемма 3. Для любого 2-элемента g ∈ G выполняется свойство g4 = 1, где 1 — единица

группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию теоремы 1 в G существует конечная подгруппа
H такая, что g ∈ H, и либо H ≃ L3(2

k), либо H ≃ L4(2
k) для некоторого натурального

k. Поскольку L3(2
k) изоморфно вкладывается в L4(2

k), то достаточно рассмотреть случай
H ≃ L4(2

k). Обозначим через SH силовскую 2-подгруппу группы H, содержащую элемент g
из условия леммы. Пусть F — поле порядка q = 2m,m > 1. Тогда SH изоморфна группе
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Так как ψ — изоморфизм, то

g4 = ψ(t)4 = ψ(t4) = ψ
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где 1 — единица группы G.

Лемма доказана.

Лемма 4. Силовские 2-подгруппы группы G конечны, сопряжены и имеют ступень ниль-

потентности 3.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 следует, что G— бесконечная группа. Если в G най-
дется конечная силовская 2-подгруппа, то по [14, предложение 9] все силовские 2-подгруппы
группы G конечны и сопряжены в силу того, что G — группа Шункова, и лемма доказана.

Предположим, что в G нет конечных силовских 2-подгрупп. Тогда все силовские 2-подгруп-
пы группы G бесконечны. Из леммы 2 следует, что A(1) 6= ∅. Возьмем H ∈ A(1). Пусть SH —
некоторая силовская 2-подгруппа группы H. Тогда SH < S, где S — бесконечная силовская
2-подгруппа группы G. По лемме 3 S — бесконечная 2-группа периода 4, и, следовательно,
S — бесконечная локально конечная группа по известной теореме Санова [8]. Значит, в S
существует конечная подгруппа K такая, что SH < K < S и |K| > |L4(2

l0)|. По условию
насыщенности в группе G существует конечная подгруппа H1 такая, что K < H1 и H1 ∈ M(1).
Здесь имеются две возможности: либо H1 ≃ L3(2

n) для некоторого натурального n, либо
H1 ≃ L4(2

l) для некоторого натурального l ∈ {1, . . . , l0}.
Покажем, что случай H1 ≃ L3(2

n) невозможен. Предположим обратное. Cиловские 2-под-
группы в Lm(2n) сопряжены подгруппе унитреугольных матриц из L3(2

n), а cтупень нильпо-
тентности подгруппы унитреугольных матриц из Lm(2n) равна m − 1 [12, с. 128, 274]. Пусть
SH1

— силовская 2-подгруппа группы H1. Следовательно, ступень нильпотентности SH1
рав-

на 2. Но это невозможно, поскольку SH1
содержит собственную подгруппу SH , ступень ниль-

потентности которой равна 3.
Покажем, что случай H1 ≃ L4(2

l) также невозможен. Предположим обратное. Действи-
тельно, в силу выбора подгрупп K и H1 имеем цепочку неравенств |H1| > |K| > |L4(2

l0)|.
Но поскольку l 6 l0, то из формул для вычисления порядка группы L4(2

n), приведенных в
[1, с. 168], получаем противоречие с тем, что |H1| = |L4(2

l)| > |L4(2
l0)| = |L4(2

l0)|.
Таким образом, все силовские 2-подгруппы группы G конечны и сопряжены. Из леммы 2

следует, что A(1) 6= ∅. Возьмем H ∈ A(1). Тогда H1 ≃ L4(2
l) для некоторого натурального

l ∈ {1, . . . , l0}. Пусть SH — некоторая силовская 2-подгруппа группы H. Тогда SH < S, где
S — некоторая силовская 2-подгруппа группы G, которая, как отмечалось выше, конечна.
Как упоминалось выше, ступень нильпотентности SH равна 3. По условию теоремы 1 имеем
SH < S < K ∈ A(1). Тогда K ≃ L4(2

l) для некоторого натурального l ∈ {1, . . . l0}. Так как S —
силовская 2-подгруппа в K, то ступень нильпотентности S также равна 3.

Лемма доказана.

Зафиксируем некоторую силовскую 2-подгруппу S группы G.

Лемма 5. Централизатор подгруппы S в группе G содержит неединичный элемент не-

четного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 4 следует, что S — конечная 2-группа, и следова-
тельно, нильпотентна. Возьмем 1 6= z ∈ Z(S). Пусть C = CG(z).

Если C — конечная группа, то согласно лемме 1 и известному результату Шункова о ло-
кальной конечности периодической группы, содержащей инволюцию с конечным централи-
затором [18, теорема], G — бесконечная локально конечная группа. Значит, в G существует
конечная подгруппа K такая, что |K| > |L4(2

l0)|. Пусть теперь X — произвольная конечная
подгруппа группы G. По условию теоремы 1 в группе G существует конечная подгруппа K1

такая, что 〈X,K〉 < K1 и K1 ∈ M(1). Ясно, что |K1| > |L4(2
l0)|, и как следствие K1 ≃ L3(2

n)
для некоторого натурального n. В силу произвольности выбора X как конечной подгруппы
группы G получаем, что группа G насыщена группами из множества групп C. Как уже отме-
чалось (доказательство леммы 2), из основного результата работы [6, теорема] вытекает, что
G ≃ L3(R) для некоторого локально конечного поля характеристики 2; противоречие с тем,
что G — контрпример к утверждению теоремы 1.

Итак, C — бесконечная периодическая группа, содержащая S, а также неединичные эле-
менты нечетного порядка. Рассмотрим фактор-группу C = C/〈z〉. Так как в конечной 2-группе
нормализатор любой собственной подгруппы отличен от самой подгруппы, то возьмем в C ин-
волюцию t1 ∈ Z(S) = Z(S/〈z〉). Имеем, C — бесконечная группа. Если CC(t1) — конечная
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группа, то согласно упоминавшемуся выше результату Шункова о локальной конечности пе-
риодической группы, содержащей инволюцию с конечным централизатором, C — бесконечная
локально конечная группа. Ввиду теоремы Шмидта о том, что расширение локально конеч-
ной группы при помощи локально конечной группы есть локально конечная группа [3, теорема
23.1.1], C — бесконечная локально конечная группа. Из леммы 2 следует, что в G найдется ко-
нечная подгруппа X, изоморфная L4(2

l) для некоторого натурального l ∈ {1, . . . l0}. Возьмем
в X некоторую силовскую 2-подгруппу SX . Ввиду утверждения леммы 4 можно считать, что
X ≤ S < C. Так как C — бесконечная локально конечная группа, то в C существует конечная
подгруппа K такая, что |K| > |L4(2

l0)|. По условию теоремы 1 в группе G существует конечная
подгруппа K1 такая, что 〈SX ,K〉 < K1 и K1 ∈ M(1). Ясно, что |K1| > |L4(2

l0)|, и как следствие
K1 ≃ L3(2

n) для некоторого натурального n. Пусть SK1
— силовская 2-подгруппа группы K1,

содержащая SX . Тогда ступень нильпотентности SK1
равна 2, что невозможно, поскольку SK1

содержит собственную подгруппу SX , ступень нильпотентности которой равна 3. Итак, CC(t1)
— бесконечная группа, содержащая S. Значит, C1 = NC(〈z, t1〉) — бесконечная группа (где t1 —
некоторый прообраз t1 в C), содержащая S. Положим C = C0 и будем считать, что построена
цепочка подгрупп

〈z〉 < . . . < 〈z, t1, . . . , tk〉 < S,

где k > 1, таких, что Ck = NCk−1
(〈z, t1, . . . , tk〉) — бесконечная группа, и S < Ck. Рассмотрим

фaктор-группу
Ck = NC(〈z, t1, . . . , tk〉)/〈z, t1, . . . , tk〉

и возьмем в ней инволюцию

tk+1 ∈ Z(S) = Z(S/〈z, t1, . . . , tk〉).

Имеем, Ck — бесконечная группа. Если CCk
(tk+1) — конечная группа, то согласно упоминав-

шейся выше теореме Шункова о периодической группе с почти регулярной инволюции Ck —
бесконечная локально конечная группа, а Ck — бесконечная локально конечная группа, со-
держащая S, что невозможно (доказывается точно так же, как случай выше с бесконечной
локально конечной группой C, содержащей группу S). Итак, CCk

(tk+1) — бесконечная группа,

содержащая S. Следовательно, Ck+1 = NCk
(〈z, t1, . . . , tk, tk+1〉) — бесконечная группа (tk+1 —

некоторый прообраз tk+1 в Ck+1), содержащая S. Таким образом, построена цепочка конечных
групп

〈z〉 < . . . < 〈z, t1, . . . , tk〉 < 〈z, t1, . . . , tk, tk+1〉 < S,

где k > 1, Ck+1 — бесконечная группа и S < Ck+1.
Из леммы 4 следует, что S — конечная группа. Следовательно, для некоторого натурально

числа m < |S|

〈z〉 < . . . < 〈z, t1, . . . , tk〉 < 〈z, t1, . . . , tk〉 < . . . < 〈z, t1, . . . , tk, . . . , tm〉 = S,

Cm = NCm−1
(〈z, t1, . . . , tk, . . . , tm〉) = NCm−1

(S),

при этом NG(S) — бесконечная группа. Имеем, CCm−1
(S) — бесконечная группа и в силу

леммы 4 содержит неединичные элементы нечетного порядка.
Лемма доказана.

Завершим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть S — некоторая силовская 2-подгруппа
группы G. Из леммы 5 следует, что группа CG(S) содержит неединичный элемент a нечетного
порядка. По условию теоремы 1 конечная группа 〈S, a〉 ≤ H и H ≃ L3(2

k) либо H ≃ L4(2
k) для

некоторого натурального k. Из описания централизаторов силовских 2-подгрупп в конечных
простых неабелевых группах [4, теорема 7] вытекает, что как в L3(2

k), так и в L4(2
k) центра-

лизатор силовской 2-подгруппы является 2-группой; противоречие с выбором элемента a.
Теорема 1 доказана.
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2. Доказательство теоремы 2

Предположим обратное, пусть G — контрпример к утверждению теоремы 2. Тогда из тео-
ремы 1 следует, что G — непериодическая группа и M(1) 6= ∅.

Лемма 6. G содержит бесконечно много элементов конечного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное. В этом случае все элементы конечного
порядка из G образуют конечную характеристическую подгруппу (теорема Дицмана [2]). Сле-
довательно, группа G обладает конечной периодической частью T (G), которая в силу условия
теоремы 2 изоморфна одной из групп множества M; противоречие с тем, что G — контрпример
к утверждению теоремы 2.

Лемма доказана.

Лемма 7. G содержит бесконечную локально конечную подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 6 группа G содержит бесконечно много элементов
конечного порядка. В работе [16] доказано, что группа Шункова, содержащая бесконечное
множество элементов конечного порядка, обязательно содержит бесконечную локально конеч-
ную подгруппу. Следовательно, группа G как группа Шункова обладает бесконечной локально
конечной подгруппой.

Лемма доказана.

Лемма 8. A(1) 6= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное. Тогда M(1) = C(1) 6= ∅. Покажем, что
в этом случае группа G насыщена группами из множества C. ПустьK — конечная подгруппа из
G. По условию теоремы 2 в G существует конечная подгруппа H такая, что K ≤ H ∈ M(1) =
C(1) 6= ∅, и, следовательно, H ≃ L3(2

k) для некоторого натурального k. В силу произвольности
выбора K как конечной подгруппы группы G группа G насыщена группами из множества
C. Но в этом случае согласно [15, теорема 2] группа Шункова G обладает периодической
частью T (G), которая ввиду условия теоремы 2 изоморфна L3(R) для подходящего локально
конечного поля R характеристики 2. Противоречие с тем, чтоG— контрпример к утверждению
теоремы 2.

Лемма доказана.

Лемма 9. Для любого 2-элемента g ∈ G выполняется свойство g4 = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Данная лемма доказывается точно так же, как и лемма 3.
Лемма доказана.

Лемма 10. Силовские 2-подгруппы группы G являются бесконечными локально конечны-

ми группами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное, пусть S — конечная силовская 2-под-
группа группы G, и |S| = 2m — ee порядок. Как доказано в [14, предложение 9], если груп-
па Шункова содержит конечную силовскую 2-подгруппу, то в этом случае все силовские 2-
подгруппы группы конечны и сопряжены. Следовательно, все силовские 2-подгруппы груп-
пы G конечны и сопряжены, поскольку последняя является группой Шункова.

Из леммы 7 следует, что в группе G найдется конечная подгруппа K, порядок которой
может быть больше любого наперед заданного натурального числа. Ввиду условия теоремы 2
можно считать, что K ∈ M(1). Зафиксируем в K некоторую силовскую 2-подгруппу SK .
Согласно формуле для вычисления порядка группы Ln(q), приведенной в [1, с. 168],

|K| = (qn(n−1)/2(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (q − 1))/((q − 1)(n, (q − 1)),



Группы, насыщенные L3(2
n), L4(2

l) 255

|SK | = qn(n−1)/2, где n ∈ {3, 4}, q = 2r, r — натуральное число.

Так как |K| может быть больше любого наперед заданного натурального числа, то и r можно
взять больше любого наперед заданного натурального числа. Поскольку |S| = 2m фиксирова-
но, то возьмем r = r0, q = q0 = 2r0 такие, что

|SK | = q
n(n−1)/2
0 > 2m, где n ∈ {3, 4}.

Так как все силовские 2-подгруппы группы G сопряжены, то SK ≤ Sg для некоторого g ∈ G.
Следовательно, |SK | 6 |Sg| = |S|. Приходим к противоречивому неравенству

2m = |S| = |Sg| > |SK | = q
n(n−1)/2
0 > 2m, где n ∈ {3, 4}.

Таким образом, в группе G нет конечных силовских 2-подгрупп. Второе утверждение лем-
мы вытекает из известного упоминавшегося выше результата Санова о локальной конечности
группы периода 4 и леммы 9.

Лемма доказана.

Завершим д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. По лемме 8 имеем A(1) 6= ∅. Возьмем
H ∈ A(1). Тогда H ≃ L4(2

l1) для некоторого натурального l1 ∈ {1, . . . , l0}. Будем считать
число l1 максимально возможным, для которого H ∈ A(1). Зафиксируем некоторую силовскую
2-подгруппу SH группы H. Как отмечалось выше, ступень нильпотентности SH равна 3. Пусть
S — силовская 2-подгруппа группы G, содержащая SH . Так как по лемме 10 S — бесконечная
локально конечная группа, то в S существует конечная подгруппа K такая, что |K| > |SH |.
Тогда 〈SH ,K〉 — конечная 2-группа. По условию теоремы 2 в группе G существует конечная
подгруппа K1 такая, что 〈SH ,K〉 < K1 и K1 ∈ M(1). Пусть SK1

— силовская 2 подгруппа
группы K1, содержащая 〈SH ,K〉. Тогда

|SK1
| > |〈SH ,K〉| > |SH |.

Если K1 ≃ L4(2
l2), где l2 6 l0, то K1 ∈ A(1) и

|SK1
| = 26l2 > |SH | = 26l1 и l2 > l1.

Противоречие с тем, что l1 — максимально возможное натуральное число, для которого
H ∈ A(1). Следовательно, K1 ≃ L3(2

n) для некоторого натурального n. В этом случае ступень
нильпотентности группы SK1

равна 2. С другой стороны, группа SK1
содержит подгруппу SH ,

ступень нильпотентности которой равна 3. Следовательно, ступень нильпотентности SK1
не

менее 3; противоречие.
Теорема доказана.
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