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В работе исследуется система нелинейных интегральных уравнений на положительной полупрямой с

некомпактным монотонным матричным интегральным оператором гаммерштейновского типа. Для кон-

кретных представлений матричных ядер и нелинейностей, входящих в систему уравнений, рассматрива-

емый класс векторных нелинейных интегральных уравнений имеет приложения в различных областях

математической физики. В частности такие системы встречаются в теории переноса излучения в неодно-

родных средах, в кинетической теории газов, в математической биологии. Доказывается существование

нетривиального покомпонентно неотрицательного и ограниченного решения. В одном важном частном

случае изучается также интегральная асимптотика построенного решения. В конце статьи приводятся

конкретные примеры нелинейностей и матричных ядер, удовлетворяющих условиям сформулированных

теорем.
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A system of nonlinear integral equations with a noncompact monotone Hammerstein type matrix integral

operator is studied on the positive half-line. For specific representations of matrix kernels and nonlinearities

involved in the system, the class of vector nonlinear integral equations under consideration has applications in

various areas of mathematical physics. In particular, such systems arise in the theory of radiative transfer in
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1. Введение

Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных уравнений на положительной
полупрямой:

Fi(x) =

n
∑

j=1

∞
∫

0

Wij(x, t)Gj(Fj(t))dt, x ∈ R
+ := [0,+∞), i = 1, 2, . . . , n, (1.1)

относительно искомой измеримой вектор-функции F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
T (T — знак транс-

понирования). В системе (1.1) матричное ядро W (x, t) = (Wij(x, t))
n×n
i,j=1 удовлетворяет следу-

ющим условиям:

a) Wij(x, t) > 0, (x, t) ∈ R
+ × R

+, sup
x∈R+

∫ ∞

0
Wij(x, t)dt := aij < +∞, i, j = 1, 2, . . . , n;

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Комитета по науке РА в рамках научного
проекта № 21T-1A047.
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b) r(A) = 1, A = (aij)
n×n
i,j=1, aij = aji, i, j = 1, 2, . . . , n, где r(A) — спектральный радиус

матрицы A.

Нелинейности {Gj(u)}nj=1 — определенные на множестве R := (−∞,+∞) измеримые и веще-
ственнозначные функции, обладающие определенными ниже свойствами.

Из условий a) и b) согласно теореме Перрона существует вектор η = (η1, . . . , ηn)
T с поло-

жительными координатами ηi, i = 1, 2, . . . , n, такой, что Aη = η (см. [1]).
Последнее равенство запишем в раскрытом виде:

n
∑

j=1

aijηj = ηi, i = 1, 2, . . . , n. (1.2)

Предположим, что нелинейности {Gj(u)}nj=1 обладают следующими свойствами:

1) Gj(0) = 0, существуют числа ηj > 0, j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющие соотношению (1.2)
такие, что Gj(ηj) = ηj , j = 1, 2, . . . , n;

2) Gj ∈ C[0, ηj ] и Gj(u) монотонно возрастает по u на отрезке [0, ηj ], j = 1, 2, . . . , n;

3) Gj(u) ≥ u, u ∈ [0, ηj ], j = 1, 2, . . . , n.

При конкретных представлениях ядер {Wij(x, t)}n×n
i,j=1 и нелинейностей {Gj(u)}nj=1 система (1.1)

возникает в различных направлениях естествознания. В частности, когда матричное ядро
W (x, t) зависит от разности своих аргументов или мажорируется матричным разностным яд-
ром, спектральный радиус интеграла которого равен единице, при определенных представ-
лениях Gj(u), j = 1, 2, . . . , n, системы вида (1.1) встречаются в теории переноса излучения в
неоднородных средах, в кинетической теории газов, в математической теории распространения
эпидемии, в математической экономике (см. [2–7]).

Следует отметить, что в случае, когда Wij(x, t) = Wij(x − t), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j =
1, 2, . . . , n, система (1.1), при условиях a), b) и 1)–3), подробно исследована в работах [8–10].

В настоящей работе мы займемся изучением и решением системы (1.1) при достаточно об-
щих ограничениях на {Wij(x, t)}n×n

i,j=1 и {Gj(u)}nj=1. Будут доказаны конструктивные теоремы
существования нетривиальных неотрицательных и ограниченных решений. При определен-
ных представлениях матричных ядер W (x, t) мы также исследуем интегральную асимптотику
построенного решения. В одном важном частном случае, когда n = 1, покажем, что инте-
гральное уравнение (1.1) может обладать однопараметрическим семейством неотрицательных
и ограниченных решений. В конце приведем конкретные примеры {Wij(x, t)}n×n

i,j=1 и {Gj(u)}nj=1,

удовлетворяющие всем условиям доказанных теорем.

2. Обозначения и вспомогательные факты

Рассмотрим вспомогательную систему нелинейных интегральных уравнений со стохасти-
ческим ядром на полуоси:

fi(x) =

n
∑

j=1

λij(x)

∞
∫

0

Kij(y)Gj(fj(ρ(x, y)))dy, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.1)

относительно искомой неотрицательной и измеримой вектор-функции f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T .

В системе (2.1) функции {λij}n×n
i,j=1 и {Kij}n×n

i,j=1 удовлетворяют следующим ограничениям:

A) 0 ≤ λij(x) ≤ 1, λij(x) 6≡ 1, x ∈ R
+, λij(x) ↑ по x на R

+, i, j = 1, 2, . . . , n;

B) x(1− λij(x)) ∈ L1(R
+), i, j = 1, 2, . . . , n;
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C) {Kij(y)}n×n
i,j=1 — измеримые функции на R = (−∞,+∞) и Kij(y) = Kji(y) > 0, y ∈ R;

D) Kij ∈ L1(R
+) ∩M(R+),

∫ ∞

0
Kij(y)dy = aij , i, j = 1, 2, . . . , n.

Функция ρ(x, y) определена на множестве R
+ × R

+, принимает неотрицательные значения и
удовлетворяет следующим условиям:

I) ρ ∈ C(R+ × R
+), причем при каждом фиксированном x ∈ R

+ функция ρ(x, y) ↑ по y на
множестве R

+ и при каждом фиксированном y ∈ R
+ функция ρ(x, y) ↑ по x на R

+;

II) ρ(x, 0) ≥ x, x ∈ R
+, и существует число δ > 0 такое, что ρ(x, δ) ≥ x+ δ, x ∈ R

+.

Справедлива

Теорема 1. При условиях 1)–3), A)–D) и I), II) система нелинейных интегральных урав-

нений (2.1) обладает нетривиальным покомпонентно неотрицательным и ограниченным ре-

шением f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T , причем fi(x) ≤ ηi, x ∈ R

+, ηi − fi ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n.

Доказательству сформулированной теоремы предпошлем следующие леммы.

Лемма 1. Пусть выполняются условия C), D), и I), II). Тогда система линейных неод-

нородных интегральных уравнений

ψi(x) = gi(x) +
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(y)ψj(ρ(x, y))dy, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.2)

со свободным членом g(x) = (g1(x), . . . , gn(x))
T , обладающим свойствами

gi(x) ≥ 0, gi(x) 6≡ 0, x ∈ R
+, gi(x) ↓ по x на R

+, (2.3)

mq(gi) :=

∞
∫

0

xqgi(x)dx < +∞, q = 0, 1, i = 1, 2, . . . , n, (2.4)

имеет покомпонентно неотрицательное монотонно невозрастающее и суммируемое на R
+

решение. Более того, если gi ∈ M(R+), i = 1, 2, . . . , n, и ρ(0, y) ≥ y, y ∈ R
+, то ψi ∈

M(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для системы (2.2) рассмотрим следующие простые итерации:

ψ
(p+1)
i (x) = gi(x) +

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(y)ψ
(p)
j (ρ(x, y))dy,

ψ
(0)
i (x) = gi(x), p = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n.

(2.5)

Исходя из условий (2.3) и C) индукцией легко можно проверить, что

ψ
(p)
i (x) ↑ по p, x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Индукцией по p докажем, что если gi(x) ↓ по x на R
+, i = 1, 2, . . . , n, то

ψ
(p)
i (x) ↓ по x на R

+, p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n. (2.7)

Действительно, монотонность нулевого приближения очевидна. Предположим, что ψ
(p)
i (x) ↓

по x на R
+, i = 1, 2, . . . , n, при некотором натуральном p. Пусть x1, x2 ∈ R

+, x1 > x2 —
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произвольные числа. Тогда, учитывая монотонность функций {gi(x)}ni=1, условий I), C) и ин-
дукционное предположение, из (2.5) будем иметь

ψ
(p+1)
i (x1) = gi(x1) +

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(y)ψ
(p)
j (ρ(x1, y))dy

≤ gi(x2) +
n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(y)ψ
(p)
j (ρ(x2, y))dy = ψ

(p+1)
i (x2).

Следовательно, утверждение (2.7) доказано.
Используя условия (2.3), II) и A)–C), с учетом (2.7) индукцией можно также доказать, что

ψ
(p)
i ∈ L1(R

+), p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n. (2.8)

Займемся теперь доказательством равномерной оценки сверху для интегралов

∫ ∞

0
ψ
(p)
i (x)dx,

p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n, т. е. покажем, что существует число C > 0 такое, что для всех
p = 0, 1, 2, . . . и i = 1, 2, . . . , n имеет место неравенство

∞
∫

0

ψ
(p)
i (x)dx ≤ C. (2.9)

Пусть l ≥ 0 — произвольное число. Проинтегрируем обе части (2.5) по x в пределах от l ≥ 0
до +∞, затем, умножая правые и левые части полученного равенства на ηi, просуммируем по
всем i = 1, 2, . . . , n. Тогда, учитывая условия (2.3), (2.4), C),D), I), II), соотношение (1.2) и
утверждения (2.6), (2.7), в силу теоремы Фубини (см. [11]) будем иметь

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

ψ
(p+1)
i (x)dx =

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

l

∞
∫

0

Kij(y)ψ
(p)
j (ρ(x, y))dydx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

0

Kij(y)

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (ρ(x, y))dxdy

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

Kij(y)

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (ρ(x, 0))dxdy

+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (ρ(x, δ))dxdy

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

Kij(y)

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dxdy+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x+δ)dxdy

=
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

Kij(y)dy

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)dy

∞
∫

l+δ

ψ
(p+1)
j (x)dx

=

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

j=1

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

δ
∫

0

Kji(y)dy +

n
∑

j=1

∞
∫

l+δ

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kji(y)dy
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=
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+
n
∑

j=1

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx

( n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

Kji(y)dy −
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kji(y)dy

)

+

n
∑

j=1

∞
∫

l+δ

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kji(y)dy =

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx+

n
∑

j=1

ηj

∞
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx

−
n
∑

j=1

l+δ
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy,

откуда получаем, что

n
∑

j=1

l+δ
∫

l

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy ≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx. (2.10)

Учитывая (2.7), из (2.10) выводим

n
∑

j=1

ψ
(p+1)
j (l + δ)δ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy ≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx. (2.11)

Обозначим

B := min
1≤j≤n

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy. (2.12)

Тогда из (2.11) следует, что

n
∑

j=1

ψ
(p+1)
j (l + δ) ≤ 1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx. (2.13)

В силу неотрицательности слагаемых левой части неравенства (2.13), в частности, получаем

0 ≤ ψ
(p+1)
i (l + δ) ≤ 1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

l

gi(x)dx, i = 1, 2, . . . , n. (2.14)

Снова используя теорему Фубини и условие B), из (2.14) имеем

0 ≤
∞
∫

0

ψ
(p+1)
i (l + δ)dl ≤ 1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

∞
∫

l

gi(x)dxdl

=
1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)

x
∫

0

dldx =
1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx, i = 1, 2, . . . , n, p = 0, 1, 2, . . . ,

или

∞
∫

δ

ψ
(p+1)
i (x)dx ≤ 1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx < +∞, i = 1, 2, . . . , n, p = 0, 1, 2, . . . . (2.15)

Теперь проинтегрируем обе части (2.5) по x в пределах от 0 до δ, затем умножим обе части по-
лученного равенства на ηi и просуммируем по всем i = 1, 2, . . . , n. Здесь снова, используя (2.3),
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(2.4), условия C), D), I), II), соотношение (1.2), утверждения (2.6), (2.7), а также доказанное
неравенство (2.15), в силу теоремы Фубини имеем

n
∑

i=1

ηi

δ
∫

0

ψ
(p+1)
i (x)dx ≤

n
∑

i=1

ηi

δ
∫

0

gi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

∞
∫

0

Kij(y)ψ
(p+1)
j (ρ(x, y))dydx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

δ
∫

0

Kij(y)ψ
(p+1)
j (ρ(x, 0))dydx

+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

∞
∫

δ

Kij(y)ψ
(p+1)
j (ρ(x, δ))dydx ≤

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx

+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

Kij(y)dy

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)dy

2δ
∫

δ

ψ
(p+1)
j (x)dx

≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

δ
∫

0

Kji(y)dy

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx

+
n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kji(y)dy

∞
∫

δ

ψ
(p+1)
j (x)dx =

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx

+

n
∑

j=1

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

(

ηi

∞
∫

0

Kji(y)dy − ηi

∞
∫

δ

Kji(y)dy

)

+

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kji(y)dy

∞
∫

δ

ψ
(p+1)
j (x)dx =

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx +

n
∑

j=1

ηj

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx

−
n
∑

j=1

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy +
1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)dy

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx;

отсюда получаем, что

n
∑

j=1

δ
∫

0

ψ
(p+1)
j (x)dx

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

δ

Kij(y)dy ≤
n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx

+
1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)dy

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx, p = 0, 1, 2, . . . . (2.16)

Учитывая обозначение (2.12), из (2.16) будем иметь

δ
∫

0

ψ
(p+1)
i (x)dx

≤ 1

B

(

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

gi(x)dx +
1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

n
∑

j=1

∞
∫

δ

Kij(y)dy

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx

)

:= c0 (2.17)
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Складывая неравенства (2.15) и (2.17), окончательно получаем

∞
∫

0

ψ
(p+1)
i (x)dx ≤ 1

Bδ

n
∑

i=1

ηi

∞
∫

0

xgi(x)dx+ c0 := C < +∞,

i = 1, 2, . . . , n, p = 0, 1, 2, . . . .

(2.18)

Следовательно, учитывая (2.6)–(2.8), (2.18) по теореме Б. Леви (см. [11]) можно утверждать,
что последовательность суммируемых монотонно невозрастающих вектор-функций

{ψ(p)(x)}∞p=0, ψ(p)(x) := (ψ
(p)
1 (x), . . . , ψ(p)

n (x))T , p = 0, 1, 2, . . . ,

имеет предел почти всюду на R
+, когда p → +∞ : lim

p→+∞
ψ
(p)
i (x) = ψi(x), i = 1, 2, . . . , n;

при этом ψi ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n, и имеет место оценка

∞
∫

0

ψi(x)dx ≤ C, i = 1, 2, . . . , n, (2.19)

а ψ(x) = (ψ1(x), . . . , ψn(x))
T удовлетворяет системе линейных интегральных уравнений (2.2).

Из (2.7) следует также, что ψi(x) ↓ по x на R
+, i = 1, 2, . . . , n. Заметим, если gi ∈ M(R+),

i = 1, 2, . . . , n, то ψi ∈ M(R+), i = 1, 2, . . . , n. Действительно, учитывая условия D), I), II) и
оценку (2.19), из (2.2) будем иметь

0 ≤ ψi(x) ≤ sup
x∈R+

(gi(x)) +
n
∑

j=1

sup
y∈R+

(Kij(y))

∞
∫

0

ψj(ρ(x, y))dy

≤ max
1≤i≤n

( sup
x∈R+

(gi(x))) + max
1≤i≤n

n
∑

j=1

sup
y∈R+

(Kij(y))

∞
∫

0

ψj(ρ(0, y))dy

≤ max
1≤i≤n

( sup
x∈R+

(gi(x))) + max
1≤i≤n

n
∑

j=1

sup
y∈R+

(Kij(y))

∞
∫

0

ψj(y)dy

≤ max
1≤i≤n

( sup
x∈R+

(gi(x))) + C max
1≤i≤n

n
∑

j=1

sup
y∈R+

(Kij(y)) := Λ < +∞, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+.

Таким образом, лемма 1 полностью доказана. �

Справедлива также следующая

Лемма 2. При условиях A)–D) и I), II) система однородных интегральных уравнений

Φi(x) =

n
∑

j=1

λij(x)

∞
∫

0

Kij(y)Φj(ρ(x, y))dy, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.20)

обладает неотрицательным нетривиальным и ограниченным решением {Φi(x)}ni=1, причем

Φi(x) ≤ ηi, x ∈ R
+, ηi − Φi ∈ L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующую линейную неоднородную систему ин-
тегральных уравнений на полуоси:

ψ̃i(x) =
n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)) +
n
∑

j=1

λij(x)

∞
∫

0

Kij(y)ψ̃j(ρ(x, y))dy,

x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n,

(2.21)
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относительно искомой вектор-функции ψ̃(x) = (ψ̃1(x), . . . , ψ̃n(x))
T .

Несложно убедиться, что неподвижный вектор Перрона η = (η1, . . . , ηn)
T является триви-

альным решением для системы (2.21). Последнее сразу следует из соотношения (1.2). С другой
стороны, ниже убедимся, что система (2.21), кроме такого тривиального решения, обладает
также суммируемым и ограниченным на R

+ решением ψ̃(x) = (ψ̃1(x), . . . , ψ̃n(x))
T , причем

ψ̃j(x) ≤ ηj, x ∈ R
+, j = 1, 2, . . . , n. С этой целью для (2.21) рассмотрим следующие последова-

тельные приближения:

ψ̃
(p+1)
i (x) =

n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)) +
n
∑

j=1

λij(x)

∞
∫

0

Kij(y)ψ̃
(p)
j (ρ(x, y))dy,

ψ̃
(0)
i (x) =

n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)), p = 0, 1, 2, . . . , x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n.

(2.22)

Во-первых, заметим, что в силу условий A) и B) функции

gi(x) =
n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)), x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n, (2.23)

удовлетворяют условиям (2.3) и (2.4). Более того, gi ∈M(R+), i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно, согласно лемме 1 система линейных интегральных уравнений (2.2) со сво-
бодным членом вида (2.23) обладает покомпонентно неотрицательным монотонно невозраста-
ющим суммируемым и ограниченным на R

+ решением ψ(x) = (ψ1(x), . . . , ψn(x))
T .

Методом математической индукции с использованием условий A)–D) легко можно доказать

следующие факты для последовательности вектор-функций ψ̃(p)(x) = (ψ̃
(p)
1 (x), . . . , ψ̃

(p)
n (x))T ,

p = 0, 1, 2, . . . :

п1) ψ̃
(p)
i (x) ↑ по p, x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n;

п2) ψ̃
(p)
i (x) ≤ ηi, x ∈ R

+, p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n;

п3) ψ̃
(p)
i (x) ≤ ψi(x), x ∈ R

+, p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n.

Значит, последовательность вектор-функций {ψ̃(p)(x)}∞p=0 имеет поточечный предел, когда

p → ∞ : lim
p→∞

ψ̃(p)(x) = ψ̃(x) = (ψ̃1(x), . . . , ψ̃n(x))
T , причем предельная вектор-функция ψ̃(x)

согласно теореме Б. Леви удовлетворяет системе (2.21). Из п1)–п3) следует также, что имеют
место двойные оценки:

n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)) ≤ ψ̃i(x) ≤ min{ηi, ψi(x)}, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n. (2.24)

Так как ψi ∈ L1(R
+), i = 1, 2, . . . , n, то из (2.24) вытекает, что ψ̃i(x) 6≡ ηi, x ∈ R

+, для всех
i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что функции Φi(x) = ηi − ψ̃i(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+, удовлетворяют системе

линейных однородных интегральных уравнений (2.20). В силу (2.24) получаем, что

0 ≤ ηi −min{ηi, ψi(x)} ≤ Φi(x) ≤ ηi −
n
∑

j=1

aijηj(1− λij(x)) ≤ ηi,

x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n.

(2.25)

Таким образом лемма 2 доказана. �
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З а м е ч а н и е 1. В ходе доказательства леммы 2 для решения однородной системы (2.20)
мы получили также дополнительную оценку (2.25).

З а м е ч а н и е 2. Доказанная лемма 1 обобщает и дополняет лемму 3.5 из работы [12].

На рис. 1 заштрихована предварительная зона нахождения построенного решения одно-
родной системы (2.20).

Рис. 1.

Перейдем теперь доказательству теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Рассмотрим для системы нелинейных интегральных
уравнений (2.1) следующие итерации:

f
(p+1)
i (x) =

n
∑

j=1

λij(x)

∞
∫

0

Kij(y)Gj(f
(p)
j (ρ(x, y)))dy,

f
(0)
i (x) ≡ ηi, x ∈ R

+, p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n.

(2.26)

Используя условия 1)−3), A)−D) и доказанную лемму 2, индукцией по p несложно проверить
справедливость следующих утверждений:

c1) f
(p)
i (x) — измеримые функции на R

+, i = 1, 2, . . . , n, p = 0, 1, 2, . . . ;

c2) f
(p)
i (x) ↓ по p, i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+;

c3) f
(p)
i (x) ≥ Φi(x), p = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R

+.

Следовательно, из c1) − c3) получаем поточечную сходимость последовательности измери-

мых вектор-функций f (p)(x) = (f
(p)
1 (x), . . . , f

(p)
n (x))T , p = 0, 1, 2, . . . , : lim

p→∞
f
(p)
i (x) = fi(x),

i = 1, 2, . . . , n, причем

ηi −min{ηi, ψi(x)} ≤ Φi(x) ≤ fi(x) ≤
n
∑

j=1

aijηjλij(x) ≤ ηi, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n. (2.27)

Снова используя теорему Б. Леви, заключаем, что вектор-функция f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
T

удовлетворяет системе (2.1). Из (2.25), (2.27) и леммы 1 приходим к включениям ηi − fi ∈
L1(R

+), i = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, теорема 1 полностью доказана. �
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3. Основной результат. Примеры

Перейдем теперь к изучению системы нелинейных интегральных уравнений (1.1). Кроме
основных условий a), b) и 1)–3) здесь мы будем предполагать выполнение следующих ограни-
чений:

c) существуют число ε ∈ (0, 1) и непрерывная монотонно возрастающая на R
+ функция

α(x) со свойством α(x) ≥ 1, x ∈ R
+, такие, что

Wij(x, t) ≥ ε
λij(x)

α(x)
Kij

(

t− x

α(x)

)

θ(t− x), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j = 1, 2, . . . , n, (3.1)

где функции {λij(x)}n×n
i,j=1, {Kij(y)}n×n

i,j=1 обладают свойствами A)–D), а θ(x) — известная
функция Хевисайда,

4) существуют числа δi ≥
1

ε
, i = 1, 2, . . . , n, такие, что функциональные уравнения Gi(u) =

δiu имеют положительные решения ξi < ηi, i = 1, 2, . . . , n (см. рис. 2).

Ниже с использованием теоремы 1 мы докажем разрешимость системы (1.1) в классе нетри-
виальных неотрицательных измеримых и ограниченных на множестве R

+ функций.

Справедлива

Теорема 2. При условиях a)–c) и 1)–4) система нелинейных интегральных уравнений (1.1)
обладает нетривиальным покомпонентно неотрицательным измеримым и ограниченным ре-

шением F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
T . Более того, имеют место оценки

min
1≤i≤n

( ξi

ηi

)

fj(x) ≤ Fj(x) ≤ ηj , x ∈ R
+, j = 1, 2, . . . , n, (3.2)

где {fi(x)}ni=1 — решение системы (2.1) с ρ(x, y) = α(x)y + x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим для системы (1.1) следующие итерации:

F
(p+1)
i (x) =

n
∑

j=1

∞
∫

0

Wij(x, t)Gj(F
(p)
j (t))dt,

F
(0)
i (x) ≡ ηi, x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n, p = 0, 1, 2 . . . .

(3.3)

Используя условия a), b) и 1), 2), индукцией легко можно убедиться, что

F
(p)
i (x) ↓ по p, x ∈ R

+, i = 1, 2, . . . , n. (3.4)

Рис. 2.
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Докажем, что имеет место следующая оценка снизу:

F
(p)
j (x) ≥ min

1≤i≤n

(ξi

ηi

)

fj(x), p = 0, 1, 2 . . . , j = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+. (3.5)

Действительно, в случае p = 0 неравенство (3.5) немедленно следует из определения нулевого
приближения с учетом цепочки неравенств

ηi > ξi ≥
ξi

ηi
fi(x) ≥ min

1≤j≤n

( ξj

ηj

)

fi(x), x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n.

Предположим, что (3.5) имеют место при некотором p ∈ N. Рассмотрим следующий частный
пример функции ρ(x, y):

ρ(x, y) = α(x)y + x, (x, y) ∈ R
+ × R

+.

Тогда с помощью простой замены t = α(x)y + x система (2.1) примет вид

fi(x) =
n
∑

j=1

λij(x)

α(x)

∞
∫

x

Kij

( t− x

α(x)

)

Gj(fj(t))dt, x ∈ R
+, i = 1, 2, . . . , n. (3.6)

Из теоремы 1 следует существование нетривиального покомпонентно неотрицательного и огра-
ниченного решения системы (3.6), причем справедливы оценки (2.27). Учитывая условия 2)–4),
c) и a) в силу (3.6), из (3.3) будем иметь

F
(p+1)
i (x) ≥

n
∑

j=1

∞
∫

0

Wij(x, t)Gj

(

min
1≤i≤n

( ξi

ηi

)

fj(t)
)

dt

≥ ε

n
∑

j=1

λij(x)

α(x)

∞
∫

0

Kij

(t− x

α(x)

)

θ(t− x)Gj

(

min
1≤i≤n

( ξi

ηi

)

fj(t)
)

dt

≥ ε

n
∑

j=1

λij(x)

α(x)

∞
∫

x

Kij

(t− x

α(x)

)

δj min
1≤i≤n

(ξi

ηi

)

Gj(fj(t))dt

≥ min
1≤j≤n

( ξj

ηj

)

n
∑

j=1

λij(x)

α(x)

∞
∫

x

Kij

(t− x

α(x)

)

Gj(fj(t))dt = min
1≤j≤n

( ξj

ηj

)

fi(x), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ R
+,

ибо

Gj

(

min
1≤i≤n

( ξi

ηi

)

fj(t)
)

≥ Gj(ξj)
Gj(fj(t))

Gj(ηj)
=
δjξjGj(fj(t))

ηj
≥ δj min

1≤i≤n

( ξi

ηi

)

Gj(fj(t)),

j = 1, 2, . . . , n, t ∈ R
+.

Индукцией несложно проверить измеримость итерационной последовательности F (p)(x) =

(F
(p)
1 (x), . . . , F

(p)
n (x))T по x на R

+. Итак, на основании (3.4) и (3.5) можем утверждать, что
последовательность измеримых вектор-функций {F (p)(x)}∞p=0 имеет поточечный предел, когда

p → ∞ : lim
p→∞

F (p)(x) = F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
T . Используя теорему Б. Леви, заключаем,

что предельная вектор-функция F (x) удовлетворяет системе (1.1). Из (3.4) и (3.5) приходим
также к оценкам (3.2).

Теорема 2 доказана.
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Отсутствие единственности. Предположим, что n = 1 и

W (x, t) =
λ(x)

α(x)
K

(

t− x

α(x)

)

θ(t− x), (x, t) ∈ R
+ × R

+; G(u) = u+ sin2 u, u ∈ R
+.

Прямой проверкой можно убедиться, что выполняются условия 1)–3) для G(u). Очевидно, что
в данном случае для отображения y = G(u) существует счетное число неподвижных точек
η(m) = πm, m = 0, 1, 2, . . . , причем на каждом отрезке [0, η(m)], m = 1, 2, . . . , функция G(u)
удовлетворяет условиям 2), 3). Неподвижные точки {η(m)}∞m=1 порождают однопараметри-
ческое семейство решений {f(m)(x)}∞m=1 уравнения (2.1) при n = 1. По теореме 1 для этих

решений получаем включения η(m) − f(m) ∈ L1(R
+), m = 1, 2, . . . . �

В конце работы приведем несколько примеров для {Wij(x, t)}n×n
i,j=1, {Kij(y)}n×n

i,j=1, {λij(x)}n×n
i,j=1,

{Gj(u)}nj=1, и ρ(x, y), удовлетворяющие всем условиям доказанных утверждений.

Примеры для функций {λij(x)}n×n
i,j=1:

i1) λij(x) = 1 − e−ωijx, x ∈ R
+, где ωij > 0, i, j = 1, 2, . . . , n, — произвольные числовые

параметры;

i2) λij(x) = 1− εije
−x2

, x ∈ R
+, εij ∈ (0, 1], i, j = 1, 2, . . . , n, — числовые параметры.

Примеры ядер {Kij(x)}n×n
i,j=1:

j1) Kij(x) =

∫ b

a

e−xsQij(s)ds, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n, где {Qij(s)}n×n
i,j=1 — непрерывные и по-

ложительные функции на множестве [a, b), 0 < a < b ≤ +∞, причем спектральный

радиус матрицы A = (aij)
n×n
i,j=1, aij =

∫ b

a

Qij(s)

s
ds, i, j = 1, 2, . . . , n, равен единице и

Qij(s) = Qji(s), s ∈ [a, b), i, j = 1, 2, . . . , n;

j2) Kij(x) =
aij

2
√
π
e−x2

, x ∈ R, i, j = 1, 2, . . . , n.

Примеры нелинейностей {Gj(u)}nj=1:

k1) Gj(u) = ηj p

√

u

ηj
, u ∈ R

+, j = 1, 2, . . . , n, где p ≥ 2 — натуральное число;

k2) Gj(u) =
ηj

1− e−ηj
(1− e−u), u ∈ R

+, j = 1, 2, . . . , n.

Примеры ядер {Wij(x, t)}n×n
i,j=1:

q1) Wij(x, t) =
λij(x)

α(x)
Kij

(t− x

α(x)

)

θ(t− x), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j = 1, 2, . . . , n;

q2) Wij(x, t) = ε
λij(x)

α(x)
Kij

( t− x

α(x)

)

θ(t − x) + (1 − ε)Tij(x, t), (x, t) ∈ R
+ × R

+, i, j = 1, 2, . . . , n,

где Tij(x, t) > 0, sup
x∈R+

∫ ∞

0
Tij(x, t)dt = aij , i, j = 1, 2, . . . , n.

Примеры функции ρ:

γ1) ρ(x, y) = xey +
√
y, (x, y) ∈ R

+ × R
+, δ = 1;

γ2) ρ(x, y) = (x+ α)ey + 2(1− e−y), (x, y) ∈ R
+ ×R

+, δ = 1;

γ3) ρ(x, y) = (x+ 1)ey + p
√
y, (x, y) ∈ R

+ × R
+, δ = 1, p ≥ 2 — натуральное число.
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