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В настоящей статье рассмотрена система двух нелинейных вырождающихся параболических урав-
нений, которые представляют собой нелинейные аналоги уравнения Фишера —Колмогорова — Петровс-
кого —Пискунова. Данная система лежит в основе математической модели “хищник — жертва”. Интерес-
ной ее особенностью является существование решений типа диффузионных (тепловых, фильтрационных)
волн, распространяющихся по нулевому фону с конечной скоростью. Такое поведение решений несвой-
ственно линейным системам и в нелинейном случае объясняется наличием вырождения. В работе для
указанной системы рассмотрена задача о построении диффузионной волны по заданному фронту. Дока-
зана теорема существования и единственности кусочно-аналитического решения задачи. Доказательство
носит конструктивный характер: решение построено в виде степенных рядов с рекуррентно определя-
емыми коэффициентами, локальная сходимость доказана методом мажорант. Полученные результаты
выполнены в традициях научной школы академика А.Ф.Сидорова, для которой, в частности, харак-
терно использование метода рядов для решения параболических задач с вырождением. Отметим, что
подобные исследования ранее проводились для одиночных уравнений, а также для систем типа “реак-
ция — диффузия”, более простых по своей структуре, нежели рассматриваемая здесь. Последнее делает
невозможным автоматическое перенесение ранее полученных результатов и накладывает свой отпечаток
как на построение решения, так и на доказательство сходимости. Сходимость локальна, однако некоторое
представление о поведении решения вне области сходимости могут дать полученные точные решения ти-
па бегущей волны. При построении произведена редукция исходной задачи к задаче Коши для системы
обыкновенных дифференциальных уравнений. Указанную систему удалось проинтегрировать в квадра-
турах, решения выписаны в явном виде. Полученные формулы в дальнейшем могут быть использованы
для верификации численных расчетов.

Ключевые слова: нелинейная параболическая система с вырождением, модель “хищник — жертва”,
диффузионная волна, теорема существования, степенные ряды, метод мажорант, точные решения.
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We consider a system of two nonlinear degenerate parabolic equations that are nonlinear generalizations of the
Fisher–Kolmogorov–Petrovskii–Piskunov equation. This system is the basis for the predator–prey mathematical
model. Its interesting peculiarity is that it has solutions of the diffusion (heat, filtration) wave type propagating
over a zero background with a finite velocity. This peculiarity is a consequence of nonlinear degeneracy. We
consider the problem of constructing a diffusion wave of the system that has a known law of front motion. A
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be used to verify numerical calculations.
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Введение

Математические модели, основанные на параболических уравнениях и системах, использу-
ются в биологии достаточно давно и на сегодняшний день только набирают популярность (см.
[1]). Параболические уравнения типа диффузии, такие как уравнение Фишера [2] или урав-
нение Колмогорова— Петровского— Пискунова [3], с успехом используются для исследования
популяционной динамики [4; 5]. Также широко распространены реакционно-диффузионные
модели, основанные на системах двух параболических уравнений [6]. В настоящей статье рас-
сматривается нелинейная система вида

ut − [(c1 + h1vx)u]x = f(u, v), vt − [(c2 − h2ux)v]x = g(v, u), (0.1)

лежащая в основе математической модели “хищник — жертва” [7]. Искомые функции u(t, x)
и v(t, x) обозначают здесь численность жертв и хищников соответственно, а известные до-
статочно гладкие функции f и g отображают популяционную динамику; h1,2 > 0 и c1,2 —
числовые параметры. Будем также предполагать выполнение равенства f(0, 0) = g(0, 0) = 0,
гарантирующего существование тривиального решения системы (0.1).

Интересной особенностью рассматриваемой системы является существование у нее реше-
ний типа диффузионных (тепловых, фильтрационных) волн, распространяющихся по нуле-
вому фону с конечной скоростью. Такая особенность, как известно, несвойственна линейным
параболическим уравнениям и объясняется наличием у системы вырождения при равенстве
нулю искомых функций. Подобные нелинейные эффекты на примере уравнения нелинейной
теплопроводности хорошо показаны в монографии [8]. Геометрически диффузионная вол-
на представляет собой тривиальное и нетривиальное решения системы, непрерывно состы-
кованные на линии фронта. В нелинейном случае подобные решения впервые рассмотрены
Я.Б. Зельдовичем в рамках исследования механизмов лучистой теплопроводности (тепловые
волны) [9], а также Г.И.Баренблаттом как волны фильтрации политропного газа, проходя-
щего через пористый грунт [10]. Несмотря на содержательные физическую и геометрическую
интерпретации, работ, посвященных построению и исследованию таких решений, на сегодняш-
ний день не так уж много. Отдельно следует упомянуть исследования, выполненные в научной
школе академика РАН А.Ф.Сидорова [11], в ходе которых предложены одномерные [12; 13],
симметричные [14] и существенно неодномерные [15; 16] постановки краевых задач о постро-
ении тепловых (фильтрационных, диффузионных) волн, а также разработаны эффективные
аналитические и численные методы их решения. Подобные краевые задачи для систем урав-
нений типа “реакция— диффузия” также исследованы в работах [17; 18].

В настоящей статье рассмотрена задача о построении решения системы (0.1) типа волн
по заданному фронту x = a(t) при некоторых f и g. Такие задачи А.Ф.Сидоров именовал
“обратными” [11, c. 287], хотя обычно под обратными задачами понимаются несколько иные
математические объекты [19; 20]. Основным инструментом исследования выбран метод сте-
пенных рядов, адаптированный в школе А.Ф.Сидорова для решения параболических задач
с вырождением (см., например, характеристические [15], асимптотические [21] и специальные
ряды [22]). Удобство этого метода заключается в возможности раскрыть имеющуюся особен-
ность, а также привести конструктивные формулы решения. Локальная сходимость рядов
доказана методом мажорант с использованием теоремы Коши — Ковалевской. Рекуррентные
формулы коэффициентов могут быть использованы для верификации численных расчетов,
выполненных, например, на основе метода граничных элементов (см. [23], а также [18]). По-
мимо этого в работе получены некоторые точные решения типа бегущей волны, при построении
которых использован метод редукции [24] исходной задачи к вырождающейся задаче Коши
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Указанную систему удается про-
интегрировать в квадратурах и записать решения явно. Последнее обстоятельство отчасти
компенсирует локальный характер построенных рядов и дает возможность проиллюстриро-
вать поведение решения вне области их сходимости. Полученные точные решения также могут
быть использованы для верификации численных расчетов.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим систему (0.1) при следующем выборе функций f и g:

ut − c1ux = h1(uvxx + vxux) +m1u− b1uv,

vt − c2vx = −h2(vuxx + uxvx)−m2v + b2vu,
m1,2, b1,2 ∈ R. (1.1)

Такой выбор обусловлен следующими соображениями:

a) подобные функции соответствуют свободным членам уравнений типа Фишера и Кол-
могорова— Петровского— Пискунова;

b) в частном случае u = u(t), v = v(t) обращаются в нуль все производные по x, и систе-
ма (1.1) лежит в основе хорошо известной модели Лотки — Вольтерра, также описывающей
борьбу двух видов (хищника и жертвы) [25].

Для системы (1.1) рассмотрим краевое условие

u(t, x)|x=a(t) = v(t, x)|x=a(t) = 0, (1.2)

предполагая таким образом, что фронты обеих волн движутся по одному и тому же закону
x = a(t). Подобный случай возможен, например, когда хищники не просто настигают жертв,
а занимают всю территорию, на которой они находятся. В частности, в монографии [7] для
системы (0.1) рассмотрен случай бегущих волн с общим линейным фронтом x = −ct, где
c = c1 = c2. Будем считать функцию a(t) достаточно гладкой, причем a′(0) 6= 0.

Задача (1.1), (1.2) есть объект настоящего исследования.

Чтобы сделать дальнейшее рассмотрение более удобным, введем новую переменную z =
x− a(t). Задача (1.1), (1.2) примет вид

ut − (c1 + a′)uz = h1(uvzz + vzuz) +m1u− b1uv,

vt − (c2 + a′)vz = −h2(vuzz + uzvz)−m2v + b2vu,
(1.3)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (1.4)

Несложно проверить глобальную невырожденность проведенной замены.

2. Основная теорема

Для задачи (1.3), (1.4), эквивалентной исходной, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция a(t) аналитична при t = 0, причем −a′(t) 6≡ c1, c2. Тогда

задача (1.3), (1.4) имеет единственное аналитическое решение

— нетривиальное при uz(t, 0), vz(t, 0) 6≡ 0;

— тривиальное, если справедливо хотя бы одно из тождеств uz(t, 0) ≡ 0, vz(t, 0) ≡ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в два этапа. На первом этапе построим решение в ви-
де формальных рядов Тейлора. На втором этапе докажем сходимость этих рядов, используя
метод мажорант.

Представим решение задачи (1.3), (1.4) в виде рядов Тейлора

u(t, z) =

∞
∑

n=0

un(t)
zn

n!
, un(t) =

∂nu

∂zn

∣

∣

∣

z=0
; v(t, z) =

∞
∑

n=0

vn(t)
zn

n!
, vn(t) =

∂nv

∂zn

∣

∣

∣

z=0
. (2.1)

Из краевого условия (1.4) следует тождество u0, v0 ≡ 0. Полагая в (1.3) z = 0, получим
систему −(c1 + a′)u1 = h1v1u1, −(c2 + a′)v1 = −h2u1v1, из которой определим u1 и v1.
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З а м е ч а н и е 1. Несложно заметить, что u1 ≡ 0 тогда и только тогда, когда v1 ≡ 0.
Следовательно, система имеет два решения: u1, v1 ≡ 0; u1, v1 6≡ 0. В дальнейшем будет видно,
что случай u1, v1 ≡ 0 приводит к тривиальному решению задачи.

Предполагая теперь, что u1, v1 6≡ 0, определим коэффициенты u1, v1

v1 = −c1 + a′

h1
, u1 =

c2 + a′

h2
. (2.2)

Остальные коэффициенты рядов (2.1) найдем, дифференцируя уравнения системы (1.3) по z
и полагая z = 0.

Применяя к каждому уравнению системы (1.3) оператор ∂n[.]/∂zn|z=0, получим равенства

u′n − (c1 + a′)un+1 = h1

(

n
∑

k=0

Ck
nukvn+2−k +

n
∑

k=0

Ck
nvk+1un+1−k

)

+ m1un − b1

n
∑

k=0

Ck
nukvn−k,

v′n − (c2 + a′)vn+1 = −h2
(

n
∑

k=0

Ck
nvkun+2−k +

n
∑

k=0

Ck
nuk+1vn+1−k

)

− m2vn + b2

n
∑

k=0

Ck
nvkun−k.

(2.3)

Полагая в (2.3) n = 1, найдем коэффициенты

v2 =
u′1 −m1u1

2h1u1
=
a′′ −m1(c2 + a′)

2h1(c2 + a′)
, u2 = −v

′

1 +m2v1
−2h2v1

= −a
′′ +m2(c1 + a′)

2h2(c1 + a′)
. (2.4)

Действуя аналогично, можно вывести из (2.3) оставшиеся коэффициенты

vn+1 =
h2

h1(c2 + a′)(1 + n)

[

u′n − h1

(

n
∑

k=2

Ck
nukvn+2−k +

n
∑

k=2

Ck−1
n vkun+2−k

)

− m1un + b1
n
∑

k=0

Ck
nukvn−k

]

,

un+1 =
h1

h2(c1 + a′)(1 + n)

[

v′n + h2

(

n
∑

k=2

Ck
nvkun+2−k +

n
∑

k=2

Ck−1
n ukvn+2−k

)

+ m2vn − b2
n
∑

k=0

Ck
nvkun−k

]

; n ≥ 2.

(2.5)

Таким образом, аналитическое решение задачи (1.3), (1.4) может быть записано в виде
рядов (2.1), коэффициенты которых определяются по формулам u0, v0 ≡ 0, (2.2), (2.4), (2.5).

Доказательство сходимости рядов непосредственно с помощью оценок их коэффициентов
представляет собой весьма сложную задачу (хотя и решаемую в некоторых частных случаях —
см., например, [26]). Поэтому здесь мы воспользуемся методом мажорант. Перед построением
мажорантной задачи сделаем в (1.3), (1.4) замену

u(t, z) = u1z + z2U(t, z), v(t, z) = v1z + z2V (t, z),

которая представляет собой частичное разложение искомых функций в ряды Тейлора (2.1).
При такой замене отпадает необходимость рассматривать краевое условие (1.4), так как оно
выполняется автоматически. После приведения подобных и деления на z задачу (1.3), (1.4)
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можно свести к системе

u′1 + zUt = h1

[

(u1 + zU)(2V + 4zVz + z2Vzz) + u1(2V + zVz)

+ (2V + zVz)(2zU + z2Uz)
]

+m1(u1 + zU)− b1(u1 + zU)(v1z + z2V ),

v′1 + zVt = −h2
[

(v1 + zV )(2U + 4zUz + z2Uzz) + v1(2U + zUz)

+ (2U + zUz)(2zV + z2Vz)
]

−m2(v1 + zV ) + b2(v1 + zV )(u1z + z2U).

(2.6)

Для удобства применения метода мажорант сгруппируем должным образом слагаемые и
приведем систему (2.6) к виду

4V + 5zVz + z2Vzz = ξ0(t) + zξ1(t, U, V, Ut) + z2ξ2(t, U, V, Uz , Vz)

+ z3ξ3(z, t, U, V, Uz , Vz, Vzz),

4U + 5zUz + z2Uzz = η0(t) + zη1(t, V, U, Vt) + z2η2(t, V, U, Vz , Uz)

+ z3η3(z, t, V, U, Vz , Uz, Uzz).

(2.7)

Вид функций ξi, ηi, i = 0, 1, 2, 3, не приводится в силу громоздкости, отметим лишь, что все
они будут аналитическими по своим переменным (в начале координат). Отсюда следует, что
для них можно подобрать мажоранты. При выполнении мажорантных оценок

U |z=0, V |z=0 ≪W0, Uz|z=0, Vz|z=0 ≪W1,

ξ0(t), η0(t) ≪ ψ0(t), ξ1(t, U, V, Ut), η1(t, V, U, Vt) ≪ ψ1(t,W,W,Wt),

ξ2(t, U, V, Uz , Vz), η2(t, V, U, Vz , Uz) ≪ ψ2(t,W,W,Wz ,Wz),

ξ3(z, t, U, V, Uz , Vz, Vzz), η3(z, t, V, U, Vz , Uz , Uzz) ≪ ψ3(z, t,W,W,Wz ,Wz,Wzz)

решение задачи

Wzz =
∂ψ1(t,W,W,Wt)

∂z
+ ψ2(t,W,W,Wz ,Wz) + zψ3(z, t,W,W,Wz ,Wz,Wzz), (2.8)

W (t, z)|z=0 =W0(t), Wz(t, z)|z=0 =W1(t)

мажорирует решение системы (2.7). В этом можно убедиться, построив решения в виде рядов
Тейлора

U(t, z) =

∞
∑

n=0

Un

zn

n!
, V (t, z) =

∞
∑

n=0

Vn
zn

n!
, W (t, z) =

∞
∑

n=0

Wn

zn

n!
,

Un =
∂nU

∂zn

∣

∣

∣

z=0
, Vn =

∂nV

∂zn

∣

∣

∣

z=0
, Wn =

∂nW

∂zn

∣

∣

∣

z=0
.

Продифференцировав уравнение (2.8), разрешив его относительно Wzzz и добавив третье
краевое условие Wzz(t, 0) = W2(t), мы получим задачу типа Ковалевской с аналитическими
входными данными. Полученная задача подпадает под действие теоремы Коши — Ковалевской
и, следовательно, имеет единственное аналитическое решение.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 2. Полученные результаты выполнены в традициях научной школы ака-
демика А.Ф.Сидорова, о чем говорят и формулировка теоремы, и ее доказательство. Суще-
ственное различие заключается в самой системе (0.1). Рассматривавшиеся ранее системы

ut = uuxx +
1

σ
u2x + F (u, v), vt = vvxx +

1

δ
v2x +G(v, u)

типа “реакция— диффузия” [17] состоят из двух уравнений, связанных лишь функциями ис-
точника F (u, v) и G(v, u). В системе (0.1) мы наблюдаем взаимосвязь принципиально иного
характера, гораздо более сложного. Последнее делает невозможным автоматическое перене-
сение ранее полученных результатов и накладывает свой отпечаток на построение решения, а
также на доказательство сходимости.
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3. Точные решения

Доказанная теорема носит локальный характер, что не дает возможности предсказать по-
ведение построенного решения за пределами области сходимости. К тому же определение гра-
ниц этой области зачастую представляет собой сложную и нетривиальную задачу. Получить
некоторое представление об этом помогают точные решения. В данном разделе мы приводим
решения типа бегущей волны задачи (1.3), (1.4) в одном частном случае. При их построении
исходная задача будет сведена к задаче Коши для системы дифференциальных уравнений,
которая в свою очередь будет проинтегрирована в квадратурах.

Положим в задаче (1.3), (1.4) линейной функцию a(t) = −ct, c 6= 0 — const. Остальные
параметры зададим следующим образом: c1 = c2 = c, m1 = m2 = 0, b1 = −α, b2 = β; α, β ∈ R.
Задача примет вид

ut = h1(uvzz + vzuz) + αuv, vt = −h2(vuzz + uzvz) + βvu, (3.1)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (3.2)

С помощью замены u = p(z), v = q(z) сведем задачу (3.1), (3.2) к задаче Коши

pq′′ + q′p′ = − α

h1
pq, qp′′ + p′q′ =

β

h2
qp, (3.3)

p(0) = q(0) = 0. (3.4)

Чтобы разрешить систему (3.3), суммируем оба уравнения. Вводя в полученном равенстве

(pq)′′ =
( β

h2
− α

h1

)

pq

обозначения h(z) = p(z)q(z), γ =
β

h2
− α

h1
, получим ОДУ второго порядка h′′−γh = 0, решение

которого известно:

h =











σ1 ch (z
√
γ) + σ sh (z

√
γ), γ > 0,

σ1 + σz, γ = 0,

σ1 cos (z
√−γ) + σ sin (z

√−γ), γ < 0,

σ1, σ — const.

Из краевого условия (3.4) следует, что σ1 = 0. Отсюда имеем формулу

h =











σ sh (z
√
γ), γ > 0,

σz, γ = 0,

σ sin (z
√−γ), γ < 0.

(3.5)

Функции p и q можно найти, например, подставляя равенство p = h/q в первое уравнение
системы (3.3):

(hq′

q

)

′

= − α

h1
h.

Отсюда вытекает справедливость следующего утверждения.

Утверждение 1. Задача (3.1), (3.2) имеет точное решение типа бегущей волны u =
p(z), v = q(z), где

q = l2 exp

(

∫ − α

h1

∫

hdz + l1

h
dz

)

, p =
h

l2
exp

(

∫

α

h1

∫

hdz − l1

h
dz

)

, l1,2 ∈ R, l2 6= 0.

(3.6)
Функция h(z) определяется по формуле (3.5).
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Пользуясь формулой

∫

hdz =























σ√
γ
ch (z

√
γ), γ > 0,

σ z2

2 , γ = 0,

− σ√−γ cos (z
√−γ), γ < 0,

(3.7)

можно разрешить интегралы в равенствах (3.6), последовательно рассмотрев случаи γ > 0,
γ < 0 и γ = 0.

Пусть γ > 0. Подставляя (3.5), (3.7) в (3.6), получим равенства

q = l2[sh (z
√
γ)]

−
α

h1γ

[ch (z
√
γ) + 1

ch (z
√
γ)− 1

]

−
l1

2σ
√

γ
, p =

σ

l2
[sh (z

√
γ)]

1+ α
h1γ

[ch (z
√
γ) + 1

ch (z
√
γ)− 1

]

l1
2σ

√
γ
. (3.8)

Чтобы выполнялись краевые условия (3.4) и функции (3.8) описывали бы диффузионные
волны, необходимо положить в (3.8) l1 = 0 и −1 < α/(h1γ) < 0:

q = l2[sh (z
√
γ)]

−
α

h1γ , p =
σ

l2
[sh (z

√
γ)]

1+ α
h1γ .

Далее рассуждения повторяются. При γ < 0 функции

q = l2[sin (z
√−γ)]−

α
h1γ

(

tg
z
√−γ
2

)

l1
σ
√

−γ
, p =

σ

l2
[sin (z

√−γ)]1+
α

h1γ

(

tg
z
√−γ
2

)

−
l1

σ
√

−γ

удовлетворяют краевым условиям (3.4) также при l1 = 0 и −1 < α/(h1γ) < 0:

q = l2[sin (z
√−γ)]−

α
h1γ , p =

σ

l2
[sin (z

√−γ)]1+
α

h1γ .

Наконец, в случае γ = 0 функции

q = l2 exp
(

−αz
2

4h1

)

z
l1
σ , p =

σ

l2
exp

(αz2

4h1

)

z1−
l1
σ

удовлетворяют краевым условиям (3.4) при 0 < l1/σ < 1.

Заключение

В настоящей статье рассмотрена вырождающаяся параболическая система, описывающая
взаимодействие двух биологических видов типа “хищник — жертва”. Уравнения, составляю-
щие систему, представляют собой нелинейный аналог уравнений Фишера и Колмогорова—
Петровского— Пискунова, описывающих популяционную динамику. Сформулирована и дока-
зана теорема о существовании и единственности кусочно-аналитического решения системы
типа диффузионной волны с заданным фронтом. Доказанная теорема носит конструктивный
характер, приведены рекуррентные формулы коэффициентов рядов. Сходимость последних
носит локальный характер. Также построены точные решения типа бегущей волны, при этом
произведена редукция исходной задачи к задаче Коши для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Указанную систему удалось проинтегрировать в квадратурах, решение
выписано в явном виде, что позволяет исследовать поведение диффузионной волны вне обла-
сти сходимости рядов.

Полученные формулы в дальнейшем планируется использовать для верификации числен-
ных расчетов. Проведенные исследования могут быть рассмотрены в контексте математи-
ческого моделирования популяционной динамики фауны оз. Байкал (байкальский омуль —
голомянка и др.), чему способствует активное развитие систем хранения и обработки соответ-
ствующих данных [27].
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