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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ
С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЦЕЛЕВЫМ МНОЖЕСТВОМ

ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

А. Р.Данилин, О.О.Коврижных

В настоящей работе исследована задача оптимального быстродействия для сингулярно возмущенной

линейной автономной системы с гладкими геометрическими ограничениями на управление в виде шара

и неограниченным целевым множеством:






ẋ = y, x, y ∈ R
2m, u ∈ R

2m,

ε2ẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, 0 < ε ≪ 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0,

x(Tε) = 0, Tε −→ min,

где J =

(
0 Im
0 0

)
. Основное отличие от ранее рассмотренных систем с быстрыми и медленными пере-

менными заключается в том, что в данном случае матрица при быстрых переменных представляет собой

многомерный аналог жордановой клетки второго порядка с нулевым собственным числом и, следова-

тельно, не удовлетворяет стандартному условию асимптотической устойчивости. Доказана разрешимость

задачи. Выписана основная система уравнений для нахождения решения. В случае m = 1 получена и обос-

нована полная асимптотика в смысле Пуанкаре по асимптотической последовательности εq lnp ε, q ∈ N,

q − 1 > p ∈ N ∪ {0} времени быстродействия и вектора, порождающего оптимальное управление.
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сингулярно возмущенная задача, асимптотическое разложение, малый параметр.

A. R.Danilin, O. O.Kovrizhnykh. Asymptotics of a solution to a time-optimal control problem

with an unbounded target set in the critical case.

We study a time-optimal control problem for a singularly perturbed linear autonomous system with smooth

geometric constraints on the control in the form of a ball and an unbounded target set:






ẋ = y, x, y ∈ R
2m, u ∈ R

2m,

ε2ẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, 0 < ε ≪ 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0,

x(Tε) = 0, Tε −→ min,

where J =

(
0 Im
0 0

)
. The main difference of this case from the systems with fast and slow variables studied

earlier is that here the matrix at the fast variables is a multidimensional analog of the second-order Jordan cell

with zero eigenvalue, and thus does not satisfy the standard condition of asymptotic stability. The solvability

of the problem is proved. The main system of equations for finding a solution is written. In the case m = 1,
we derive and justify a complete asymptotics in the sense of Poincaré with respect to the asymptotic sequence

εq lnp ε, q ∈ N, q − 1 > p ∈ N ∪ {0}, of the optimal time and of the vector generating the optimal control.

Keywords: optimal control, time-optimal control problem, unbounded target set, singularly perturbed problem,

asymptotic expansion, small parameter.
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1. Введение

В работе рассматривается одна из задач теории оптимального управления [1;2] — задача о
быстродействии для линейной автономной системы с быстрыми и медленными переменными
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(см. обзоры [3; 4]) в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими
ограничениями





ẋ = y, x, y ∈ R
2m, u ∈ R

2m,

ε2ẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, 0 < ε≪ 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0,

x(Tε) = 0, Tε −→ min,

(1.1)

где

J =

(
0 Im
0 0

)
, (1.2)

Im — матрица тождественного отображения R
m → R

m. Отметим, что малый параметр ε входит
в уравнения системы (1.1) во второй степени для удобства, чтобы избежать в дальнейшем
дробных степеней параметра в асимптотиках.

Задача (1.1) есть задача наискорейшего перевода точки (x0, y0) на целевое множество
G :={ (0, y) : y ∈ R

2m }.
Среди близких по тематике работ отметим статью [5], в которой получены основные соот-

ношения для линейных управляемых систем с постоянными коэффициентами и многоугольни-
ком в качестве ограничивающего множества. Работы [6;7] посвящены исследованию поведения
областей достижимости при стремлении малого параметра к нулю. Отметим ряд современных
исследований задач оптимального управления с малым параметром. Линейно-квадратичные
задачи оптимального управления для сингулярно возмущенных систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и неограниченным многомерным управлением изучаются в ста-
тьях [8–10]. В [11] получена полная асимптотика решения задачи оптимального управления
для линейных систем с быстрыми и медленными переменными, ограничивающим множеством
в виде шара в евклидовом пространстве и с интегральным выпуклым критерием качества.

Одна из отличительных особенностей рассматриваемой задачи (1.1) состоит в том, что
собственные значения матрицы при быстрых переменных равны нулю и тем самым нарушено
стандартное условие (см. [12, условие IV, формула (3.22)]) их отрицательности, т. е. реализу-
ется критический случай в терминологии [13]. Отметим, что при наличии этого условия для
многих типов задач оптимального управления с линейной сингулярно возмущенной системой
найдены предельные задачи (см., например, [6, гл. 3]). Другой особенностью постановки зада-
чи (1.1) является неограниченное целевое множество.

Цель настоящего исследования — доказать разрешимость задачи (1.1), в общем случае
получить основную систему уравнений для нахождения оптимального времени и вектора,
порождающего оптимальное управление. В случае m = 1 — вывести асимптотику решения
относительно малого параметра ε.

Настоящая работа развивает результаты авторов, опубликованные ранее в журнале1,2.

2. Разрешимость задачи

Обозначим

Aε =

(
0 I2m
0 ε−2J

)
, Bε =

(
0

ε−2I2m

)
, z =

(
x
y

)
, z0 =

(
x0

y0

)
∈ R

4m, (2.1)

1Асимптотика решения сингулярно возмущенной задачи быстродействия с двумя малыми парамет-
рами // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, №2. С. 88–101.

2Асимптотика решения сингулярно возмущенной задачи быстродействия перевода объекта на мно-
жество // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2020. Т. 26, № 2. С. 132–146; пер. Proc. Steklov

Instit. Math., 2021, vol. 313, suppl. 1, pp. 40–53.
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x =

(
x1
x2

)
, y =

(
y1
y2

)
, u =

(
u1
u2

)
, xi, yi, ui ∈ R

m, i = 1, 2.

Вследствие критерия Калмана (см., например, [14, с. 91, теорема 5]) при каждом фиксирован-
ном ε > 0 система (1.1) с матрицами (Aε,Bε) из (2.1) вполне управляема.

Непосредственным вычислением из (1.2), (2.1) и равенства J2 = 0 получаем, что

eAεt =




I2m tI2m +
t2

2ε2
J

0 I2m +
t

ε2
J


 , eAεtBε =




t
ε2
I2m +

t2

2ε4
J

1
ε2
I2m +

t2

ε4
J


 . (2.2)

Утверждение 1. Задача (1.1) разрешима при всех достаточно малых ε > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для разрешимости задачи, как и в теореме 1 из работы [15],
необходимо и достаточно показать, что ∃T > 0, ∃ε0 > 0, ∀ε ∈ (0, ε0), ∀ψ ∈ R

2m справедливо
неравенство

−
〈
eAεT z0,

( ψ
0

)〉
6

T∫

0

∥∥∥B∗
εe

A∗

εt
( ψ

0

)∥∥∥dt. (2.3)

Здесь и далее ∗ — знак операции транспонирования матриц. Домножив неравенство (2.3) на ε4,
с учетом соотношения (2.2) имеем

−ε2
〈
ε2x0 + ε2Ty0 +

T 2

2
Jy0, ψ

〉
6

T∫

0

∥∥∥ε2tψ +
t2

2
J∗ψ

∥∥∥dt. (2.4)

Отметим, что в силу определения (1.2) выполняются соотношения

Jy0 =

(
y02
0

)
, ε2tψ +

t2

2
J∗ψ =

(
ε2tψ1

ε2tψ2 +
t2

2 ψ1

)
, где ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

Тогда после введения обозначения ψ̃2 := ε2ψ2 неравенство (2.4) можно записать в виде

−ε2
〈
ε2x01 + ε2Ty01 +

T 2

2
y02, ψ1

〉
− ε2

〈
x02 + Ty02, ψ̃2

〉

6

T∫

0

(
ε4t2‖ψ1‖2 +

∥∥∥tψ̃2 +
t2

2
ψ1

∥∥∥
2)1/2

dt. (2.5)

Отметим, что неравенство (2.5) положительно однородно относительно вектора (ψ∗
1 , ψ̃

∗
2)

∗.
Следовательно, можно считать, что

‖ψ1‖2 + ‖ψ̃2‖2 = 1. (2.6)

Предположим, что неравенство (2.3) не выполняется ни при каком T > 0, т. е. ∀T > 0, ∀ε0 > 0,
∃ε(ε0), ∃ψε ∈ R

2m, что неравенство (2.3) неверно. Зафиксируем T > 0, возьмем ε0 = 1/n, n ∈ N,
и найдем такие 0 < εn < 1/n, ψ1,n :=ψ1,εn , ψ2,n :=ψ2,εn , что

−ε2n
〈
ε2nx

0
1 + ε2nTy

0
1 +

T 2

2
y02, ψ1,n

〉
− ε2n

〈
x02 + Ty02, ψ̃2,n

〉

>

T∫

0

(
ε4nt

2‖ψ1,n‖2 +
∥∥∥tψ̃2,n +

t2

2
ψ1,n

∥∥∥
2)1/2

dt. (2.7)
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В силу (2.6), не ограничивая общности, можно считать, что

ψ1,n → ψ1,0, ψ̃2,n → ψ̃2,0 при n→ ∞, ‖ψ1,0‖2 + ‖ψ̃2,0‖2 = 1. (2.8)

Перейдя к пределу при n→ ∞ в неравенстве (2.7), имеем

0 >

T∫

0

∥∥∥tψ̃2,0 +
t2

2
ψ1,0

∥∥∥dt.

Отсюда следует, что tψ̃2,0 +
t2

2
ψ1,0 ≡ 0, это эквивалентно тому, что ψ1,0 = 0 и ψ̃2,0 = 0;

противоречие с (2.8). �

Итак, задача (1.1) разрешима; обозначим через Tε — оптимальное время в этой задаче.

Утверждение 2. Tε → 0 при ε→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T0 > 0— предельная точка для Tε, т. е. для некоторой
последовательности εn → +0 выполняется Tεn → T0. Тогда для T = T0/2 условие (2.5),
начиная с некоторого n0, не выполняется. Следовательно, найдутся такие последовательности
ψ1,n и ψ̃2,n, что для T = T0/2 неравенство (2.5) не выполнено. После перехода к пределу при

n → ∞ получаем равенство 0=

∫ T0/2

0

∥∥∥tψ̃2,0 +
t2

2
ψ1,0

∥∥∥dt, которое при T0 > 0 влечет ψ1,0 = 0 и

ψ̃2,0 = 0, что, в свою очередь, противоречит (2.8). �

3. Основная система уравнений

Пусть uε(t)— оптимальное управление в задаче (1.1). Тогда в силу принципа максимума
Понтрягина для рассматриваемой задачи (см., например, теорему 18 из [14, п. 2.5]) существует
такой вектор Lε⊥G, т. е. Lε = (l∗ε , 0

∗)∗, lε ∈ R
2m, lε 6= 0, что для решения сопряженной задачи

ψ̇ε = −A∗
εψ, ψε(Tε) = Lε

выполняется соотношение 〈ψε(t),Bεuε(t)〉 = max‖u‖61〈ψε(t), Bεu〉 = ‖B∗
εψε(t)‖. Поскольку

ψε(t) = eA
∗

ε(Tε−t)Lε, то при t таких, что B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)Lε 6= 0, оптимальное управление uε(t)
имеет вид

uε(t) =
B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)Lε

‖B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)Lε‖
. (3.1)

С учетом условия x(Tε) = 0 в силу формулы Коши и определения uε(t) (3.1) выводим

0 = R


e

AεTεz0 +

Tε∫

0

eAε(Tε−t)Bε B∗
ε e

A∗

ε(Tε−t)
( lε

0

)

∥∥∥B∗
ε e

A∗

ε(Tε−t)
( lε

0

)∥∥∥
dt


 , R = (I2m, 0). (3.2)

После замены переменной интегрирования по формуле τ = Tε−t, используя соотношения (2.2),
приходим к уравнению

0 = x0 + Tεy
0 +

T 2
ε

2ε2
Jy0 +

Tε∫

0

( τ
ε2
I2m +

τ2

2ε4
J
) τ

ε2
lε +

τ2

2ε4
J∗lε

∥∥∥ τ
ε2
lε +

τ2

2ε4
J∗lε

∥∥∥
dτ, (3.3)
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эквивалентному (3.2). Отметим, что подынтегральная функция в уравнении (3.3) положи-
тельно однородна относительно вектора lε, определяющего оптимальное управление, поэтому
в дальнейшем уравнение (3.3) необходимо дополнить каким-либо условием нормировки этого
вектора.

Введя обозначение lε = (l∗1,ε, l
∗
2,ε)

∗, l1,ε, l2,ε ∈ R
m, запишем систему (3.3) в “координатном”

виде: 



0 = x01 + Tεy
0
1 +

T 2
ε

2ε2
y02 +

1

ε4

Tε∫

0

τ2l1,ε +
τ3

2ε2
l2,ε +

τ4

4ε4
l1,ε

(τ2
ε4

‖l1,ε‖2 +
τ2

ε8

∥∥∥ε2l2,ε +
τ

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dτ,

0 = x02 + Tεy
0
2 +

1

ε4

Tε∫

0

τ2l2,ε +
τ3

2ε2
l1,ε

(τ2
ε4

‖l1,ε‖2 +
τ2

ε8

∥∥∥ε2l2,ε +
τ

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dτ,

или 



0 = x01 + Tεy
0
1 +

T 2
ε

2ε2
y02 +

1

ε4

Tε∫

0

τε4l1,ε +
τ2ε2

2
l2,ε +

τ3

4
l1,ε

(
ε4‖l1,ε‖2 +

∥∥∥ε2l2,ε +
τ

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dτ,

0 = x02 + Tεy
0
2 +

1

ε4

Tε∫

0

τε4l2,ε +
τ2ε2

2
l1,ε

(
ε4‖l1,ε‖2 +

∥∥∥ε2l2,ε +
τ

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dτ.

(3.4)

После замены переменной интегрирования по формуле τ = Tεη приходим к следующей систе-
ме, эквивалентной (3.4):





0 = x01 + Tεy
0
1 +

T 2
ε

2ε2
y02 +

T 2
ε

ε4

1∫

0

ηε4l1,ε +
η2Tεε

2

2
l2,ε +

η3T 2
ε

4
l1,ε

(
ε4‖l1,ε‖2 +

∥∥∥ε2l2,ε +
ηTε
2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dη,

0 = x02 + Tεy
0
2 +

T 2
ε

ε4

1∫

0

ηε4l2,ε +
η2Tεε

2

2
l1,ε

(
ε4‖l1,ε‖2 +

∥∥∥ε2l2,ε +
ηTε
2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dη.

(3.5)

Рассмотрим новые неизвестные величины

ϑε :=
ε2

Tε
, l̂2,ε :=ϑεl2,ε. (3.6)

Тогда система (3.5) после умножения первого уравнения на ϑ3ε/ε
2 и второго уравнения — на

ϑ2ε/ε
2 = ε2/T 2

ε и перехода к новым неизвестным примет вид





0 =
ϑ3ε
ε2
x01 + ϑ2εy

0
1 +

ϑε
2
y02 +

1∫

0

ηϑ2εl1,ε +
η2

2
l̂2,ε +

η3

4
l1,ε

(
ϑ2ε‖l1,ε‖2 +

∥∥∥l̂2,ε +
η

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dη,

0 =
ϑ2ε
ε2
x02 + ϑεy

0
2 +

1∫

0

ηl̂2,ε +
η2

2
l1,ε

(
ϑ2ε‖l1,ε‖2 +

∥∥∥l̂2,ε +
η

2
l1,ε

∥∥∥
2)1/2 dη.

(3.7)

Поскольку подынтегральная функция в (3.7) положительно однородна относительно коорди-
нат вектора (l∗1,ε, l̂

∗
2,ε)

∗, дополним систему (3.7) условием для нормы этого неизвестного векто-
ра:

‖l1,ε‖2 + ‖l̂2,ε‖2 = 1. (3.8)



Асимптотика решения сингулярно возмущенной задачи быстродействия 63

Утверждение 3. ϑε → 0 при ε→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим θε :=ϑ−1
ε , тогда Tε = ε2θε. В этих обозначениях усло-

вие (2.5) после замены переменной интегрирования в правой части неравенства по формуле
t = ε2τ примет вид

−
〈
x01 + ε2θεy

0
1 + ε2

θ2ε
2
y02, ε

2ψ1

〉
−
〈
x02 + ε2θεy

0
2 , ψ̃2

〉

6 ε2
θε∫

0

(
ε4τ2‖ψ1‖2 +

∥∥∥τψ̃2 + ε2
τ2

2
ψ1

∥∥∥
2)1/2

dτ. (3.9)

Покажем, что у θε нет конечных предельных точек. Предположим, что θεn → θ0 ∈ R при
n → ∞. Возьмем ψ1,n :=−ε−2

n x01, ψ̃2,n :=−x02. Отметим, что при таких ψ1,n и ψ̃2,n подынте-
гральная функция в правой части (3.9) ограничена. Перейдя в (3.9) к пределу при n → ∞,
получим

‖x01‖2 + ‖x02‖2 6 0.

Отсюда следует, что x0 = 0, а это противоречит исходному предположению в постановке
задачи (1.1). �

4. Предельные соотношения

Интегралы в правых частях (3.7) конечны, поэтому из (3.7) следует, что
ϑ3ε
ε2

и
ϑ2ε
ε2

ограни-

чены при ε → 0. Но если
ϑ2ε
ε2

ограничено, то в силу утверждения 3 выполняется
ϑ3ε
ε2

→ 0 при

ε→ 0. Поэтому для предельной точки

(
l1,0
l̂2,0

)
вектора

(
l1,ε
l̂2,ε

)
получим из первого уравнения

системы (3.7)

0 =

1∫

0

η2
l̂2,0 +

η

2
l1,0

∥∥∥l̂2,0 +
η

2
l1,0

∥∥∥
dη.

Отсюда
l̂2,0 = −λ0l1,0 (4.1)

для некоторой постоянной λ0 > 0. Тогда выполняется равенство

0 =

1∫

0

η2
η − 2λ0
|η − 2λ0|

dη.

Тем самым 2λ0 ∈ (0, 1). Далее,

0 = −
2λ0∫

0

η2dη +

1∫

2λ0

η2dη = −8λ30
3

+
1

3
− 8λ30

3
.

Соответственно

λ0 =
1

2 3
√
2
. (4.2)

При таком значении λ0 имеем

1∫

0

η
η − 2λ0
|η − 2λ0|

dη =
1− 3

√
2

2
=: A0 < 0.
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Тогда из второго уравнения системы (3.7) при условии

x02 6= 0 (4.3)

получаем, что
ϑ2ε
ε2
x02 → A1x

0
2 = −A0

l1,0
‖l1,0‖

, где A1 > 0. (4.4)

Отсюда

A1 =
|A0|
‖x02‖

. (4.5)

При этом в силу условия (3.8) выполняется ‖l1,0‖2 + λ20‖l1,0‖2 = 1. Значит,

‖l1,0‖2 =
1

1 + λ20
, l1,0 =

x02
‖x02‖

1√
1 + λ20

задает единственную предельную точку. При выполнении условия (4.3) имеем l1,0 6= 0, l̂2,0 6= 0.
В дальнейшем для удобства вместо (3.8) введем новые условия нормировки

‖l1,ε‖ = 1, ‖l1,0‖ = 1. (4.6)

Следовательно, с учетом (4.1)

l1,0 =
x02

‖x02‖
, l̂2,0 = −λ0l1,0. (4.7)

5. Асимптотика решения задачи в случае m = 1

Нахождение асимптотики решения системы уравнений (3.7), (4.6) для произвольного на-
турального m требует применения метода вспомогательного параметра [16; 17, § 30, п. II].
В случае m = 1 можно обойтись без него, поскольку интегралы в правых частях уравне-
ний (3.7) вычисляются в явном виде. Поэтому рассмотрим систему (3.7), (4.6) в случае m = 1:

|l1,ε| = 1, |l1,0| = 1, (5.1)

0 =
ϑ3ε
ε2
x01 + ϑ2εy

0
1 +

ϑε
2
y02 +

1∫

0

ηϑ2εl1,ε +
η2

2
l̂2,ε +

η3

4
l1,ε

(
ϑ2ε +

(
l̂2,ε +

η

2
l1,ε

)2)1/2 dη,

0 =
ϑ2ε
ε2
x02 + ϑεy

0
2 +

1∫

0

ηl̂2,ε +
η2

2
l1,ε

(
ϑ2ε +

(
l̂2,ε +

η

2
l1,ε

)2)1/2 dη.

(5.2)

Пусть для определенности x02 > 0, тогда в силу (4.7) имеем l1,0 = 1, l̂2,0 = −λ0. Из условия (5.1)
следует, что l1,ε ≡ l1,0 = 1. Выпишем систему уравнений для нахождения двух неизвест-

ных l̂2,ε и ϑε:

0 =
ϑ3ε
ε2
x01 + ϑ2εy

0
1 +

ϑε
2
y02 +

1∫

0

ηϑ2ε +
η2

2
l̂2,ε +

η3

4(
ϑ2ε +

(
l̂2,ε +

η

2

)2)1/2 dη,

0 =
ϑ2ε
ε2
x02 + ϑεy

0
2 +

1∫

0

ηl̂2,ε +
η2

2(
ϑ2ε +

(
l̂2,ε +

η

2

)2)1/2 dη.
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После замены в интегралах в (5.2) переменной интегрирования по формуле ξ = l̂2,ε +
η

2
приходим к уравнениям

0 =
ϑ3ε
ε2
x01 + ϑ2εy

0
1 +

ϑε
2
y02 + 4

l̂2,ε+1/2∫

l̂2,ε

ϑ2ε(ξ − l̂2,ε) + ξ(ξ − l̂2,ε)
2

√
ξ2 + ϑ2ε

dξ,

0 =
ϑ2ε
ε2
x02 + ϑεy

0
2 + 4

l̂2,ε+1/2∫

l̂2,ε

ξ(ξ − l̂2,ε)√
ξ2 + ϑ2ε

dξ.

(5.3)

Далее, вычислим отдельно интегралы в правых частях уравнений (5.3):

Y1 =

l̂2,ε+1/2∫

l̂2,ε

ϑ2ε(ξ − l̂2,ε) + ξ(ξ − l̂2,ε)
2

√
ξ2 + ϑ2ε

dξ

=

l̂2,ε+1/2∫

l̂2,ε

ξ3 − 2l̂2,εξ
2 + ξ(ϑ2ε + l̂22,ε)− l̂2,εϑ

2
ε√

ξ2 + ϑ2ε
dξ

=

[
1

3

√
ξ2 + ϑ2ε(ξ

2 − 2ϑ2ε)− l̂2,ε

(
ξ
√
ξ2 + ϑ2ε − ϑ2ε ln

∣∣∣ξ +
√
ξ2 + ϑ2ε

∣∣∣
)

+ (ϑ2ε + l̂22,ε)
√
ξ2 + ϑ2ε − l̂2,εϑ

2
ε ln

∣∣∣ξ +
√
ξ2 + ϑ2ε

∣∣∣
]∣∣∣∣∣

l̂2,ε+1/2

l̂2,ε

=
√
ξ2 + ϑ2ε

(ξ2
3

− l̂2,εξ + l̂22,ε +
ϑ2ε
3

)∣∣∣∣∣

l̂2,ε+1/2

l̂2,ε

=
1

3

√
l̂22,ε + l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε

(
l̂22,ε −

1

2
l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε

)
− 1

3

√
l̂22,ε + ϑ2ε

(
l̂22,ε + ϑ2ε

)
,

Y2 =

l̂2,ε+1/2∫

l̂2,ε

ξ2 − l̂2,εξ√
ξ2 + ϑ2ε

dξ

=

[
1

2

(
ξ
√
ξ2 + ϑ2ε − ϑ2ε ln

∣∣∣ξ +
√
ξ2 + ϑ2ε

∣∣∣
)
− l̂2,ε

√
ξ2 + ϑ2ε

]∣∣∣∣∣

l̂2,ε+1/2

l̂2,ε

=
1

2

(1
2
− l̂2,ε

)√
l̂22,ε + l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε +

l̂2,ε
2

√
l̂22,ε + ϑ2ε

− ϑ2ε
2

ln

∣∣∣∣l̂2,ε +
1

2
+

√
l̂22,ε + l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε

∣∣∣∣+
ϑ2ε
2

ln
∣∣∣l̂2,ε +

√
l̂22,ε + ϑ2ε

∣∣∣

:=Y2,1 −
ϑ2ε
2
Y2,2 +

ϑ2ε
2
Y2,3. (5.4)

Введем новый неизвестный вектор rε = (∆lε,∆ϑε)
∗ с малыми скалярными компонентами

∆lε и ∆ϑε, задаваемыми формулами

l̂2,ε = −λ0 +∆lε, ϑε = ε(ϑ0 +∆ϑε), ∆lε,∆ϑε = o(1), ε→ +0, (5.5)



66 А.Р.Данилин, О.О.Коврижных

для λ0 из (4.2) и ϑ0 =
√
A1 > 0 (4.5). Обозначим

A2 :=λ20 +
λ0
2

+
1

4
. (5.6)

Тогда

Y1 =
1

6
(1− 2λ0)

(
1 +

4∆lε
1− 2λ0

+
4(∆l2ε + ϑ2ε)

(1− 2λ0)2

)1/2(
A2 −

(
2λ0 +

1

2

)
∆lε +∆l2ε + ϑ2ε

)

−1

3
λ0

(
1− 2∆lε

λ0
+

∆l2ε + ϑ2ε
λ20

)1/2(
λ20 − 2λ0∆lε +∆l2ε + ϑ2ε

)

=
1

6

(
(1− 2λ0)A2 − 2λ30

)
+

1

6
(1− 2λ0)

( 2A2

1− 2λ0
− 2λ0 −

1

2

)
∆lε + λ20∆lε +

∞∑

k=2

1
Hk (ε,∆lε,∆ϑε).

С учетом формул (4.2), (5.6) получаем, что первое слагаемое здесь обращается в нуль, а
1

6
(1 − 2λ0)

[ 2A2

1− 2λ0
− 2λ0 − 1

2

]
+ λ20 = 3

√
2/4. Кроме того, здесь и далее

l
Hk (ε,∆lε,∆ϑε) —

однородные многочлены степени k относительно аргументов. В этом случае

Y1 =
3
√
2

4
∆lε +

∞∑

k=2

1
Hk (ε,∆lε,∆ϑε).

Теперь преобразуем отдельно слагаемые в (5.4):

Y2,1 =
1

2

(1
2
− l̂2,ε

)√
l̂22,ε + l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε +

l̂2,ε
2

√
l̂22,ε + ϑ2ε

=
1

2

(1
2
+ λ0 −∆lε

)((1
2
− λ0

)2
+ (1 − 2λ0)∆lε +∆l2ε + ϑ2ε

)1/2

+
−λ0 +∆lε

2
(λ20 − 2λ0∆lε +∆l2ε + ϑ2ε)

1/2

=
1

2

(1
2
+ λ0 −∆lε

)(1
2
− λ0

)(
1 +

4∆lε
1− 2λ0

+
∆l2ε + ϑ2ε(1
2
− λ0

)2
)1/2

+
−λ0 +∆lε

2
λ0

(
1− 2

∆lε
λ0

+
∆l2ε + ϑ2ε

λ20

)1/2

=
1

8
− λ20 + 2λ0∆lε +

∞∑

k=2

2
Hk (ε,∆lε,∆ϑε),

Y2,2 = ln

∣∣∣∣l̂2,ε +
1

2
+

√
l̂22,ε + l̂2,ε +

1

4
+ ϑ2ε

∣∣∣∣

= ln

∣∣∣∣
1

2
− λ0 +∆lε +

((1
2
− λ0

)2
+ (1− 2λ0)∆lε +∆l2ε + ϑ2ε

)1/2∣∣∣∣

= ln

∣∣∣∣
1

2
− λ0 +∆lε +

(1
2
− λ0

)(
1 +

4∆lε
1− 2λ0

+
∆l2ε + ϑ2ε(1
2
− λ0

)2
)1/2∣∣∣∣

= ln(1− 2λ0) +
2∆lε

1− 2λ0
+

∞∑

k=2

3
Hk (ε,∆lε,∆ϑε),
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Y2,3 = ln
∣∣∣l̂2,ε +

√
l̂22,ε + ϑ2ε

∣∣∣ = ln
∣∣∣
√
(−λ0 +∆lε)2 + ϑ2ε − (λ0 −∆lε)

∣∣∣

= 2 lnϑε − ln
∣∣∣λ0 −∆lε + (λ20 − 2λ0∆lε +∆l2ε + ϑ2ε)

1/2
∣∣∣

= 2 ln ε+ 2 ln(ϑ0 +∆ϑε)− ln

∣∣∣∣λ0 −∆lε + λ0

(
1− 2∆lε

λ0
+

∆l2ε + ϑ2ε
λ20

)1/2∣∣∣∣

= 2 ln ϑ0 − ln(2λ0) + 2 ln ε+
∆lε
λ0

+ 2
∆ϑε
ϑ0

+

∞∑

k=2

4
Hk (ε,∆lε,∆ϑε).

Тогда систему уравнений (5.3) относительно ∆lε и ∆ϑε можно записать в виде

0 = ε
(
ϑ30x

0
1 +

ϑ0
2
y02

)
+

3
√
2∆lε +

∞∑

k=2

5
Hk (ε,∆lε,∆ϑε),

0 = ϑ20x
0
2 + 4

(1
8
− λ20

)
+ εϑ0y

0
2 + 2ϑ0x

0
2∆ϑε + 8λ0∆lε

− 2ε2(ϑ0 +∆ϑε)
2Y2,2 + 2ε2(ϑ0 +∆ϑε)

2Y2,3 +
∞∑
k=2

6
Hk (ε,∆lε,∆ϑε).

Принимая во внимание предельное соотношение (4.4), приходим к системе вида

0 = ε

(
ϑ30x

0
1 +

ϑ0
2
y02

)
+

3
√
2∆lε +

∞∑

k=2

7
Hk (ε,∆lε,∆ϑε),

0 = εϑ0y
0
2 + 2ϑ0x

0
2∆ϑε + 8λ0∆lε +

∞∑

k=2

8
Hk (ε,∆lε,∆ϑε)

+ ε ln ε · 4(εϑ20 + 2ϑ0ε∆ϑε + ε∆ϑ2ε). (5.7)

Отметим, что все указанные в формулах выше ряды
∞∑
k=2

l
Hk (ε,∆lε,∆ϑε) являются сходя-

щимися при ε+ |∆lε|+ |∆ϑε| → +0.

6. Асимптотический аналог теоремы о функции, заданной неявно,

и обоснование асимптотики

Теорема 1. Пусть функция F : (0, ε0)× R
p → R

p непрерывна и F (ε, r) при ε+ ‖r‖ → +0
раскладывается в асимптотический ряд вида

F (ε, r)
as
= εf̃ + Fr +

∞∑

k=2

H̃1,k(ε, r) + ε ln ε

∞∑

k=1

H̃2,k(ε, r), (6.1)

где каждая компонента H̃j,k, j = 1, 2, является однородным многочленом степени k отно-

сительно ε и r1, . . . , rp — компонент вектора r. Если линейный оператор F обратим, то у

уравнения F (ε, r) = 0 есть решение rε = o(1) и при ε → +0 оно раскладывается в асимпто-

тический ряд вида

rε
as
=

∞∑

k=1

εkPk−1(ln ε) =:
∞∑

k=1

rε,k, (6.2)

где Pk−1(ln ε)— многочлен от ln ε степени не выше, чем k− 1, с векторными коэффициента-

ми. При этом все такие решения уравнения F (ε, r) = 0 имеют эквивалентные асимптоти-

ческие ряды вида (6.2). (В частности, если в (6.1) ряд при ε ln ε — тождественный нуль, то

решения rε раскладываются в ряд по степеням ε).
Если F (ε, r) дифференцируема по r и имеет разложение (6.1), которое допускает почлен-

ное дифференцирование по r, то указанное решение единственно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Далее будем использовать обозначение ϕ(ε) = O∗
(
εδ
)
,

ε→ +0, которое подразумевает, что ∀ γ < δ ϕ(ε) = o(εγ) [16]. В частности, ε lnq(ε), q > 0, есть
O∗(ε) при ε→ +0, но не O(ε).

Уравнение F (ε, r) = 0 эквивалентно уравнению F−1F (ε, r) = 0, которое имеет вид

r − εf = F1(ε, r), (6.3)

где f = −F−1f̃ , вектор-функция F1 непрерывна и раскладывается при ε+ ‖r‖ → +0 в следу-
ющий асимптотический ряд:

F1(ε, r)
as
=

∞∑

k=2

H1,k(ε, r) + ε ln ε

∞∑

k=1

H2,k(ε, r), (6.4)

где Hj,k = −F−1H̃j,k, j = 1, 2, и тем самым каждая компонента Hj,k является однородным
многочленом степени k относительно ε и r1, . . . , rp.

В силу определения асимптотического разложения из (6.4) получим, что для F1(ε, r) для
некоторой константы K > 0 при всех достаточно малых ‖r‖, ε > 0 справедлива оценка

‖F1(ε, r)‖ 6 K
(
‖r‖2 + ε2| ln ε|+ ε| ln ε| · ‖r‖

)
. (6.5)

Далее, поскольку при q > 1 и всех достаточно малых ε > 0 выполняется неравенство |εq ln ε| 6
εq−1/2, то из (6.5) следует, что

‖F1(ε, r)‖ 6 K
(
‖r‖2 + ε3/2 + ε1/2‖r‖

)
. (6.6)

Пусть w := r − εf , а F1(ε, w + εf) =: F̃1(ε, w). Тогда в силу (6.6) для некоторого K1 > 0
при всех достаточно малых ‖w‖, ε > 0 выполняется

‖F̃1(ε, w)‖ 6 K1

(
‖w‖2 + ε3/2 + ε1/2‖w‖

)
, (6.7)

а уравнение (6.3) примет вид
w = F̃1(ε, w). (6.8)

Покажем, что уравнение (6.8) при всех малых ε > 0 имеет решение в замкнутом ша-
ре B[0, ε]. Пусть ‖w‖ 6 ε. Тогда в силу (6.7) ‖F̃1(ε, w)‖ 6 3K1ε

3/2. Тем самым найдется ε1 > 0
такое, что 3K1ε

3/2 6 ε при всех ε ∈ (0; ε1). Поэтому по теореме Шаудера — Тихонова (см.,
например, [18, гл. 16, § 3, теорема 1]) в B[0, ε] есть неподвижная точка отображения F̃1(ε, w).
Таким образом, при всех ε ∈ (0; ε1) существует wε — решение уравнения (6.8).

Возвращаясь к переменной r, получим, что rε = wε + εf = O(ε) — решение уравнения
0 = F (ε, r).

2. Покажем, что любое решение rε уравнения 0 = F (ε, r) такое, что rε = o(1), имеет
асимптотический порядок O(ε) при ε → +0. Действительно, в силу (6.3) и (6.6) выполняется
неравенство

‖rε‖(1 −K‖rε‖ −Kε1/2) 6 ε‖f‖+Kε3/2

и, далее,

‖rε‖ 6
ε‖f‖+Kε3/2

1−K‖rε‖ −Kε1/2
.

Знаменатель в правой части стремится к 1 при ε → +0, откуда и следует асимптотическая
оценка ‖rε‖ = O(ε).

Отметим, что

rε,1 = εf (6.9)

является первым приближением для rε.
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3. Далее процесс построения членов разложения rε,k = O∗(εk) проходит стандартно — пу-
тем подстановки ряда (6.2) в асимптотическое равенство (6.3) и приравнивания слагаемых
одного порядка малости в асимптотических разложениях левой и правой частей, начиная с
k = 1. Так, для rε,1 получим равенство (6.9). Для rε,2 покоординатно имеем

r2,i = ε2f2,i + εQ1,i(rε,1) +Q2,i(rε,1) + ε2 ln εf̃2,i + ε ln εQ̃1,i(rε,1),

где Qj,i и Q̃j,i — однородные многочлены степени j от координат вектора rε,1.
Далее по индукции. Если уже найдены слагаемые rε,1, . . . , rε,N и rε,k = εkPk−1(ln ε), то i-я

координата вектора rε,N+1 есть сумма слагаемых вида

aεα0rα1

1,j1
· . . . · rαN

N,jN
и (ε ln ε)bεβ0 rβ1

1,p1
· . . . · rβN−1

N−1,pN−1
,

где {
α0 + α1 + 2α2 + . . . +NαN = N + 1,
1 + β0 + β1 + 2β2 + . . .+ (N − 1)βN−1 = N + 1,

αq, βq ∈ N ∪ {0}. (6.10)

В силу предположения индукции слагаемые первого вида суть εN+1Pm1
(ln ε), а второго —

εN+1Pm2
(ln ε), где

m1 = 1 · α2 + 2 · α3 + . . .+ (N − 1)αN , m2 = 1 · β2 + 2 · β3 + . . .+ (N − 2)βN−1 + 1.

Согласно (6.10) справедливы неравенства

N + 1 = m1 + α0 + α1 + α2 + . . .+ αN > m1 + 1,
N + 1 = m2 + β0 + β1 + β2 + . . .+ βN−1 > m2 + 1.

Тем самым m1 6 N и m2 6 N .
Для

ρ := rε −
N∑

k=1

rε,k =: rε − rN , ρ = o(1), ε→ +0,

с учетом соотношений (6.3), (6.4) получаем уравнение

rN + ρ = εf +
N∑

k=2

H1,k(ε, rN + ρ) + ε ln ε
N∑

k=1

H2,k(ε, rN + ρ) +O
(
εN+1 + ‖rN + ρ‖N+1

)

+ ε ln ε · O
(
εN + ‖rN + ρ‖N

)
. (6.11)

В силу определения слагаемых rε,1, . . . , rε,N из (6.11) следует, что

‖ρ‖ = O(εN+1 + ‖ρ‖2) + ε| ln ε| ·O(εN + ‖ρ‖) +O(εN+1| lnq ε|),

где q > 1 зависит от N . Тогда для некоторой постоянной K2 > 0 выполняется

‖ρ‖ 6 K2

(
εN+1 + ‖ρ‖2 + ‖ρ‖ε| ln ε|+ εN+1| lnq ε|

)
.

Отсюда вытекает, что

‖ρ‖
(
1−K2‖ρ‖ −K2ε| ln ε|

)
6 K2

(
εN+1 + εN+1| lnq ε|

)
. (6.12)

Пусть γ < N + 1, тогда из (6.12) и из того, что ‖ρ‖ → 0, имеем

‖ρ‖
εγ

6
K2ε

N+1−γ +K2ε
N+1−γ | lnq ε|

1−K2‖ρ‖ −K2ε ln ε
. (6.13)
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Числитель в (6.13) стремится к 0 при ε → +0, а знаменатель — к 1, поэтому ‖ρ‖ = o(εγ).
Следовательно, ‖ρ‖ = O∗

(
εN+1

)
и построенный ряд (6.2) есть асимптотическое разложение

малого решения rε уравнения (6.3).

4. Поскольку коэффициенты ряда (6.2), являющегося разложением в смысле Пуанкаре
для rε по асимптотической последовательности εq lnp ε, q ∈ N, q − 1 > p ∈ N ∪ {0}, строятся
однозначно по членам разложения функции F1(ε, r), то все малые решения уравнения (6.3)
асимптотически равны.

5. Пусть асимптотическое равенство (6.4) допускает почленное дифференцирование по r,
тогда при произвольном фиксированном ε для градиента функции F1(ε, r) выполняется

∂F1(ε, r)

∂r

as
=

∞∑

k=1

G1,k(ε, r) + ε ln ε
∞∑

k=0

G2,k(ε, r),

где Gi,k, i = 1, 2 — однородные многочлены степени k относительно ε и компонент вектора r с
векторными коэффициентами. Тогда для некоторой постоянной K > 0 справедливо неравен-

ство
∥∥∥∂F1(ε, r)

∂r

∥∥∥ 6 K(ε+‖r‖+ε| ln ε|). Для векторов r из шара B[εf, ε] = {r ∈ R
p : ‖r−εf‖ 6 ε}

выполняется ‖r‖ 6 ε+ ε‖f‖, тогда

∥∥∥∂F1(ε, r)

∂r

∥∥∥ 6 K(2 + ‖f‖)ε+Kε| ln ε| −→ 0 при ε→ +0.

Поэтому для некоторой постоянной 0 < α < 1 при всех достаточно малых ε справедлива
оценка

sup
r∈B[εf,ε]

∥∥∥∂F1(ε, r)

∂r

∥∥∥ 6 α < 1.

Поскольку для F1(ε, w + εf) = F̃1(ε, w), где w = r − εf , имеем
∂F̃1(ε, w)

∂w
=

∂F1(ε, r)

∂r
· Ip, а

также в силу оценки конечных приращений ∀w1, w2 ∈ B[0, ε]

‖F̃1(ε, w1)− F̃1(ε, w2)‖ 6 sup
w∈B[0,ε]

∥∥∥∂F̃1(ε, w)

∂w

∥∥∥ · ‖w1 − w2‖ 6 α‖w1 − w2‖

получаем, что F̃1(ε, w) есть сжимающее отображение шара B[0, ε] в себя. Следовательно,
уравнение (6.8) имеет единственное решение, что, в свою очередь, справедливо и для урав-
нения (6.3). �

Запишем матрицу оператора первого приближения F в системе (5.7) и убедимся, что он
обратим. Имеем

F =

(
3
√
2 0

8λ0 2ϑ0x
0
2

)
.

С учетом условия (4.3) получаем, что detF 6= 0.

Итак, функции, стоящие в правых частях уравнения (5.7), непрерывны, оператор первого
приближения обратим, следовательно, к системе уравнений (5.7) применима теорема 1. Зная
асимптотику ∆lε и ∆ϑε, с учетом соотношения ϑ0 6= 0 по формулам (3.6), (5.5) можно найти
асимптотику оптимального времени Tε и вектора lε, определяющего оптимальное управление,
в исходной задаче (1.1). В свою очередь, асимптотика оптимального управления получается
путем подстановки в формулу (3.1) соответствующих рядов для Tε и вектора Lε = (l∗ε , 0

∗)∗.

Из приведенных рассуждений вытекает справедливость следующей итоговой теоремы.

Теорема 2. В задаче (1.1) в случае m = 1 при выполнении условия (4.3) оптимальное

время Tε раскладывается в асимптотический ряд вида (6.2) при ε→ +0. �
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В частности, компоненты вектора rε,1 = (∆l1,∆ϑ1)
∗ определяются из системы





0 = εϑ30x
0
1 + ε

ϑ0
2
y02 +

3
√
2∆l1,

0 = εϑ0y
0
2 + 8λ0∆l1 + 2ϑ0x

0
2∆ϑ1.

и l̂2,ε, ϑε (5.5) при ε→ +0 имеют вид

l̂2,ε = −λ0 −
εϑ0
3
√
2

(
ϑ20x

0
1 +

y02
2

)
+O∗(ε2),

ϑε = ε

(
ϑ0 −

1

2x02

(
ε(1− 3

√
2)y02 − 2

3
√
2εϑ20x

0
1

))
+O∗(ε3).

Заключение

Отметим еще раз, что ряд (6.2) является разложением в смысле Пуанкаре для rε по асимп-
тотической последовательности εq lnp ε, q ∈ N, q − 1 > p ∈ N ∪ {0}. В этом смысле задача (1.1)
о быстродействии перевода точки на множество оказалась более регулярной по сравнению с
аналогичной задачей для системы (1.1) и началом координат в качестве целевого множества,
исследованной в работе авторов, ранее опубликованной в журнале (см. разд. 2).

С учетом замечания в скобках в формулировке теоремы 1, указанная теорема обобщает
теорему 4 из упомянутой выше работы авторов3.
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