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Рассмотрены вопросы аппроксимации задачи гарантированного оценивания с геометрически ограни-

ченными начальными состояниями и интегрально ограниченными в пространстве L2 возмущениями в

системе и в уравнении измерения. Проблема сведена к задаче оптимального управления без фазовых

ограничений и применению принципа максимума Л. С.Понтрягина. Указана дискретная многошаговая

система, для которой информационное множество сходится в метрике Хаусдорфа к соответствующему

информационному множеству непрерывной системы при измельчении разбиения отрезка наблюдения. В

отличие от общего случая при указанных условиях информационное множество может быть построено

как область достижимости специальной системы. Приведен численный пример.
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1. Введение и постановка задачи

Задачи гарантированного оценивания имеют достаточно давнюю историю (см. [1; 2]).
В монографиях [3; 4] разработана более общая теория оценивания без статистики возмуще-
ний, основанная на результатах выпуклого и функционального анализа. Эллипсоидальные и
численные методы были рассмотрены в [5; 6]. Настоящая статья является продолжением ра-
бот [7; 8]. Однако здесь мы изучаем частный случай ограничений для систем из работы [8],
который позволяет строить информационное множество как область достижимости специаль-
ной системы. А именно в настоящей работе, так же как и в [8], исследуем линейную нестаци-
онарную систему с наблюдением

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)v(t), y(t) = G(t)x(t) + cv(t), 0 6 t 6 T, (1.1)

где x(t) ∈ R
n — фазовый вектор; y(t) ∈ R

m — выход; v(t) ∈ R
l — неопределенное возмущение;

A(·), G(·), b(·) — ограниченные непрерывные матрицы; c ∈ R
m×l. Предположим, что неопреде-

ленные функции v(·) в (1.1) и начальное состояние x0 подчинены интегральным и мгновенным
ограничениям

T∫

0

(
|v(t)|2 + 2s′(t)x(t) − 2r′(t)v(t)

)
dt 6 1, x0 ∈ X0, (1.2)
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где | · | — евклидова норма; X0 ⊂ R
n — выпуклое и замкнутое множество; элементы век-

торов s(·), r(·) принадлежат пространству L2(0, T ). Здесь и далее |x|2P есть квадратичная
форма x′Px, где знак ′ означает транспонирование, а матрица P удовлетворяет условию
P ′ = P > 0. В случае P = I (единичная матрица) считаем, что |x|2I = |x|2. Кроме того,
матрица c ∈ R

m×l должна иметь rank c = m, что влечет условие

cc′ > 0. (1.3)

Подчеркнем, что ограничения типа (1.2), (1.3) для задач оценивания впервые рассмотрены в
работе [8], но там не была построена точная опорная функция информационного множества
для них и не доказана формула аппроксимации эллипсоидами.

О п р е д е л е н и е. Семейство XT (y) = {xT } фазовых векторов называется информаци-

онным множеством (ИМ), если для любого xT ∈ XT (y) найдутся функция v(·) и начальное
состояние x0, удовлетворяющие ограничениям (1.2) и такие, что равенства (1.1) выполняются
почти всюду с x(T ) = xT .

В настоящей работе будет построена точная опорная функция (см. [3]) множества XT (y)
как области достижимости специальной системы и по схеме из [8] найдена такая система с
дискретным временем и наблюдением, что ее ИМ сходится к XT (y) в метрике Хаусдорфа при
измельчении разбиения отрезка времени. Результаты предлагаемого исследования могут ис-
пользоваться в задачах восстановления входных воздействий и задачах коррекции движения
механических систем при наличии коммуникационных ограничений в виде неточных цифро-
вых каналов связи (см. [9]). Они также весьма полезны для решения новых задач, связанных
с понятиями усредненной управляемости и наблюдаемости (см. [10; 11]).

2. Построение точной опорной функции для ИМ

Обозначим через C матрицу (cc′)−1. Записываем ортогональное разложение v(t) = c′ζ(t)+
C1v(t) в пространстве Ll

2[0, T ] и из уравнения измерения находим непрерывное равенство ζ(t) =
Ccv(t) = C(y(t) − Gx(t)), где C1 = Il − c′Cc — ортогональная проекция на подпространство
ker c. Используя (1.1), перепишем неравенство в (1.2) как

J(T, x0, v, y) =

T∫

0

(
|y(t)−G(t)x(t)|2C + |v(t)|2C1

+ 2s′(t)x(t)

− 2r′(t)
(
c′C(y(t)−G(t)x(t)) + C1v(t)

))
dt 6 1. (2.1)

Поскольку геометрических ограничений на функцию v(t) не накладывается, то нетрудно ви-
деть, что xT ∈ XT (y) тогда и только тогда, когда существует функция v(t), которая удовле-
творяет ограничению (2.1) и входит в уравнение

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)
(
C1v(t) + c′C(y(t)−G(t)x(t))

)
(2.2)

с условием x(T ) = xT на правом конце и условием x(0) = x0 ∈ X0 на левом конце траектории.
С другой стороны, такая функция существует тогда и только тогда, когда минимум левой
части неравенства (2.1) по v(·) согласно уравнению (2.2) при фазовых ограничениях x0 ∈ X0

на левом конце будет меньше единицы. При этом определится некоторый вектор x(T ) = xT на
правом конце траектории. Введем обозначения:

b(t) = b(t)c′C, A(t) = A(t)− b(t)G(t). (2.3)
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Тогда можем записать

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)y(t) + b(t)C1v(t),

x(t) = X(t, 0)x0 +

t∫

0

X(t, s) (b(s)y(s) + b(s)C1v(s)) ds
(2.4)

вместо (2.2), где X(t, s) — фундаментальная матрица уравнения ẋ(t) = A(t)x(t). В силу огра-
ничений (2.1) получаем следующее утверждение.

Лемма 1. ИМ XT (y) совпадает с областью достижимости в момент T для систе-

мы (2.4) при ограничениях (2.1) по v(·) и (1.2) по x0.

З а м е ч а н и е 1. В системе (2.4) и ограничении (2.1) уместно понизить размерность
неопределенных функций v(t) следующим образом. Поскольку ker c⊕ im c′ = R

l, imC1= ker c и
dim (im c′) = m, то rankC1 = l−m. По известной теореме из линейной алгебры представим C1

в виде C1 = T C̃1T
′, где T — ортогональная матрица, TT ′ = T ′T = I, а C̃1 — диагональная

матрица с нулями и единицами, так как C1 — проекционная матрица, C2
1 = C1. Уберем из C̃1

m нулевых столбцов и обозначим полученную матрицу через D̃1. Тогда C̃1 = D̃1D̃
′
1 и C1 =

D1D
′
1, где D1 = TD̃1. Далее определяем вектор-функции z(t) = D′

1v(t) ∈ R
l−m, откуда полу-

чаем равенство
C1v(t) = D1z(t), D1 ∈ R

l×(l−m), rankD1 = l −m.

Следовательно, в соотношениях (2.1), (2.2), (2.4) можем использовать функцию D1z(t) вместо
C1v(t). Соответствующие изменения необходимо иметь в виду и в лемме 1. Отметим, что
D′

1D1 = Il−m — единичная матрица размера (l −m)× (l −m).

Представим решение как сумму x(t) = x̄(t) + x(t), где ˙̄x(t) = A(t)x̄ + b(t)y(t); x0 ∈
X0; ẋ(t) = A(t)x + b(t)D1z(t); x(0) = 0. Полагаем ȳ(t) = y(t) − G(t)x̄(t) на [0, T ]. Тогда
вместо (2.1) имеем неравенство

J(T, x0, z, y) = J̄(T, x0, y) +

T∫

0

(
|G(t)x(t)|2C + |z(t)|2

− 2
(
− s(t) +G′(t)C(ȳ(t)− cr(t))

)′
x(t)− 2r′(t)D1z(t)

)
dt 6 1,

J̄(T, x0, y) =

T∫

0

(
|ȳ(t)|2C + 2 (s′(t)x̄(t)− r′(t)c′Cȳ(t))

)
dt.

(2.5)

Начальный вектор пока зафиксируем. Выделим в (2.5) полный квадрат, для чего введем опе-
ратор K согласно соотношению

T∫

0

(
|G(t)x(t)|2C + |z(t)|2

)
dt = 〈z(·),Kz(·)〉,

где z(·) ∈ L
l−m
2 [0, T ] — произвольная функция. Для нахождения обратного оператора реша-

ем задачу минимизации: −2〈f(·), z(·)〉 + 〈z(·),Kz(·)〉 → minz(·). С этой целью воспользуемся
методом динамического программирования, вводя функционал

V (t,x(t)) = min
z(·)

T∫

t

(
|G(s)x(s)|2C + |z(s)|2 − 2f ′(s)z(s)

)
ds.

Для этого функционала получаем уравнение Беллмана

min
z

{
Vt + Vx(A(t)x + b(t)D1z) + |G(t)x|2C + |z|2 − 2f ′(t)z

}
= 0,
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которое решаем подстановкой V (t,x) = x
′P (t)x− 2x′γ(t) + β(t). Для параметров подстановки

имеем уравнения

Ṗ + PA(t) +A
′(t)P +G′(t)CG(t)− Pb(t)C1b

′(t)P = 0, P (T ) = 0;

γ̇ +A
′(t)γ − Pb(t)D1(f(t) +D′

1b
′(t)γ) = 0, γ(T ) = 0;

β̇ − |f(t) +D′
1b

′(t)γ|2 = 0, β(T ) = 0.

(2.6)

Величина β(0) = V (0, 0) = −〈f(·),K−1f(·)〉 является минимумом в рассматриваемой задаче, а
функция

zop(t) = f(t)−D′
1b

′(t)(P (t)x − γ(t))

доставляет этот минимум. Здесь zop(t) = K−1f . При выделении полного квадрата в (2.5) вы-
водим

f̄(t) = D′
1

(
r(t) + b′(t)

T∫

t

X
′(u, t)(−s(u) +G′(u)C(ȳ(u)− cr(u))) du

)
. (2.7)

Следовательно, неравенство (2.5) получает вид

J̄(T, x0, y) + 〈z(·) −K−1f̄ ,K(z(·) −K−1f̄)〉+ β̄(0) 6 1. (2.8)

Для фиксированного вектора l ∈ R
n и начального состояния x0 находим величину

R(T, x0, l) = maxz(·) l
′x(T ) = l′x̄(T ) + 〈lT (·),K−1f̄〉

+
√

〈lT (·),K−1lT (·)〉 ×
√

1− β̄(0)− J̄(T, x0, y),

lT (t) = D′
1b

′(t)X′(T, t)l.

(2.9)

Окончательно вычисляем опорную функцию для ИМ:

ρ(l | XT (y)) = max
x0∈X0

R(T, x0, l), 1− β̄(0) − J̄(T, x0, y) > 0. (2.10)

Напомним, что опорная функция (2.10) определяет выпуклое множество XT (y) с точностью
до замыкания (см., например, [12]).

3. Некоторые способы аппроксимации ИМ

3.1. Аппроксимация эллипсоидами

Введем обозначение для невырожденных эллипсоидов E(Q, c) = {x ∈ R
n | |x− c|Q 6 1},

где матрица Q = Q′ > 0, c ∈ R
n. Здесь будем опираться на следующую лемму.

Лемма 2. Пусть заданы два выпуклых и замкнутых множества M ⊂ R
n и A ⊂ R

n

таких, что M ∩A = ∅, причем M компактно. Тогда существует эллипсоид E(Q, c) такой,

что E(Q, c) ⊃ M и E(Q, c) ∩A = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из выпуклого анализа и теоремы отделимости известно (см.,
например, [12;13]), что условие M ∩A = ∅ влечет существование единичного вектора l1 и чис-
ла d таких, что inf

a∈A
l′1a > d > ρ(l1|M). Далее, поскольку множество M зафиксировано, будем

писать сокращенно ρ(l). Дополним вектор l1 векторами {l2, . . . , ln} до ортонормального базиса
в R

n. Вдоль осей li построим прямоугольный бокс Π = {x ∈ R
n | ρ(−li) 6 l′ix 6 ρ(li) ∀i ∈ 1 : n}

с центром в точке c =
∑n

i=1 li(ρ(li) − ρ(−li))/2 и вершинами в точках Ak =
∑n

i=1 kiliρ(kili).
Здесь k ∈ K ⊂ R

n — вектор, координаты которого ki = ±1. Количество таких векторов и
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вершин равно 2n; множество K состоит из всех таких векторов k. Упорядочивая множество
K =

{
k1, . . . , k2

n}
, всегда полагаем k1 = [1; . . . ; 1]. Построенный бокс будет содержать исход-

ный компакт, т. е. Π ⊃ M .
Введем ортогональную матрицу T = [l1, . . . , ln] и выполним ортогональное преобразование

к новым координатам y = T ′x. В новых координатах множество M перейдет в M∗ = T ′M ,
множество A перейдет в A∗ = T ′A, a бокс Π — в бокс Π∗ = T ′Π с центром c∗ = T ′c и
ребрами, параллельными осям координат. В силу условия имеем −ρ(−l1) = −ρ(−T ′l1|A∗) =
inf

a∗∈A∗

[1, 0, . . . , 0]a∗ > d > ρ(T ′l1|M∗). Через вершины A∗
k бокса Π∗ строим эллипсоид с цен-

тром c∗ и осями, параллельными координатным осям, состоящий из векторов вида c∗ + y, где
координаты вектора y удовлетворяют уравнению

n∑

i=1

y2i /b
2
i = 1. (3.1)

Обозначим полуоси бокса через ai = (ρ(li)+ρ(−li))/2. Подберем параметры bi эллипсоида так,
чтобы

n∑

i=1

a2i /b
2
i = 1, ρ(l1) < b1 + c∗1. (3.2)

Поскольку ρ(l1)− c∗1 = a1 < b1, то остальные bi можно положить равными ai + t, i ∈ 2 : n, где
число t находится из уравнения

n∑

i=2

a2i /(ai + t)2 = 1− a21/b
2
1. (3.3)

Построенный эллипсоид E∗ с условиями (3.1)–(3.3) будет таким, что E∗ ⊃ Π∗ ⊃ M∗

и A∗ ∩ E∗ = ∅. Совершая обратное преобразование x = Ty, получаем искомый эллипсоид
со свойствами E(Q, c) ⊃ Π ⊃ M и E(Q, c) ∩ A = ∅. Здесь матрица Q = TΛT ′ и Λ =
diag(1/b1, . . . , 1/bn). �

З а м е ч а н и е 2. Если множество M центрально-симметрично относительно нуля, то
c = 0.

Для начального множества X0 выберем произвольный эллипсоид E(P0, x̄0) ⊃ X0, x̄0 ∈ X0

и рассмотрим квадратичное ограничение

(1− α)|x0 − x̄0|2P0
+ α

T∫

0

(
|v(t)|2 + 2s′(t)x(t)− 2r′(t)v(t)

)
dt 6 1, α ∈ (0, 1). (3.4)

ИМ для ограничений (3.4) обозначим через XE,α
T (y). По определению для произвольных ука-

занных эллипсоидов имеем включение

XE,α
T (y) ⊃ XT (y).

В [8] установлено, что ИМ XE,α
T (y) является эллипсоидом и задается неравенством

XE,α
T (y) =

{
x ∈ R

n | |x− x̂(T )|2P (T ) + h(T ) 6 1
}
, (3.5)

где параметры P (T ), x̂(T ), h(T ) определяются из системы дифференциальных уравнений

Ṗ (t) = −P (t)A(t)−A
′(t)P (t) + αG′(t)CG(t)− P (t)b(t)C1b

′(t)P (t)/α, P (0) = (1− α)P0;

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +
(
b(t)c′C + αP−1(t)G′(t)C

)
(y(t)−G(t)x̂(t)− cr(t))

− αP−1(t)s(t) + b(t)r(t), x̂(0) = x̄0;

ḣ(t) = α
(
|y(t)−G(t)x̂(t)− cr(t)|2C − |r(t)|2 + 2s′(t)x̂(t)

)
, h(0) = 0.

(3.6)
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Обозначим через E семейство эллипсоидов E(P0, x̄0), построенных, как в лемме 2, со свой-
ством E(P0, x̄0) ⊃ X0. Справедлива следующая теорема.

Теорема. ИМ XT (y) равно пересечению эллипсоидов вида (3.5), т. e. имеет место равен-

ство

XT (y) =
⋂

α,E∈E

XE,α
T (y). (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждаем от противного. Пусть существует состояние xT ∈⋂
α,E∈E

XE,α
T (y), но xT /∈ XT (y). Рассмотрим последовательность

αk =

{
1− 1/(k + 1), если k — нечетное,

1/k, если k — четное,

и некоторый эллипсоид E ∈ E . Вектор xT реализуется при некотором v(·) ∈ Ll
2[0, T ], принадле-

жащем в силу ограничений (1.2) слабо компактному множеству. Поскольку xT зафиксировано,
то для каждого αk найдется функция vk(·) из слабо компактного множества, определяемого
интегральным ограничением (2.1) или (2.5) (а также функция zk) такая, что выполняется
неравенство

(1− αk)|x0 − x̄0|2P0
+ αkJ(T, x

k
0 , zk, y) 6 1, (3.8)

поскольку xT ∈ XE,αk

T (y). Не ограничивая общности, можем считать, что последовательность
vk(·) (и zk(·)) слабо сходится к функции v∗(·) (zk(·) → z∗(·) слабо). Соответствующее началь-
ное состояние xk0 будет тогда сходиться к вектору x∗0. Переходя к пределу по нечетным k в
неравенстве (3.8), получим, что J(T, x∗0, z

∗, y) 6 1. Аналогично, переходя к пределу по четным
k в неравенстве (3.8), находим, что |x∗0 − x̄0|2P0

6 1.
По предположению x∗0 /∈ X0, но в силу (2.7)–(2.9) имеем неравенство 1−β̄(0)−J̄(T, x∗0, y)> 0.

Введем множество A =
{
x0 | 1− β̄(0) − J̄(T, x0, y) > 0

}
. Если A ∩ M = ∅, то по лемме 2

найдется эллипсоид E ∈ E такой, что E(P0, x̄0) ∩ A = ∅. Но это противоречит тому, что
x∗0 ∈ A. �

3.2. Аппроксимация с помощью многошаговых систем

Точные и приближенные методы построения ИМ с помощью эллипсоидов требуют решения
дифференциальных уравнений вида (2.6), (3.6). Предложим два способа аппроксимации ИМ
посредством многошаговых систем.

Первый способ фактически повторяет то, что представлено в [8], но здесь — для рассмат-
риваемого частного случая. Пусть ∆ = T/N , tk = k∆, k ∈ 0 : N . Заменяем интегральное
ограничение (1.2) на ограничение в виде суммы

N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
|v(t)|2 + 2s′(t)x(t) − 2r′(t)v(t)

)
dt 6 1 (3.9)

и считаем, что вектор-функция v(t) кусочно-постоянна. При малом ∆ такое допущение воз-
можно, поскольку кусочно-постоянные функции плотны в L

l
2[0, T ]. В силу формул (2.1)–(2.3)

и в соответствии с разбиением заменяем непрерывную систему (2.4) дискретной, действуя
справа налево:

xk−1 = akxk + Yk +Bkzk, ak = X(tk−1, tk), k ∈ 1 : N, xN = xT ,

Yk = −
tk∫

tk−1

X(tk−1, t)b(t)y(t) dt, Bk = −
tk∫

tk−1

X(tk−1, t)b(t)D1 dt.
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Здесь уже подставлены кусочно-постоянные функции z(t) вместо v(t). В ограничениях (2.1),
(3.9) полагаем, что не только возмущения, но и состояния x(t) = xk сохраняют постоянные
значения на полуинтервалах (tk−1, tk]. Ограничение (2.1) примет вид

JN (xT , y, z1:N ) =

N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
|y(t)−G(t)xk|2C + |zk|2 + 2s′(t)xk

− 2r′(t)
(
c′C(y(t)−G(t)xk) +D1zk

) )
dt 6 1, x0 ∈ X0. (3.10)

Введем ИМ XN
T (y) дискретной задачи по формуле

XN
T (y) =

{
xT ∈ R

n | min
v1:N

JN (xT , y, v1:N ) 6 1
}
.

Задачу минимизации функционала (3.10) решаем с помощью динамического программи-
рования. Составляем уравнение Беллмана для определения ИМ:

Vk(xk) = min
zk

{
Vk−1(akxk + Yk +Bkzk) +

tk∫

tk−1

(
|y(t)−G(t)xk|2C + |zk|2 + 2s′(t)xk

−2r′(t)
(
c′C(y(t)−G(t)xk) +D1zk

))
dt

}
, k ∈ 1 : N, V0(x0) = δX0

(x0),

где δX(x) — индикаторная функция множества X, т. е. δX(x) = 0, если x ∈ X, и δX(x) = +∞
в противном случае. ИМ X k

T (y) = {xk | Vk(xk) 6 1} , k ∈ 1: N , на k-м шаге определяется
здесь с помощью неравенства. В [8, теорема 6] установлено, что XN

T (y) → XT (y) при N → ∞
в метрике Хаусдорфа. По построению ИМ X k

T (y) должны быть непусты. На каждом шаге
требуется запоминать функцию Vk(x), что приводит к трудностям в вычислениях.

Специфика ограничений позволяет находить ИМ как области достижимости посредством
опорных функций. А именно во втором способе аппроксимации используем дискретизацию
уравнения (2.4) слева направо:

xk = akxk−1 +Yk +Bkzk, ak = X(tk, tk−1), k ∈ 1 : N,

Yk =

tk∫

tk−1

X(tk, t)b(t)y(t) dt, Bk =

tk∫

tk−1

X(tk, t)b(t)D1 dt.
(3.11)

Ограничение (3.10) здесь — такое же, с тем исключением, что фиксируется начальное состоя-
ние x0 ∈ X0. Представим решение в виде суммы xk = x̄k + xk, где

x̄k = akx̄k−1 +Yk, x0 ∈ X0, xk = akxk−1 +Bkzk, x0 = 0.

Полагаем ȳ(t) = y(t)−G(t)x̄k на полуинтервале [tk−1, tk). Тогда вместо (3.10) имеем неравен-
ство

JN (x0, y, z1:N ) = J̄N (x0, y) +
N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
|G(t)xk|2C + |zk|2

− 2
(
−s(t) +G′(t)C(ȳ(t)− cr(t))

)′
xk − 2r′(t)D1zk

)
dt 6 1,

J̄N (x0, y) =
N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
|ȳ(t)|2C + 2s′(t)x̄k − 2r′(t)c′Cȳ(t)

)
dt.

(3.12)
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Выделим в (3.12) полный квадрат, для чего введем матрицу K согласно соотношению

N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
|G(t)xk|2C + |zk|2

)
dt = z′1:NKz1:N ,

где z1:N ∈ R
N(l−m) — вектор-столбец. Для нахождения обратной матрицы решаем задачу

минимизации

−2
N∑

k=1

f ′
kzk + z′1:NKz1:N → min

z1:N
.

С этой целью воспользуемся методом динамического программирования, вводя функцию

vi(xi−1) = min
zi:N

N∑

k=i

[ tk∫

tk−1

(
|G(t)xk|2C + |zk|2

)
dt− 2f ′

kzk

]
.

Для этой функции получаем уравнение Беллмана

vi(xi−1) = min
zi

{
vi+1(xi) +

ti∫

ti−1

|G(t)xi|2C dt+∆|zi|2 − 2f ′
izi

}
, vN+1(x) = 0,

которое решаем подстановкой vi(x) = x
′pix−2x′γi+βi. Для параметров подстановки выводим

следующие уравнения:

pi = a
′
i

{
pi+1 + Ḡi − (pi+1 + Ḡi)

′
Bi

(
B

′
i(pi+1 + Ḡi)Bi +∆Il−m

)−1
B

′
i(pi+1 + Ḡi)

}
ai;

γi = a
′
iγi+1 − a

′
i(pi+1 + Ḡi)

′
Bi

(
B

′
i(pi+1 + Ḡi)Bi +∆Il−m

)−1
(B′

iγi+1 + fi) ;

βi = βi+1 − (B′
iγi+1 + fi)

′
(
B

′
i(pi+1 + Ḡi)Bi +∆Il−m

)−1
(B′

iγi+1 + fi) ;

Ḡi =

ti∫

ti−1

G′(t)CG(t) dt, pN+1 = 0, γN+1 = 0, βN+1 = 0, i ∈ 1 : N.

(3.13)

Величина β1 = v1(0) = −f ′
K

−1f является минимумом в рассматриваемой задаче, а величины

z0i =
(
B

′
i(pi+1 + Ḡi)Bi +∆Il−m

)−1 (
B

′
iγi+1 + fi −B

′
i(pi+1 + Ḡi)aixi−1

)
(3.14)

доставляют этот минимум. Здесь z01:N = K
−1f , f = [f1; . . . ; fN ]. При выделении полного квад-

рата в (3.12) имеем

f̄i = D′
1

ti∫

ti−1

r(t) dt+

N∑

k=i

B
′
iX

′(tk, ti)

tk∫

tk−1

(
−s(t) +G′(t)C(ȳ(t)− cr(t))

)
dt. (3.15)

Следовательно, неравенство (3.12) получает вид

J̄N (x0, y) + (z1:N −K
−1f̄)′K(z1:N −K

−1f̄) + β̄1 6 1. (3.16)

Для фиксированного вектора l и начального состояния x0 определяем величину

R(N, l, x0) = max
z1:N

l′xN = l′x̄N + l′NK
−1f̄ +

√
l′NK−1lN

√
1− β̄1 − J̄N (x0, y),

l′N = [l′X(T, t1)B1; . . . ; l
′
BN ].

(3.17)

Окончательно находим опорную функцию для ИМ:

ρ(l | XN
T (y)) = max

x0∈X0

R(N, l, x0), 1− β̄1 − J̄N (x0, y) > 0. (3.18)
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4. Пример

Рассмотрим движение материальной точки по прямой (см. [8]), подверженное возмуще-
нию v1(t):

ẋ1 = x2, ẋ2 = v1(t), 0 6 t 6 T.

Пусть возмущение v1 влияет также и на уравнение наблюдения, где дополнительно присут-
ствует шум измерения v2:

y(t) = x1(t) + v1(t) + v2(t).

Данные уравнения приводят к системе вида (2.4):

ẋ1 = x2, ẋ2 =
(
y − x1 + z

)
/2, z(t) = v1(t)− v2(t). (4.1)

Вектор-функция v(t) стеснена здесь интегральным ограничением (1.2), где r = 0, s = 0 и
X0 =

{
x ∈ R

2 | |x10| 6 1, |x20| 6 1
}
. Функционал из (2.1), (2.5) описывается как

J(T, x0, v, y) =

T∫

0

( ∣∣y(t)− x1(t)
∣∣2 + |z(t)|2

)
dt/2. (4.2)

Для примера (4.1), (4.2) в работе [8] не было найдено точное ИМ XT (y) и не была доказана
формула (3.7). Воспользуемся полученными выше результатами для точного и приближенного
нахождения ИМ в нашем примере. В случае точного ИМ формулы типа (2.6) примут вид

Ṗ + PA+A
′P +G′G− Pbb

′P = 0, P (T ) = 0;

γ̇ +A
′γ − Pb(f(t) + b

′γ) = 0, γ(T ) = 0;

β̇ − |f(t) + b
′γ|2 = 0, β(T ) = 0,

A =

[
0 1

−1/2 0

]
, b =

[
0
1/2

]
.

(4.3)

Они несколько отличаются от (2.6), поскольку функция z(t) выбрана с другим, более удобным,
числовым множителем. Величина β(0) = V (0, 0) = −〈f(·),K−1f(·)〉 является минимумом в рас-
сматриваемой задаче, а функция zop(t) = f(t)−b

′(P (t)xop(t)−γ(t)) доставляет этот минимум.

Здесь zop(t) = K−1f . При выделении полного квадрата имеем f̄(t) =

∫ T

t

ȳ(s)GX(s − t)b ds.

Следовательно, получаем неравенство

T∫

0

ȳ2(t) dt + 〈z(·) −K−1f̄ , K(z(·) −K−1f̄)〉+ β̄(0) 6 2.

Для фиксированного вектора l и начального состояния x0 находим величину

R(T, l, x0) = max
z(·)

l′x(T ) = l′x̄(T ) + 〈lT (·), K−1f̄〉+
√

〈lT (·), K−1lT (·)〉

×

√√√√√2− β̄(0)−
T∫

0

ȳ2(t) dt, l′T (t) = l′X(T − t)b.

Окончательно определяем опорную функцию для ИМ:

ρ(l | XT (y)) = max
x0∈X0

R(T, l, x0), 2− β̄(0)−
T∫

0

ȳ2(t) dt > 0. (4.4)
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Рис. 1. Точное ИМ и аппроксимация ИМ пересечением эллипсов при T = 1.

Пусть сигнал реализовался при x0 = [.5;−.5], v = .9[cos(t); sin(t)]/
√
T и T = 1. ИМ показано

на рис. 1, где звездочка изображает истинное состояние при T = 1.

З а м е ч а н и е 3. Точным множество на рис. 1 можно назвать лишь условно. Оно по-
лучено путем численного интегрирования уравнений (4.3) и путем пересечения 101 полупро-
странства при вычислении опорных функций (4.4).

Проиллюстрируем теперь теорему на данном примере. Возьмем в качестве ограничения
на начальные состояния однопараметрическое семейство эллипсов с диагональной матрицей
P0 = [a, 0; 0, 1− a], где a ∈ (0, 1). Тогда любой эллипс {x | x′P0x 6 1} будет содержать квадрат
начальных состояний X0. Выберем еще один параметр α ∈ (0, 1) и рассмотрим ограниче-
ние (3.4), где s(t) = 0, r(t) = 0, x̄0 = 0. ИМ XE,α

T (y) для системы (2.4) с ограничением (3.4)
будет содержать исходное ИМ XT (y) при всяком сигнале в исходной системе. Воспользуемся
соотношениями (3.4). Имеем

XE,α
T (y) =

{
xT | |xT − x̂(T )|2P (T ) + h(T ) 6 1

}
,

Ṗ = −P (t)A−A
′P (t) + αG′G/2 − P (t)bC1b

′P (t)/α, P (0) = (1− α)P0;

˙̂x(t) = Ax̂(t) + α
(
bc′ + P−1(t)G′

)
(y(t)− x̂1(t))/2, ḣ(t) = α

∣∣y(t)− x̂1(t)
∣∣2 /2.

Напомним, что параметры имеют вид b = [0, 0; 1, 0], c = [1, 1], G = [1, 0], C = 1/2, C1 =
[1,−1;−1, 1]/2, A = [0, 1;−1/2, 0]. Пусть данные реализации сигнала останутся прежними.
Пересечение эллипсов в момент T = 1 при разных параметрах показано справа на рис. 1.
Визуально множества практически совпадают.

Рассмотрим дискретную аппроксимацию. Уравнения типа (3.11) примут вид

xk = axk−1 +Yk +Bzk, a = X(∆), k ∈ 1 : N,

Yk =

∆∫

0

[
sin(t/

√
2)
√
2

cos(t/
√
2)

]
y(k∆− t) dt/2, B =

[
1− cos(∆/

√
2)

sin(∆/
√
2)/

√
2

]
,

где фундаментальная матрица равна X(t) =

[
cos(t/

√
2) sin(t/

√
2)
√
2

− sin(t/
√
2)/

√
2 cos(t/

√
2)

]
. Неравенство
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типа (3.12) может быть описано как

JN (x0, y, z1:N ) = J̄N (x0, y) +

N∑

k=1

[
∆

(
(x1

k)
2 + |zk|2

)
− 2

tk∫

tk−1

ȳ(t) dtx1
k

]
6 2,

J̄N (x0, y) =
N∑

k=1

tk∫

tk−1

ȳ2(t) dt.

(4.5)

Введем матрицу K согласно соотношению

N∑

k=1

∆
(
(x1

k)
2 + |zk|2

)
= z′1:NKz1:N , где z1:N ∈ R

N —

вектор-столбец. В данном примере полагаем N = 20 и матрицу K вычисляем по формулам
типа (3.13):

pi = a
′

(
pi+1 +∆G′G− (pi+1 +∆G′G)BB

′(pi+1 +∆G′G)

B′(pi+1 +∆G′G)B+∆

)
a, pN+1 = 0;

γi = a
′

(
γi+1 −

(pi+1 +∆G′G)B(fi +B
′γi+1)

B′(pi+1 +∆G′G)B +∆

)
, γN+1 = 0;

βi = βi+1 −
(fi +B

′γi+1)
2

B′(pi+1 +∆G′G)B +∆
, βN+1 = 0.

По формулам (3.14)–(3.16) величина β1 = v1(0) = −f ′
K

−1f является минимумом в рассмат-
риваемой задаче, а величины

z0i =
fi +B

′ (γi+1 − (pi+1 +∆G′G)axi−1)

B′(pi+1 +∆G′G)B+∆

доставляют этот минимум. Здесь z01:N = K
−1f , f = [f1; . . . ; fN ]. При выделении полного квад-

рата в (4.5) имеем

f̄i =

N∑

k=i

GX((k − i)∆)B

tk∫

tk−1

ȳ(t) dt.

Рис. 2. Дискретная аппроксимация ИМ при T = 1.
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Неравенство (4.5) получает вид J̄N (x0, y) + (z1:N − K
−1f̄)′K(z1:N − K

−1f̄) − f̄ ′
K

−1f̄ 6 2.
Формулы типа (3.17), (3.18) запишутся как

R(N, l, x0) = max
z1:N

l′xN = l′x̄N + l′NK
−1f̄ +

√
l′NK−1lN

√
2 + f̄ ′K−1f̄ − J̄N (x0, y),

l′N = [l′X((N − 1)∆)B; . . . ; l′B],

ρ(l | XN
T (y)) = max

x0∈X0

R(N, l, x0), 2 + f̄ ′
K

−1f̄ − J̄N (x0, y) > 0.

Дискретная аппроксимация ИМ при тех же данных, что и выше, показана на рис. 2.

Заключение

• Рассмотрена задача гарантированного оценивания при геометрических ограничениях на
начальное состояние и интегральных ограничениях на возмущения в системе и канале изме-
рения.

• Предложены способы аппроксимации информационных множеств исходной задачи пу-
тем пересечения объемлющих эллипсоидов и путем замены непрерывной системы дискретной
многошаговой системой. Установлена сходимость предлагаемых аппроксимаций к точным ин-
формационным множествам исходной задачи.

• Исследован численный пример, на котором продемонстрирована работоспособность пред-
лагаемых аппроксимаций.
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