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Пусть G — конечная группа и F — непустая формация. Тогда пересечение нормализаторов F-корадикалов

всех подгрупп группы G называется F-нормой группы G и обозначается символом NF(G). Группа G на-

зывается F-критической, если G 6∈ F, но U ∈ F для всех собственных подгрупп U группы G. Мы говорим,

что конечная группа G является обобщенной F-критической, если в G имеется нормальная подгруппа

N такая, что N ≤ Φ(G) и фактор-группа G/N является F-критической. В данной публикации мы до-

казываем следующий результат: Если G не принадлежит непустой наследственной формации F, то

F-норма NF(G) группы G совпадает с пересечением нормализаторов F-корадикалов всех обобщенных

F-критических подгрупп группы G. В частности, норма N(G) группы G совпадает с пересечением нор-

мализаторов всех циклических подгрупп группы G, имеющих своим порядком степень простого числа.
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Let G be a finite group, and let F be a nonempty formation. Then the intersection of the normalizers of

the F-residuals of all subgroups of G is called the F-norm of G and is denoted by NF(G). A group G is called

F-critical if G 6∈ F, but U ∈ F for any proper subgroup U of G. We say that a finite group G is generalized

F-critical if G contains a normal subgroup N such that N ≤ Φ(G) and the quotient group G/N is F-critical.

In this publication we prove the following result: If G does not belong to the nonempty hereditary formation

F, then the F-norm NF(G) of G coincides with the intersection of the normalizers of the F-residuals of all

generalized F-critical subgroups of G. In particular, the norm N(G) of G coincides with the intersection of the

normalizers of all cyclic subgroups of G of prime power order.
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1. Введение

Все рассматриваемые в данной статье группы конечны. Более того, F — некоторый класс
групп, содержащий все единичные группы, а GF — F-корадикал группы G [1; 2], т. е. GF —
пересечение всех нормальных подгрупп N группы G с условием G/N ∈ F. Мы используем
N и A для обозначения классов всех нильпотентных и всех абелевых групп соответственно;
I — класс всех единичных групп.

Группа G называется F-критической [3] или минимальной не-F-группой [1], если G 6∈ F, но
U ∈ F для всех собственных подгрупп U группы G; N-критические группы называют группами

Шмидта; A-критические группы — группами Миллера — Морено — Редеи.

Класс групп F называется формацией, если каждый гомоморфный образ фактор-группы
G/GF принадлежит F для каждой группы G. Формация F называется насыщенной, если G ∈ F

для каждой группы G с условием GF ≤ Φ(G); наследственной (А.И.Мальцев [4]), если H ∈ F

всякий раз, когда H ≤ G ∈ F.

1Работа второго автора поддержана Министерством образования Республики Беларусь (проект
20211328), работа третьего автора поддержана Белорусским Республиканским Фондом Фундаменталь-
ных Исследований (грант Ф20Р-291).
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Хорошо известно, что классы N и A суть наследственные формации. Более того, форма-
ция N насыщена, а формация A насыщенной не является.

Напомним, что норма N(G) группы G — это пересечение нормализаторов всех подгрупп
в G. Это понятие введено Бэром в [5], и первые интересные приложения этой конструкции
были даны Бэром в его другой известной статье [6]. Указанные исследования стимулировали
большое количество публикаций, связанных с дальнейшим изучением и новыми применениями
нормы и обобщенной нормы группы.

В недавней статье [7], например, авторы успешно продемонстрировали, что пересечение
нормализаторов производных подгрупп всех подгрупп группы G (которое обозначается сим-
волом D(G)) также оказывает значительное влияние на строение группы. Ясно, что произ-
водная подгруппа G′ группы G совпадает с абелевым корадикалом группы, и это простое
наблюдение послужило стимулом для изучения пересечений нормализаторов F-корадикалов
подгрупп для некоторых других формаций [8–10]. В работе [9] пересечение нормализаторов
F-корадикалов всех подгрупп группы G в случае, когда F является непустой формацией, было
названо F-нормой группы G и обозначено символом NF(G).

В другом направлении результаты статьи [7] были развиты в [11], где был доказан следу-
ющий интересный результат.

Теорема 1 [11, теорема 3.2]. Подгруппа D(G) совпадает с пересечением нормализаторов

производных подгрупп H ′ = HA всех таких подгрупп H группы G, которые порождаются

двумя элементами и у которых производная подгруппа H ′ является нильпотентной.

С целью распространения этого результата на произвольные наследственные формации,
мы введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е. Мы говорим, что группа G является обобщенной F-критической, ес-
ли в G имеется нормальная подгруппа N такая, что N ≤ Φ(G) и фактор-группа G/N является
F-критической.

В теории насыщенных формаций значение обобщенных F-критических групп прежде всего
связано со следующим элегантным результатом М.Дж.Александре и А.Баллестера-Болинчес
(см. [12], а также теорему 6.4.17 в книге [2]).

Теорема 2. Если F — непустая насыщенная формация и G 6∈ F, то F-корадикал GF груп-

пы G совпадает с ее подгруппой, порожденной F-корадикалами всех обобщенных F-критичес-

ких подгрупп группы G.

З а м е ч а н и я. (i) Обобщенные группы Шмидта называют также B-группами (Я. Бер-
кович [13]).

(ii) Из известных свойств N-критических групп (см. [14, III, теоремы 5.1, 5.2] и [1, VI,
теорема 26.1]) следует, что каждая группа Шмидта является обобщенной группой Миллера —
Морено — Редеи.

(iii) Если F = I является формацией всех единичных групп, то каждая F-критическая
группа имеет простой порядок, и поэтому в данном случае обобщенные F-критические группы
суть в точности циклические группы, порядок которых является степенью простого числа.

Из известных свойств A-критических групп (см. [14, с. 286, 309]) следует, что любая обоб-
щенная A-критическая группа G порождается двумя элеменами и ее производная подгруппа
G′ = GA нильпотентна. Ввиду этого наблюдения и теоремы 1 вполне естественно возникают
следующие вопросы.

В о п р о с 1. Верно ли, что подгруппа D(G) совпадает с пересечением нормализаторов

производных подгрупп всех обобщенных подгрупп Миллера — Морено — Редеи группы G?

В о п р о с 2. Верно ли, что F-норма NF(G) группы G совпадает с пересечением норма-

лизаторов F-корадикалов всех ее обобщенных F-критических подгрупп?
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В о п р о с 3. Верно ли, что норма N(G) группы G совпадает с пересечением нормали-

заторов всех ее циклических подгрупп, имеющих своим порядком степень простого числа?

В данной статье мы докажем следующий факт, который дает положительный ответ на все
эти вопросы.

Теорема 3. Если группа G не принадлежит непустой наследственной формации F, то

F-норма NF(G) группы G совпадает с пересечением нормализаторов F-корадикалов всех ее

обобщенных F-критических подгрупп.

Покажем, что условие “всех ее обобщенных F-критических подгрупп” в теореме 3 нельзя
заменить на более слабое условие “всех ее F-критических подгрупп”.

П р и м е р ы. Пусть p и q — простые числа, где q делит p− 1.

(i) Пусть H := 〈a〉 — циклическая группа порядка q4. Пусть P — простой точный FpE-

модуль, где E = H/〈aq
2

〉. Тогда существует гомоморфизм φ : H → Aut(P ) с Ker(φ) = 〈aq
2

〉.
Пусть G = P ⋊φ H и пусть F — формация всех абелевых групп с элементарными силовскими
подгруппами. Подгруппы H и V = 〈aq〉 являются обобщенными F-критическими группами и
всякая ненормальная обобщенная F-критическая подгруппа группы G сопряжена с одной из
этих подгрупп. Подгруппа W = 〈aq

2

〉 есть нормальная F-критическая подгруппа в G и W = V F.
Поэтому NG(W

F) = G = NG(V
F). Понятно также, что NG(U

F) = G для всех подгрупп U
группы G, coдержащих P . Таким образом, пересечение нормализаторов F-корадикалов всех
F-критических подгрупп группы G совпадает с G.

Заметим теперь, что V = HF и NG(V ) = H, поскольку H — максимальная в G подгруппа
и CG(P ) = PW . Таким образом, пересечение нормализаторов F-корадикалов всех обобщенных
F-критических подгрупп группы G совпадает с W 6= G.

(ii) Пусть H := 〈a〉 — циклическая группа порядка q2 и P — группа порядка p. Тогда
существует гомоморфизм φ : H → Aut(P ) с Ker(φ) = 〈aq〉. Пусть G = P ⋊φ H. Тогда
пересечение нормализаторов всех подгрупп в G, имеющих простой порядок, совпадает с G.
С другой стороны, любая обобщенная I-критическая группа является циклической группой,
имеющей своим порядком степень простого числа, и поэтому в силу теоремы 3 имеет место
N(G) = NI(G) = 〈aq〉 6= G.

Первое следствие теоремы 3 не только усиливает теорему 1, но и дает более короткое
доказательство этого результата.

Следствие 1. Подгруппа D(G) совпадает с пересечением нормализаторов производных

подгрупп всех обобщенных подгрупп Миллера — Морено — Редеи группы G.

В случае, когда F = I, из теоремы 3 получаем следующий факт.

Следствие 2. Норма N(G) группы G совпадает с пересечением нормализаторов всех

циклических подгрупп группы G, имеющих своим порядком степень простого числа.

Следствие 3. Пересечение нормализаторов нильпотентных корадикалов всех подгрупп

группы G (см. [8]) совпадает с пересечением нормализаторов нильпотентных корадикалов

всех ее B-подгруп.

Пусть σ — разбиение множества всех простых чисел P, т. е. σ = {σi | i ∈ I}, где P =⋃
i∈I σi и σi ∩ σj = ∅ для всех i 6= j. Тогда группа G называется σ-нильпотентной [16], если

G = G1 × · · · ×Gt, где Gk — это σik -группа для некоторого ik = ik(Gk) для всех k. Символ Nσ

обозначает класс всех σ-нильпотентных групп. Нетрудно установить, что Nσ — наследственная
формация, и можно показать, используя основной результат работы В.А. Белоногова [17], что
каждая Nσ-критическая группа является не σ-нильпотентной группой Шмидта (называемой
σ-группой Шмидта). Таким образом, из теоремы 3 получаем следующее следствие.

Следствие 4. Пересечение нормализаторов σ-нильпотентных корадикалов всех подгрупп

группы G (см. [10]) совпадает с пересечением нормализаторов всех ее обобщенных σ-подгрупп

Шмидта.
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2. Доказательство теоремы 3

При доказательстве теоремы 3 мы используем следующие свойства F-корадикала группы.

Лемма 1. Пусть F — непустая формация и пусть N — нормальная подгруппа в G. Тогда

выполняются следущие утверждения.

(1) (G/N)F = GFN/N .

(2) Если U есть подгруппа группы G = NU , то UFN = GFN .

(3) Если формация F является наследственной, то EF ≤ GF для каждой подгруппы E
группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1), (2) См. доказательство леммы 1.1 из [1].
(3) Поскольку формация F является наследственной, то EGF/GF ∈ F и поэтому из изомор-

физма
EGF/GF ≃ E/(E ∩GF)

получаем EF ≤ E ∩GF.
Лемма доказана.

Если подгруппы H и L группы G таковы, что G = HL и G 6= HU для всех собственных
подгрупп U группы L, то L называют минимальным добавлением к H в G.

Лемма 2 [1, лемма 11.1, гл. III]. Пусть H и L — подгруппы группы G, где H нормальна

в G и L — минимальное добавление к H в G. Тогда H ∩ L ≤ Φ(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Для каждой секции T/L группы G (здесь L E T ≤ G)
положим V (T/L) = T/L, если T/L ∈ F, в противном случае V (T/L) обозначает пересечение
нормализаторов F-корадикалов всех обобщенных F-критических подгрупп группы T/L. Сле-
довательно, фактически мы должны показать, что V (G) = NF(G). Включение NF(G) ≤ V (G)
очевидно.

Предположим теперь, что обратное включение V (G) ≤ NF(G) не является верным и пусть
G — контрпример минимального порядка. Тогда в группе G найдется такая подгруппа H, что
V (G) � NG(H

F), но V (G) ≤ NG(U
F) для всех собственных подгрупп U в H.

(1) V (G)N/N ≤ V (G/N) для любой нормальной подгруппы N в G.

Если G/N ∈ F, это ясно. Теперь предположим, что G/N 6∈ F, и пусть S/N — произвольная
обобщенная F-критическая подгруппа в G/N . Пусть U — минимальное добавление к N в S.
Тогда

U/(U ∩N) ≃ UN/N = S/N

является обобщенной F-критической группой и согласно лемме 2 U∩N ≤ Φ(U). Следовательно,
U — обобщенная F-критическая подгруппа в G. Отсюда следует, что V (G) ≤ NG(U

F) и, значит,
ввиду п. (2) леммы 1

V (G)N/N ≤ NG(U
F)N/N ≤ NG/N (UFN/N) = NG/N ((UN/N)F) = NG/N ((S/N)F).

Отсюда следует, что V (G)N/N ≤ V (G/N).

(2) (HF)G = 1.

Предположим, что N = (HF)G 6= 1. Тогда V (G)N/N ≤ V (G/N) по утверждению (1), а
значит, в силу выбора группы G и п. (1) леммы 1

V (G)N/N ≤ NG/N ((H/N)F) = NG/N (HF/N),

и поэтому V (G) ≤ NG(H
F); противоречие. Таким образом, утверждение (2) является верным.

(3) Некоторая максимальная подгруппа U группы H не принадлежит F.
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Предположим, что все максимальные подгруппы группы H принадлежат формации F.
Заметим, что H 6∈ F, так как в противном случае HF = 1, поэтому V (G) ≤ NG(H

F) = G.
Отсюда, H является Nσ-критической и, следовательно, обобщенной F-критической подгруппой
в G. Но тогда V (G) ≤ NG(H

F) по определению подгруппы V (G). Полученное противоречие
показывает, что утверждение (3) верно.

(4) V (G) ∩E ≤ V (E) для любой подгруппы E группы G.

Если E ∈ F, это ясно. Теперь предположим, что E 6∈ F, и пусть S(E) и S(G) — множества
всех обобщенных F-критических подгрупп в E и G соответственно.

Поскольку

V (G) =
⋂

H∈S(G)

NG(H
F) ≤

⋂

H∈S(E)

NG(H
F),

имеет место

V (G) ∩ E =
⋂

H∈S(G)

NG(H
F) ∩ E ≤

⋂

H∈S(E)

NG(H
F) ∩E ≤

⋂

H∈S(E)

NE(H
F) = V (E).

(5) G = V (G)H.

Предположим, что W := V (G)H < G. Тогда V (W ) ≤ NG(H
F) по выбору группы G. Но

V (G) ≤ V (W ) по утверждению (4), значит, V (G) ≤ NG(H
F); противоречие. Следовательно,

G = V (G)H.

Заключительное противоречие. Поскольку максимальная подгруппа U группы H не при-
надлежит F, мы имеем UF 6= 1. С другой стороны, из выбора H вытекает, что V (G) ≤ NG(U

F)
и поэтому из утверждения (5) получаем, что

(UF)G = (UF)V (G)H = (UF)H ,

где UF ≤ HF по п. (3) леммы 1. Следовательно,

1 < (UF)G ≤ (HF)G = 1

согласно утверждению (2). Это противоречие завершает доказательство результата.
Теорема доказана.
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