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В банаховом пространстве заданы линейный плотно определенный оператор A и некоторая область,

лежащая в его регулярном множестве и содержащая неположительную вещественную полуось. Предпола-

гается известной степенная оценка нормы резольвенты этого оператора в бесконечности. Рассматриваются

операторы etA (t ∈ R), заданные соответствующими рядами, и (etA)I при t < 0, введенные на базе инте-

гральной формулы Коши. Изучается вопрос об обратимости операторных экспонент и мультипликативное

свойство этих операторов. Операторные экспоненты могут быть использованы для построения функций

от оператора более широкого класса, чем рассматриваемый ранее авторами.
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Введение

Пусть X — комплексное банахово пространство, A — линейный плотно определенный опе-
ратор, действующий в X. При различных предположениях на X и A вводятся рядом способов,
изучаются и находят применение функции от оператора A. Основы теории функционального
исчисления операторов заложены в монографиях [1–3]. В фундаментальных работах [4–7] раз-
вита теория дробных степеней операторов. В [4–6] имеются также приложения этой теории.
В статьях [8;9] изучаются конкретные задачи с применением операторных функций. Перечис-
лена малая часть источников, где изучаются такие функции. Один из способов их введения —
построение с использованием его натуральных степеней операторных функций по соответ-
ствующим аналитическим в некоторой области скалярным функциям на базе интегральной
формулы Коши (см., например, [1; 4–6]). При этом норма резольвенты оператора A и модули
скалярных функций имеют степенной порядок роста на бесконечности. В русле исследований
такого рода операторных функций лежат публикации авторов, см., например, [10; 11] и их
недавнюю работу (Некоторые свойства степенных операторных рядов // Тр. Института ма-
тематики и механики УрО РАН. 2020. Т. 26, № 2. С. 161–172). Чтобы аналогичным способом
ввести, а затем изучить операторные функции, соответствующие скалярным аналитическим
функциям, модули которых растут быстрее степенных, но не быстрее показательных на бес-
конечности, необходимо знание свойств операторных экспонент. Исследование этих свойств
проводилось авторами в [11], в отмеченной статье 2020 г. и продолжается здесь. В основном в
данной работе изучается мультипликативное свойство операторных экспонент.



О произведении операторных экспонент 157

1. Основные обозначения и предположения

Пусть L = L(p, q) (p > 0, q > 0) — кривая, лежащая в комплексной плоскости (λ), заданная
уравнением

β2 = 2pα ln
α

q
(α = Reλ, β = Imλ, α ≥ q); (1.1)

G = G(p, q) — область с границей L, содержащая 0; обход L задается так, что область G
остается справа; G лежит в регулярном множестве ρ(A) оператора A. Предполагается извест-
ной оценка нормы резольвенты R(λ) = RA(λ) = (A − λE)−1 (E — единичный оператор в X)
оператора A в G: при некоторых C0 > 0, γ ≤ 1 и всех λ ∈ G

‖R(λ)‖ ≤
C0

(|λ|+ 1)γ
. (1.2)

Введем также при t > 0 кривые Lt = L(tp, tq) и функцию n(t) : (0,+∞) → N, определенную
соотношением

n(t) = min{n ∈ N : tp− n− γ < −1}.

Видно, что эта функция не убывает.
Если B — оператор, действующий в X, то оператор eB можно определить равенством

eBx =

∞
∑

n=0

Bnx

n!

для тех x ∈
∞
⋂

n=1
D(Bn), для которых ряд справа сходится. С другой стороны, при t > 0 можно

рассмотреть операторы (e−tA)I = (e−tλ)(A), где

(e−tλ)(A) = An(t)

∫

Lt

λ−n(t)e−tλR(λ) dλ

(см. [11]). Заметим, что в [10] на оператор накладывались менее жесткие ограничения, чем
в данной работе, что вызвано необходимостью изучить свойства операторной экспоненты
e−tA (t > 0), в частности, ее связь с операторной экспонентой esA (s > 0), заданной рядом.
В [11, лемма 2] уточнялось, что если оператор A удовлетворяет наложенным в этой статье огра-
ничениям, то оба определения e−tA (t > 0), введенных ранее, эквивалентны. При этом также
устанавливается, что эквивалентность не нарушится, если интеграл в определении оператора
e−tA (t > 0) брать по произвольной жордановой кривой L, выходящей из бесконечности и иду-
щей в бесконечность, любая ограниченная часть которой спрямляема; кроме того, эта кривая
и область D с границей L, содержащая неположительную часть вещественной оси, должны
лежать в регулярном множестве оператора tA и одновременно в области {λ : | arg λ| < ϕ0},
где ϕ0 < π/2, причем в D и на L должна выполняться оценка (1.2) при некоторых C0 > 0 и
γ ≤ 1.

Связь операторов etA и (e−tA)I , а также произведения подобных операторов изучаются в
настоящей работе. Перейдем к изложению ее результатов.

2. Результаты работы

Утверждение 1. Пусть t > 0, x ∈ X и абсолютно сходится ряд

∞
∑

m,n=0

tm+nAm+nx

m!n!
.
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Тогда x ∈ D(etAe−tA) и
e−tAx = (e−tA)Ix.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По следствию 2 из [11] x ∈ D(etAe−tA) и etAe−tAx = x. Поэтому

(e−tA)Ix = (e−tA)I(e
tAe−tA)x =

(

(e−tA)I · e
tA
)

e−tAx = e−tAx

(здесь использовано утверждение 5 из [11], согласно которому (e−tA)I · e
tA ⊂ E ). �

Следствие 1. В условиях утверждения при l ∈ N справедливо, что x ∈ D(Ale−tA) и

Ale−tAx = Al(e−tA)Ix.

З а м е ч а н и е 1. При t > 0 Im
(

(e−tA)I
)

⊂
∞
⋂

n=0
D(An), так как при любом n ∈ N

An(e−tA)I = (λne−tλ)(A) — непрерывный оператор на X (последнее равенство вытекает из
теоремы 3 работы [10]).

Утверждение 2. Пусть 0 < s < t, m ∈ N ∪ {0}. Тогда D(etA) ⊂ D(esAAm).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ D(etA). Имеют место соотношения

esAAmx =
∞
∑

n=0

snAn+mx

n!
=

∞
∑

n=m

sn−mAnx

(n−m)!
=

1

sm

∞
∑

n=m

tnAnx

n!

(s

t

)n n!

(n −m)!
.

Покажем, что ряд
∞
∑

n=m

tnAnx

n!

(s

t

)n n!

(n−m)!
(2.1)

сходится с помощью аналога признака Абеля сходимости числовых рядов (см. [11, утвержде-

ние 1]). Ряд

∞
∑

n=m

tnAnx

n!
= etAx−

m−1
∑

n=0

tnAnx

n!
сходится по условию. Пусть

bn =
(s

t

)n n!

(n−m)!
=
(s

t

)n

(n−m+ 1) . . . n.

В этом случае
bn+1

bn
=

s

t

n+ 1

n−m+ 1
−→
n→∞

s

t
∈ (0, 1),

т. е. с некоторого номера последовательность {bn} убывает и bn −→
n→∞

0; значит, последователь-

ность {bn} ограничена. Поэтому ряд (2.1) сходится, т. е. x ∈ D(esAAm). �

З а м е ч а н и е 2. Если 0 < s < t, то D(etA) ⊂ D(esA).

Замечание вытекает из утверждения 2 при m = 0.

Утверждение 3. Пусть t > o. Тогда

etA(e−tA)I ⊂ E.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вывод утверждения следует из цепочки соотношений:

etA(e−tA)I = An(t)A−n(t)etA(e−tA)I ⊂ An(t)etAA−n(t)(e−tA)I

= An(t)etA(e−tA)IA
−n(t) = An(t)A−n(t) = E.

Здесь использованы коммутируемость непрерывных операторов A−n(t) и (e−tA)I на осно-
вании теоремы 3 из [10] и равенство etA(e−tA)IA

−n(t) = A−n(t), вытекающее из [11, утвержде-
ние 5]. �
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Следствие 2. Имеет место равенство

etA(e−tA)I = E (t > 0).

Действительно, etA(e−tA)I — непрерывный оператор, равный E на плотном множестве
D(An(t)) (плотность D(An) установлена, например, в [6]).

Следствие 3. Если t > 0 и оператор etA замкнут, то

etA(e−tA)I = E,

т. е. (с учетом утверждения 5 из [11]) оператор etA обратим и

(etA)−1 = (e−tA)I .

Утверждение 4. Пусть s, t > 0. Тогда при s < t

esA(e−tA)I = (e−(t−s)A)I ,

а при s ≤ t
(e−tA)I · e

sA ⊂ (e−(t−s)A)I .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s < t. По замечанию 1 Im (e−(t−s)A)I ⊂ D(An(s)). Поэтому
с учетом теоремы 3 из [10] и утверждения 5 из [11]

esA(e−tA)I = esA(e−sA)I(e
−(t−s)A)I = (e−(t−s)A)I .

Аналогично при s ≤ t, используя определение esA как ряда и непрерывность оператора
(e−tA)I = (e−tλ)(A), имеем (e−tA)I · esA ⊂ esA(e−tA)I ⊂ (e−(t−s)A)I (при s < t последнее
включение является равенством, при s = t (e0)I = E, и это включение было установлено
в утверждении 3). �

В утверждениях 5, 6 изучается связь операторов esA(e−tA)I и e(s−t)A при s > t > 0.

Утверждение 5. Пусть s > t > 0. Тогда

(e−tA)I · e
sA ⊂ e(s−t)A, (2.2)

esA(e−tA)I
∣

∣

D(An(s−t)esA(e−tA)I )
⊂ e(s−t)A. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предыдущему утверждению (e−tA)I = e(s−t)A(e−sA)I , поэто-
му (e−tA)I · e

sA = e(s−t)A(e−sA)I · e
sA ⊂ e(s−t)A, т. е. (2.2) имеет место.

Из соотношений

(e−(s−t)A)I · e
sA(e−tA)I ⊂ esA(e−(s−t)A)I · (e

−tA)I = esA(e−sA)I ⊂ E

вытекает, что
e(s−t)A(e−(s−t)A)I · e

sA(e−tA)I ⊂ e(s−t)A. (2.4)

Так как для x ∈ D(An(s−t)esA(e−tA)I) справедливо включение esA(e−tA)Ix ∈ D(An(s−t)),
то по утверждению 5 из [11] для таких x e(s−t)A(e−(s−t)A)I · esA(e−tA)Ix = esA(e−tA)Ix,
т. е. из соотношения (2.4) следует (2.3). �

Из утверждений 4 и 5 получаем

Следствие 4. Пусть s, t > 0. Тогда

(e−tA)I · e
sA ⊂ e(s−t)A.
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Утверждение 6. Пусть s > t > 0. Тогда

esA(e−tA)I ⊂ An(s−t)e(s−t)AA−n(s−t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вывод утверждения следует из соотношений

esA(e−tA)I = esA(e−tA)IA
n(s−t)A−n(s−t) ⊂ An(s−t)e(s−t)AA−n(s−t).

Здесь включение есть следствие включений

esA(e−tA)IA
n(s−t) ⊂ esAAn(s−t)(e−tA)I ⊂ An(s−t)esA(e−tA)I ⊂ An(s−t)e(s−t)A,

последнее из которых имеет место в силу утверждения 5, первое — из-за непрерывности
оператора (e−tA)I , а второе — по следствию 2 из указанной во “Введении” работы
авторов 2020 г. �

Утверждение 7. Пусть t1, . . . , tm > 0, t = t1 + · · ·+ tm. Тогда

etA
∣

∣

D(An(t1)etA)
⊂ et1A . . . etmA.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ D(An(t1)etA). Используя утверждение 5 из [11] и
утверждение 5 данной работы получаем

etAx = A−n(t1)An(t1)etAx = et1A(e−t1A)IA
−n(t1)An(t1)etAx = et1A(e−t1A)I · e

tAx = et1Ae(t−t1)Ax.

Отсюда заключаем, что x ∈ D(An(t2)e(t−t1)A), т. е. e(t−t1)Ax = et2Ae(t−t1−t2)Ax. Продолжая
рассуждения, делаем вывод, что etAx = et1Aet2A . . . etmAx. �

Следствие 5. Справедливо включение

D(An(t1)etA) ⊂ D(et1A . . . etmA)

при t1 > 0, . . . , tm > 0, t = t1 + · · · + tm.

Утверждение 8. Пусть t1, . . . , tm > 0, t = t1 + · · ·+ tm. Тогда

et1A . . . etmA
∣

∣

D(etA)
⊂ etA. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим случай m = 2. По утверждениям 3 и след-
ствию 4 имеют место соотношения

etA ⊃ et1A(e−t1A)I · e
tA = et1Aet2A

∣

∣

D(etA)
,

из которых вытекает (2.5) при m = 2.

Случай произвольного m > 2 устанавливается индукцией по m. Предполагая справедли-
вость утверждения для m− 1, получаем для m:

et1A . . . etmA
∣

∣

D(etA)
⊂ et1Ae(t2+···+tm)A

∣

∣

D(etA)
⊂ e(t1+t2+···+tm)A = etA. �

Из утверждений 7 и 8 выводим

Следствие 6. Пусть t1, . . . , tm > 0, t = t1 + · · ·+ tm. Тогда

etA
∣

∣

D(An(t1)etA)
⊂ et1A . . . etmA

∣

∣

D(etA)
⊂ etA.
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Утверждение 9. Пусть q > 0 — число из определения кривой L = L(p, q) и x ∈ D(e−A) —

такой элемент, что существует последовательность натуральных чисел {mn} со свойства-

ми

mn − n+ γ > 1, (2.6)

последовательность
{‖Amnx‖

mnqmn

}

ограничена, (2.7)

при некотором s > max{q, 1}
‖Amnx‖

(mn − n)smn
−→
n→∞

0. (2.8)

Тогда

e−Ax = (e−A)Ix. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {mn} ⊂ N — последовательность, удовлетворяю-
щая (2.6)–(2.8) (соотношение (2.8) выполняется при подходящем s > max{q, 1}). Для n ∈ N

un =
∥

∥

∥
(e−A)Ix−

n
∑

k=0

(−A)kx

k!

∥

∥

∥

=
1

2π

∥

∥

∥

∥

∥

∫

L

e−λλ−mnR(λ) dλAmnx−

∫

L

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!
λ−mnR(λ) dλAmnx

∥

∥

∥

∥

∥

=
1

2π

∥

∥

∥

∥

∥

∫

L

(

e−λ −

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!

)

λ−mnR(λ) dλAmnx

∥

∥

∥

∥

∥

.

Пусть B(0, s) — открытый круг с центром в точке 0 радиуса s, L
(1)
s = L ∩ B(0, s), L

(2)
s =

L\B(0, s). Тогда ввиду оценки (1.2) и соотношения (1.1), задающего L, при некоторых поло-
жительных постоянных Ci (i = 1, 2, . . . , 6) справедливы неравенства

un ≤
1

2π

(

∥

∥

∥

∥

∫

L
(1)
s

(

e−λ −

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!

)

λ−mnR(λ) dλ Amnx

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

∫

L
(2)
s

(

e−λ −

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!

)

λ−mnR(λ) dλ Amnx

∥

∥

∥

∥

)

≤
1

2π

(

max
λ∈L

(1)
s

∣

∣

∣
e−λ −

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!

∣

∣

∣
max
λ∈L

(1)
s

‖R(λ)‖

∫

L
(1)
s

|λ|−mn |dλ| ‖Amnx‖

+

∫

L
(2)
s

(

|e−λ|+

n
∑

k=0

|λ|k−n

k!
|λ|n

)

|λ|−mn‖R(λ)‖ |dλ| ‖Amnx‖

)

≤ C1

(

max
λ∈L

(1)
s

∣

∣

∣
e−λ −

n
∑

k=0

(−1)nλk

k!

∣

∣

∣
max
λ∈L

(1)
s

‖R(λ)‖

+∞
∫

q

α−mn dα ‖Amnx‖

+

∫

L
(2)
s

(

e−Reλ +

n
∑

k=0

|λ|k−n

k!
|λ|n

)

|λ|−mn(|λ|+ 1)−γ |dλ| ‖Amnx‖

)
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≤ C2ρn
‖Amnx‖

mnqmn
+C3

+∞
∫

s

(

e−α +

n
∑

k=0

sk−n

k!
αn
)

α−mn−γ dα ‖Amnx‖

≤ C2ρn
‖Amnx‖

mnqmn
+ C4

+∞
∫

s

(

e−α +
es

sn
αn
)

α−mn−γ dα ‖Amnx‖

≤ C2ρn
‖Amnx‖

mnqmn
+

C5s
n−mn−γ+1es

(mn − n+ γ − 1)sn
‖Amnx‖

≤ C2ρn
‖Amnx‖

mnqmn
+ C6

es‖Amnx‖

(mn − n)smn
,

где

ρn = max
λ∈Γ

(1)
p

∣

∣

∣
e−λ −

n
∑

k=0

(−1)kλk

k!

∣

∣

∣
−→
n→∞

0

(

ряд
∞
∑

n=0

(−1)kλk

k!
сходится к e−λ равномерно на компактном множестве L

(1)
s

)

. В силу соотно-

шений (2.7), (2.8) выполняется (2.9). �
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