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Графом Грюнберга — Кегеля (графом простых чисел) конечной группы G называется граф, в котором
вершинами служат простые делители порядка группы G и две различные вершины p и q смежны тогда
и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. В теории конечных групп динамично развивает-
ся направление исследований конечных групп по свойствам их графов Грюнберга —Кегеля. Детальное
изучение класса конечных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля — одна из важных задач в
этом направлении. В 2010–2011 гг. первый и третий авторы описали нормальное строение конечных 3-
примарных и 4-примарных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля. Однако в этом описании был
пропущен случай, когда 4-примарная группа имеет композиционный фактор, изоморфный группе L3(17)
или Sp4(4). Восполняя этот пробел, в данной работе мы получаем описание рассматриваемых групп в
этом пропущенном случае. Тем самым описание нормального строения 4-примарных групп с несвязным
графом Грюнберга — Кегеля поправлено. В ходе доказательства вычислена 2-модулярная матрица раз-
ложения группы L3(17) (с точностью до двух параметров, каждый из которых принимает значение 1 или
2), что представляет самостоятельный интерес.
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Введение

Пусть G –– конечная группа. Обозначим через π(G) множество всех простых делителей
порядка группы G. Граф Грюнберга — Кегеля (граф простых чисел) Γ(G) группы G опреде-
ляется как граф с множеством вершин π(G), в котором две различные вершины p и q смежны

1Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного про-
екта № 20-01-00456, а также проекта повышения конкурентоспособности ведущих университетов России
(соглашение 02.А03.210006 от 27.08.2013); исследование второго автора поддержано Институтом мате-
матики НАН Беларуси в рамках государственной программы научных исследований “Конвергенция-
2025”.
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тогда и только тогда, когда в G есть элемент порядка pq. Далее s(G) — число компонент связ-
ности графа Γ(G) и {πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)} — множество его связных компонент; при этом для
группы G четного порядка считаем, что 2 ∈ π1(G). Группа G называется n-примарной, если
|π(G)| = n.

Возникает интересная общая задача: описать все конечные группы, графы Грюнберга —
Кегеля которых имеют заданное свойство.

Прежде всего наше внимание привлекает детальное изучение класса конечных групп с
несвязным графом Грюнберга — Кегеля. Это мотивировано следующим. Указанный класс
широко обобщает класс конечных групп Фробениуса, что сразу видно из известной структур-
ной теоремы Грюнберга — Кегеля о конечных группах с несвязным графом простых чисел (см.
лемму 1.1). Роль же групп Фробениуса в теории конечных групп совершенно исключительна.
Результаты о строении конечных групп Фробениуса входят в фундамент теории групп.

Заметим также, что класс конечных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля
совпадает с классом конечных групп, имеющих изолированную подгруппу (т. е. собственную
подгруппу, содержащую централизатор каждого своего неединичного элемента), который до
классификации конечных простых групп изучался многими известными алгебраистами (Фро-
бениус, Судзуки, Фейт, Томпсон, Г. Хигмэн, Арад, Чиллаг, В.М. Бусаркин, Ю.М. Горчаков,
Н.Д. Подуфалов и др.).

Конечные простые группы с несвязным графом Грюнберга — Кегеля описаны в работах
Уильямса [27], первого автора [4] и Иёри и Ямаки [21]. Они составляют довольно узкий под-
класс всех конечных простых групп, однако включают многие “малые” в различных смыслах
группы, часто возникающие в исследованиях. Например, все конечные простые группы исклю-
чительного лиева типа, кроме групп E7(q) при q > 3, а также простые группы из известного
“Атласа конечных групп” [11], кроме группы A10, имеют несвязный граф Грюнберга — Кеге-
ля. Классификация конечных простых групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля была
применена Лучидо [23] для получения аналогичной классификации для всех конечных почти
простых групп.

Изолированные подгруппы конечных групп полностью описаны (см. [10]). Но описание
конечных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля далеко от завершения.

При изучении класса конечных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля возника-
ют весьма нетривиальные проблемы, связанные с модулярными представлениями конечных
простых групп. Рассмотрим одну такую проблему. Пусть G — конечная группа с несвязным
графом Грюнберга — Кегеля, не изоморфная ни группе Фробениуса, ни 2-фробениусовой груп-
пе. Тогда по теореме Грюнберга — Кегеля группа G := G/F (G) почти проста и известна ввиду
результатов [4; 21; 23; 27]. Предположим, что F (G) 6= 1. Подгруппа F(G) является π1-группой,
а каждой связной компоненте πi(G) графа Γ(G) для i > 1 соответствует нильпотентная изо-
лированная πi(G)-холлова подгруппа Xi(G) группы G (см. [27]). Таким образом, любой нееди-
ничный элемент x из Xi(G) (i > 1) действует без неподвижных точек (свободно) на F (G),
т. е. CF (G)(x) = 1. Пусть K и L — два соседних члена главного ряда группы G (K < L),
содержащиеся в F (G). Тогда (главный) фактор V = L/K является элементарной абелевой
p-группой для некоторого простого числа p (далее p-главный фактор группы G), и его мож-
но рассматривать как неприводимый GF (p)G-модуль (так как CG/K(V ) = F (G)/K), причем
каждый неединичный элемент из Xi(G) (i > 1) действует свободно на V . Поэтому задача изу-
чения строения группы G тесно связана с вызывающей самостоятельный интерес проблеме
описания неприводимых GF (p)G-модулей, где некоторый элемент простого порядка r 6= p
из G действует свободно. В общем случае эта важная проблема далека от решения. Нами,
а именно А.С. Кондратьевым и И.В. Храмцовым, описано нормальное строение конечных 3-
примарных [5] и 4-примарных [6] групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля. Однако в
табл. 1 и теоремах 1 и 7 из [6] был пропущен случай, когда группа имеет композиционный фак-
тор, изоморфный группе L3(17), а в теореме 6 этой статьи не рассматривался случай, когда
группа имеет композиционный фактор, изоморфный Sp4(4).
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В настоящей работе мы восполняем эти пробелы и тем самым поправляем описание нор-
мального строения конечных 4-примарных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля.
Чтобы сформулировать основные результаты нам понадобятся следующие обозначения.

Пусть F = GF (17) и L = SL3(F ) либо F = GF (4) и L = Sp4(F ), q = |F |, K — алгебраиче-
ское замыкание поля F , L = SL3(K) или Sp4(K) при L = SL3(F ) или Sp4(F ) соответственно,
ωi (i = 1, 2) — фундаментальные веса группы L. Ввиду известной теоремы Стейнберга [26]
при 0 ≤ a1 + a2 < q ограничение на L неприводимого K-модуля группы L со старшим ве-
сом a1ω1 + a2ω2 неприводимо, и совокупность всех таких ограничений образует полный набор
неприводимых K-модулей группы L. Далее M(ω) обозначает ограничение на L неприводимого
K-модуля группы L со старшим весом ω из этой совокупности.

Мы доказываем две теоремы.

Теорема 1. Пусть G — конечная 4-примарная группа с несвязным графом Грюнберга —
Кегеля, G = G/F (G) и Soc(G) ∼= L3(17). Тогда G ∼= L3(17) или L3(17) : 2, π(F (G)) ⊆ {2, 3, 17} и
каждый p-главный фактор в G как GF (p)G-модуль изоморфен одному из следующих модулей:

(1) если p ∈ {2, 3}, то единственному абсолютно неприводимому GF (p)G-модулю размер-
ности 306;

(2) если p = 17 и G ∼= L3(17), то одному из 76 абсолютно неприводимых GF (17)G-модулей
со старшим весом a1ω1 + a2ω2, где 0 ≤ a1, a2 ≤ 11 и a1 − a2 ≡ ±1 (mod 3);

(3) если p = 17 и G ∼= L3(17) : 2, то одному из 38 абсолютно неприводимых GF (17)G-мо-
дулей вида V1⊕V2, где V1 и V2 — взаимно дуальные абсолютно неприводимые GF (17)Soc(G)-
модули из п. (2).

Теорема 2. Пусть G — конечная 4-примарная группа с несвязным графом Грюнберга —
Кегеля, G = G/F (G) и Soc(G) ∼= Sp4(4). Тогда G ∼= Sp4(4), Sp4(4) : 2 или Sp4(4) : 4 и
F (G) = O2(G). Пусть M — 2-главный фактор в G, рассматриваемый как GF (2)G-модуль, и
MK = (M |Soc(G))⊗K. Тогда

(1) если G ∼= Sp4(4) или Sp4(4) : 2, то либо dimM = 8 и MK
∼= M(ωi) ⊕M(2ωi), либо

dimM = 16 и MK
∼= M(3ωi), i = 1, 2, либо dimM = 32 и MK

∼= M(ω1 + ω2) ⊕M(2ω1 + 2ω2)
или MK

∼=M(ω1 + 2ω2)⊕M(2ω1 + ω2);

(2) если G ∼= Sp4(4) : 4 ∼= Aut(Sp4(4)), то либо dimM = 16 и MK
∼= M(ω1) ⊕M(2ω1) ⊕

M(ω2) ⊕M(2ω2), либо dimM = 32 и MK
∼= M(3ω1) ⊕M(3ω2), либо dimM = 64 и MK

∼=
M(ω1 + ω2)⊕M(ω1 + 2ω2)⊕M(2ω1 + 2ω2)⊕M(2ω1 + ω2).

Теоремы 1 и 2 доказываются в разд. 2 и 3 настоящей работы соответственно. Заметим, что
случай композиционного фактора L3(17) оказался наиболее трудным в описании нормально-
го строения конечных 4-примарных групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля. В ходе
доказательства вычислена 2-модулярная матрица разложения группы L3(17) (с точностью до
двух параметров, каждый из которых принимает значение 1 или 2, см. табл. 6), что пред-
ставляет самостоятельный интерес и может рассматриваться как вклад в “Атлас брауэровых
характеров” (см. [12; 18]).

1. Обозначения, терминология и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [1; 7; 11; 12;
15; 19; 20].

Пусть X — конечная группа и p — простое число. Через |X|p обозначается порядок силов-
ской p-подгруппы из X, а через Xp′ — множество всех p′-элементов из X, обозначаемое также
через X0, если p ясно из контекста. Если χ — отображение из X в C, то через χ|0X0

обозначим
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отображение, совпадающее с χ на X0 и принимающее значение 0 на X \ X0. Если χ и ψ —
отображения из X в C, то положим

(χ,ψ)X =
1

|X|

∑

x∈X

χ(x)ψ(x).

Главный p-блок характеров группы X обозначается через B0(X) или просто через B0, если X
и P зафиксированы.

Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве теорем.

Лемма 1.1 (теорема Грюнберга — Кегеля [27, теорема A]). Если G — конечная группа с
несвязным графом простых чисел, то выполняется одно из следующих утверждений:

(1) G — группа Фробениуса;

(2) G — 2-фробениусова группа;

(3) G является расширением нильпотентной π1(G)-группы посредством группы A,
где Inn(P ) ≤ A ≤ Aut(P ), P — простая неабелева группа с s(G) ≤ s(P ) и A/Inn(P ) — π1(G)-
группа.

Следующий результат легко доказывается и хорошо известен.

Лемма 1.2. Пусть G — конечная простая группа, F — поле характеристики p > 0, V —
абсолютно неприводимый FG-модуль и β — характер Брауэра модуля V . Если g — элемент
простого порядка, отличного от p, из G, то

dimCV (g) = (β|〈g〉, 1|〈g〉)〈g〉 =
1

|g|

∑

x∈〈g〉

β(x).

Лемма 1.3 [17, 68.1, 68.2]. Пусть p — простое число и B — p-блок конечной группы G с
циклической дефектной группой D порядка pd > 1, C = CG(D) и N = NG(D). Тогда

(1) для некоторого общего делителя e чисел p − 1 и |NG(D)/CG(D)| блок B содержит
точно e неприводимых характеров Брауэра и точно e+(pd−1)/e неприводимых обыкновенных
характеров χ1, . . . , χe, χλ для λ ∈ Λ, где характеры χλ для λ ∈ Λ совпадают на элементах из
Gp′ и называются исключительными характерами ;

(2) числа разложения блока B равны 0 или 1;

(3) граф с e + 1 вершинами, которые соответствуют неприводимым обыкновенным ха-
рактерам из B (исключительным характерам отвечает одна вершина с меткой “ex”), а реб-
ра — неприводимым характерам Брауэра, и две вершины χ1, χ2 соединяются ребром ϕ тогда
и только тогда, когда ϕ — общая модулярная компонента в χ1 и χ2, является деревом, на-
зываемым деревом Брауэра блока B.

Нам понадобится таблица характеров группы L := SL3(17), которую мы возьмем из [25]
(см. табл. 1).

Классы сопряженных элементов группы L разбиваются на семейства C1, C2, C3, C4 =

{C
(k)
4 | 1 ≤ k < 16}, C5 = {C

(k)
5 | 1 ≤ k < 16}, C6 = {C

(k,l,m)
6 | 1 ≤ k, l,m ≤ 16, k < l < m,

k + l +m ≡ 0 (mod 16)}, C7 = {C
(k)
7 | 1 ≤ k < 288, 18 ∤ k,C

(k)
7 = C

(l)
7 при l ≡ 17k (mod 288)},

C8 = {C
(k)
8 | 1 ≤ k < 307, C

(k)
8 = C

(l)
8 при l ≡ 17k (mod 307) или l ≡ 289k (mod 307)}.

Cемействo C1 состоит из одного класса элементов порядка 1; одноэлементные семейства C2 и
C3 состоят из классов элементов порядка 17; C4 и C6 — из классов неединичных 2-элементов;
C5 — из классов элементов порядков, делящихся на 34; C7 — из классов {2, 3}-элементов
порядков, делящихся на 3; C8 — из классов элементов порядка 307.
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Т а б л и ц а 1

Таблица характеров группы L3(17)

C1 C2 C3 C
(k)
4 C

(k)
5 C

(k,l,m)
6 C

(k)
7 C

(k)
8

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ306 306 17 0 18 1 2 0 −1
χ4913 4913 0 0 17 0 1 −1 1

χ
(u)
307 307 18 1 18ǫuk + ǫ−2uk ǫuk + ǫ−2uk ǫuk + ǫul + ǫum ǫuk 0

χ
(u)
5219 5219 17 0 18ǫuk + 17ǫ−2uk ǫuk ǫuk + ǫul + ǫum −ǫuk 0

χ
(u,v,w)
5526 5526 35 1 18

∑

u,v,w ǫ
k(u+v−2w)

∑

u,v,w ǫ
k(u+v−2w)

∑

[u,v,w] ǫ
uk+vl+wm 0 0

χ
(u)
4912 4912 −1 −1 16ǫuk −ǫuk 0 Buk 0

χ
(u)
4608 4608 −16 1 0 0 0 0 Auk

Обыкновенные неприводимые характеры группы L разбиваются на семейства X1 = {χ1},

X2 = {χ306}, X3 = {χ4913}, X4 = {χ
(u)
307 | 1 ≤ u < 16}, X5 = {χ

(u)
5219 | 1 ≤ u < 16}, X6 =

{χ
(u,v,w)
5526 | 1 ≤ u < v < w ≤ 16, u + v + w ≡ 0 (mod 16)}, X7 = {χ

(u)
4912 | 1 ≤ u ≤ 288, 18 ∤

u, χ
(u)
4912 = χ

(v)
4912 при v ≡ 17u (mod 288)}, X8 = {χ

(u)
4608 | 1 ≤ u < 307, χ

(u)
4608 = χ

(v)
4608 при v ≡ 17u

(mod 307) или v ≡ 289u (mod 307)} (нижний индекс указывает на степень характера).

Биективное соответствие Ci ←→ Xi между семействами классов и характеров сохраняет
мощности семейств, равные 1, 1, 1, 15, 15, 35, 136, 102 при i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 соответственно
(всего по 306 классов и характеров).

Мы будем использовать также следующие обозначения (согласованные с [11; 25]): ǫ =
exp(2πi/16), η = exp(2πi/288), γ = exp(2πi/307), z = z9 = η32, y = y9 = z+ z−1, y∗k = zk + z−k,
Auk = γuk + γ17uk + γ289uk, Buk = −(ηuk + η17uk),

∑

u,v,w — сумма по всем циклическим пере-
становкам индексов u, v, w,

∑

[u,v,w] — сумма по всем перестановкам индексов u, v, w.

2. Доказательство теоремы 1

Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда согласно лемме 1.1, [11] и [14, Table 8.1]
группа G изоморфна L := L3(17) = SL3(17) или Aut(L) ∼= L3(17) : 2 и граф Γ(G) имеет вид

❝ ❝ ❝ ❝ .
3 2 17 307

Отсюда π1(G) = {2, 3, 17} и π2(G) = π2(G) = {307}. Ввиду леммы 1.1 π(F (G)) ⊆ {2, 3, 17} и
элемент x порядка 307 из G действует свободно на F (G). Предположим, что F (G) 6= 1.

Пусть O2(G) 6= 1. Определим неприводимые GF (2)G-модули со свободным действием эле-
мента порядка 307 из G. Для этого вычислим таблицу 2-модулярных характеров Брауэра груп-
пы L и применим лемму 1.2. Напомним, что K обозначает здесь алгебраическое замыкание
поля GF (2).

Классы 2′-элементов в L (всего их 109): C1, C2, C3, C
(k)
7 (k ∈ {96, 32, 64, 128}), C

(k)
8 (1 ≤

k < 307, C
(k)
8 = C

(l)
8 при l ≡ 17k (mod 307) или l ≡ 289k (mod 307)).

Рассмотрим разбиение на 2-блоки множества неприводимых характеров группы L.

Поскольку |L|2 = 29, 2-блоков дефекта 0 группы L имеется точно 102: {χ
(u)
4608} (1 ≤ u <

307, χ
(u)
4608 = χ

(v)
4608 при v ≡ 17u (mod 307) или v ≡ 289u (mod 307)).

Как показывает табл. 1, ограничение характера χ
(u)
4608 на L2′ есть неприводимый характер

Брауэра группы L, принимающий на классе C
(k)
8 элементов порядка 307 из L значение Auk.
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Пусть V — соответствующий ему неприводимый KL-модуль. По лемме 1.2

dimCV (x) =
(

4608 +
∑

16=g∈〈x〉

χ
(u)
4608(g)

)

/307.

Но ясно, что |Auk| ≤ 3 для любых u и k. Отсюда следует, что
∣

∣

∣

∑

16=g∈〈x〉

χ
(u)
4608(g)

∣

∣

∣
≤ 306 · 3 = 918 < 4608.

Поэтому dimCV (x) > 0.
Таким образом, можно рассматривать теперь только 2-блоки ненулевого дефекта группы L,

объединение которых содержит точно 204 неприводимых характера группы L.
Из табл. 1 характеров группы L извлекается следующая

Т а б л и ц а 2

Ограничения на L2′ характеров из 2-блоков ненулевого дефекта группы L

C1 C2 C3 C
(96)
7 C

(32)
7 C

(64)
7 C

(128)
7 C

(k)
8

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ306 306 17 0 0 0 0 0 −1
χ4913 4913 0 0 −1 −1 −1 −1 1

χ
(u)
307 307 18 1 1 1 1 1 0

χ
(u)
5219 5219 17 0 −1 −1 −1 −1 0

χ
(u,v,w)
5526 5526 35 1 0 0 0 0 0

χ
(u)
4912,

u ≡ 0 (mod 9)
4912 −1 −1 −2 −2 −2 −2 0

χ
(u)
4912,

u ≡ 3 (mod 9)
4912 −1 −1 −2 1 1 1 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±1 (mod 9)
4912 −1 −1 1 −y −y∗2 −y∗4 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±2 (mod 9)
4912 −1 −1 1 −y∗2 −y∗4 −y 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±4 (mod 9)
4912 −1 −1 1 −y∗4 −y −y∗2 0

Ввиду табл. 2 на классах 2′-элементов группы L справедлива следующая система равенств
между ее неприводимыми характерами для всех u, v, w:

χ
(u)
307 = χ1 + χ306,

χ4913 = χ1 + χ
(9)
4912, (∗)

χ
(u)
5219 = χ306 + χ4913,

χ
(u,v,w)
5526 = χ

(u)
307 + χ

(u)
5219.

Поскольку порядки централизаторов элементов (а значит, и порядки классов сопряженных
элементов) в L известны (см. [25, табл. 1a]), по табл. 2 легко проверить, что (χ|0L0

, χ1) 6= 0
для каждого неприводимого характера χ из 2-блока ненулевого дефекта группы L (ввиду

системы (∗) это достаточно сделать только для случая, когда χ = χ
(u)
4912 при u ∈ {1, 2, 3, 4}).

Поэтому исходя из [1, утверждение 5А11] главный 2-блок B0 группы L — это единственный
ее 2-блок ненулевого дефекта. Поскольку L имеет точно 109 классов 2′-элементов и точно 102
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блока дефекта 0, блок B0 содержит точно 7 неприводимых характеров Брауэра, которые мы
обозначим через ϕi для 1 ≤ i ≤ 7. Пусть Ψ = {ψi | 1 ≤ i ≤ 7} — множество ограничений на

L0 характеров χ1, χ306, χ
(9)
4912, χ

(1)
4912, χ

(2)
4912, χ

(3)
4912, χ

(4)
4912. С учетом системы (∗) и [1, 4Д2,5Б7]

элементы множества Ψ линейно независимы.
Поскольку GL3(17) ∼= Z16×SL3(17) ∼= Z16×L, то обыкновенные неприводимые характеры

группы L продолжаются до обыкновенных неприводимых характеров группы GL3(17), а их со-
ответствующие характеры Брауэра (ограничения на L0) совпадают. Значит, множество непри-
водимых характеров Брауэра главного 2-блока группы GL3(17) совпадает с {ϕi | 1 ≤ i ≤ 7}.
2-модулярная матрица разложения D = (dij) блока B0 является 204 × 7-матрицей с целыми
неотрицательными элементами dij . Согласно [16, следствие 3.9] матрица D является ниж-
ней унитреугольной для подходящего упорядочения неприводимых характеров и характеров
Брауэра группы L, т. е. можно считать, что dii = 1 и dij = 0 для 1 ≤ i < j ≤ 7 и j > i.

Принимая во внимание табл. 2 и систему (∗), можно рассматривать только квадратную
7× 7-матрицу линейного разложения векторов из множества Ψ = {ψi | 1 ≤ i ≤ 7} по векторам
из множества {ϕi | 1 ≤ i ≤ 7} и считать эту матрицу нижней унитреугольной матрицей с
целыми неотрицательными элементами. Тогда имеем ψi =

∑i
j=1 dijϕj и dii = 1 для 1 ≤ i ≤ 7.

Исходя из результата Мортимера [24] характер Брауэра χ306|L0
неприводим. Поэтому мож-

но считать, что ψ1 = ϕ1 = χ1|L0
и ψ2 = ϕ2 = χ306|L0

. Пусть Vi обозначает неприводимый
KL-модуль с характером Брауэра ϕi (1 ≤ i ≤ 7).

Ввиду [14, табл. 8.2] любая параболическая максимальная подгруппа группы L изоморфна
Hol(172) ∼= 172 : GL2(17). Пусть P — одна из таких подгрупп и P1 — ее дополнение Леви
(изоморфное GL2(17)). С учетом [19, гл. II, теорема 7.3] подгруппа P1 содержит циклическую
подгруппу (цикл Зингера) 〈b〉 такую, что |b| = 172 − 1 = 288, CP1

(b) = 〈b〉, |NP1
(〈b〉) : 〈b〉| = 2

и 〈b〉 действует транзитивно на неединичных элементах группы O17(P ) ∼= 172. Положим M =
O17(P )〈b〉 и найдем таблицу 2-модулярных характеров Брауэра группы Фробениуса M .

Вычислим сначала таблицу обыкновенных характеров группы M . В M всего 172 классов
сопряженных элементов: 288 классов с представителями bk, где 0 ≤ k < 288, и один класс
элементов порядка 17 с представителем a из O17(M). Множество неприводимых характеров
группы M состоит из 288 линейных характеров 1j (0 ≤ j < 288) с ядром O17(M) и одного
ее точного характера, который мы обозначим через τ . Можно считать (см., например, [1,
табл. 1 на с. 353]), что 1j(b

k) = ηjk, где 0 ≤ j, k < 288. Найдем характер τ . Поскольку |M | =
172(172−1) = 172−1+ τ(1)2, получаем τ(1) = 288. Применяя к таблице характеров группы M
второе соотношение ортогональности для характеров, получим систему равенств

288 + 288τ(a) = 0,

287
∑

j=0

ηjk + 288τ(bk) = 0 (0 < k < 288).

Из первого равенства этой системы получаем τ(a) = −1, а из второго равенства имеем τ(bk) =
−
∑287

j=0 η
jk/288 = 0 (0 < k < 288). Таким образом, таблица обыкновенных характеров груп-

пы M принимает следующий вид.
Т а б л и ц а 3

Таблица характеров

группы Фробениуса M ∼= 172 : Z288

1 bk

(0 < k < 288)
a

1j (0 ≤ j < 288) 1 ηjk 1
τ 288 0 −1

Всего имеется 10 классов 2′-элементов в M с представителями 1, b96, b−96, b32, b−32, b64,
b−64, b128, b−128 и a. Из табл. 3 извлекается следующая
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Т а б л и ц а 4

Ограничения на M2′ характеров группы M

1 b96 b−96 b32 b−32 b64 b−64 b128 b−128 a

1j , j ≡ 0 (mod 9) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1j , j ≡ 1 (mod 9) 1 z3 z−3 z z−1 z2 z−2 z4 z−4 1
1j , j ≡ −1 (mod 9) 1 z−3 z3 z−1 z z−2 z2 z−4 z4 1
1j , j ≡ 2 (mod 9) 1 z−3 z3 z2 z−2 z4 z−4 z−1 z 1
1j , j ≡ −2 (mod 9) 1 z3 z−3 z−2 z2 z−4 z4 z z−1 1
1j , j ≡ 3 (mod 9) 1 1 1 z3 z−3 z−3 z3 z3 z−3 1
1j , j ≡ −3 (mod 9) 1 1 1 z−3 z3 z3 z−3 z−3 z3 1
1j , j ≡ 4 (mod 9) 1 z3 z−3 z4 z−4 z−1 z z−2 z2 1
1j , j ≡ −4 (mod 9) 1 z−3 z3 z−4 z4 z z−1 z2 z−2 1

τ 288 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

Поскольку |M2| = 25 = 32 и 288 = 32 · 9, характер τ образует 2-блок дефекта 0 группы M .
Поэтому характер Брауэра τ |M2′ неприводим, для упрощения записи обозначим его через 288.
Положим также 1−j = 1j для j ∈ {1, 2, 3, 4}. Ввиду табл. 4 всего имеется 10 неприводимых
2-модулярных характеров Брауэра группы M : ограничения на M2′ характеров 1j для j ∈
{0,±1,±2,±3,±4} и характер Брауэра 288.

В дальнейшем нам понадобятся разложения 2-модулярных характеров Брауэра ψj |M0
(2 ≤

j ≤ 7) группы M в суммы неприводимых модулярных компонент. Поскольку z3 + z−3 =
2cos 2π/3 = −1, z+z−1 = 2cos 2π/9 = y, z2+z−2 = 2cos 4π/9 = y∗2 и z4+z−4 = 2cos 8π/9 =
y∗4, все значения характеров Брауэра ψj |M0

(2 ≤ j ≤ 7) принадлежат полю действительных
чисел. Поэтому кратности вхождения в каждый такой характер Брауэра комплексных недей-
ствительных компонент 1j и 1−j совпадают для j ∈ {1, 2, 3, 4}. Обозначим ограничения на M2′

характеров 10, 13 + 1−3, 11 + 1−1, 12 + 1−2 и 14 + 1−4 через 1, 21, 22, 23 и 24 соответственно.
Без ограничения общности можно считать, что выполняются следующие включения клас-

сов сопряженных 2′-элементов подгруппы M в классы сопряженных 2′-элементов группы L:
b96, b−96 ∈ C96

7 , b32, b−32 ∈ C32
7 , b64, b−64 ∈ C64

7 , b128, b−128 ∈ C128
7 , a ∈ C2 (последнее включение

выполняется ввиду [25, табл. 1a], так как a — трансвекция в L).
Рассмотрим разложение 2-модулярного характера Брауэра ψi|M0

(2 ≤ i ≤ 7) группы M в
сумму модулярных компонент:

ψi|M0
= x0 · 1 +

4
∑

j=1

xj · 2j + t · 288

для некоторых неотрицательных целых чисел xk (0 ≤ k ≤ 4), t.
Для удобства проверки приведем в виде таблицы значения характеров Брауэра 1, 21, 22, 23,

24 и 288 на классах 2′-элементов группы M .
Т а б л и ц а 5

Таблица значений некоторых 2-модулярных

характеров Брауэра группы M

1 b±96 b±32 b±64 b±128 a

1 1 1 1 1 1 1
21 2 2 −1 −1 −1 2
22 2 −1 y y∗2 y∗4 2
23 2 −1 y∗2 y∗4 y 2
24 2 −1 y∗4 y y∗2 2
288 288 0 0 0 0 −1
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Рассмотрим сначала разложение ψ2|M0
= x0 · 1 +

∑4
j=1 xj · 2j + t · 288. Вычисляя согласно

табл. 2 и 5 значения левой и правой части этого равенства на инцидентных классах 2′-элемен-
тов групп L и M , получим следующую систему из 6 уравнений с 6 целыми неотрицательными
неизвестными:

306 = x0 + 2
∑4

j=1 xj + 288t,

0 = x0 + 2x1 −
∑4

j=2 xj ,

0 = x0 − x1 + x2y + x3y
∗2 + x4y

∗4,

0 = x0 − x1 + x2y
∗2 + x3y

∗4 + x4y,

0 = x0 − x1 + x2y
∗4 + x3y + x4y

∗2,

17 = x0 + 2
∑4

j=1 xj − t.

Вычитая из первого уравнения системы ее последнее уравнение, получим уравнение

289 = 289t, откуда t = 1.

Теперь первое уравнение влечет, что 18 = x0 + 2
∑4

j=1 xj.

Складывая третье, четвертое и пятое уравнения системы, имеем уравнение

0 = 3(x0 − x1) +
∑4

j=2 xj(y + y∗2 + y∗4).

Легко видеть, что y + y∗2 + y∗4 = 0, поэтому 3(x0 − x1) = 0 и, значит, x0 = x1.

Второе уравнение влечет, что 0 = x0 + 3x1 −
∑4

j=1 xj и, следовательно,
∑4

j=1 xj = 4x0. Но

тогда x0 + 2
∑4

j=1 xj = 9x0 = 18 и, значит, x0 = 2 = x1 и
∑4

j=2 xj = 6. Теперь, используя

третье, четвертое и пятое уравнения системы и равенство y + y∗2 + y∗4 = 0, легко показать,
что x2 = x3 = x4 = 2.

Таким образом, получаем разложение

ψ2|M0
= χ306|M0

= 2 · 1 + 2 · 21 + 2 · 22 + 2 · 23 + 2 · 24 + 288.

Рассуждая аналогично (системы отличаются только левой частью), выводим остальные
разложения:

χ
(1)
4912|M0

= 2 · 1 + 2 · 21 + 22 + 2 · 23 + 2 · 24 + 17 · 288,

χ
(2)
4912|M0

= 2 · 1 + 2 · 21 + 2 · 22 + 23 + 2 · 24 + 17 · 288,

χ
(3)
4912|M0

= 2 · 1 + 21 + 2 · 22 + 2 · 23 + 2 · 24 + 17 · 288,

χ
(4)
4912|M0

= 2 · 1 + 2 · 21 + 2 · 22 + 2 · 23 + 24 + 17 · 288,

χ
(9)
4912|M0

= 2 · 21 + 2 · 22 + 2 · 23 + 2 · 24 + 17 · 288.

Из всех этих разложений следует, что di1 ≤ 2 и di2 = 0 при i ≥ 3. Кроме того, ввиду
[14, табл. 8.2] группа L3(17) не изоморфна подгруппе из GL2(K), поэтому имеем deg φi > 2 при
i > 1. Из предыдущего следует, что deg φ3 = 4912−d31 ≥ 4912−2 = 4910. Аналогично рассуж-
дая, последовательно показываем, что deg φ4 ≥ 4910 и di3 = 0 при i ≥ 4, deg φ5 ≥ 4910 и di4 = 0
при i ≥ 5, deg φ6 ≥ 4910 и di5 = 0 при i ≥ 6, deg φ7 ≥ 4910 и d76 = 0. Теперь согласно приведен-

ным выше разложениям можно считать, что ψ3 = φ3 = χ
(9)
4912|L0

, ψ4 = χ
(3)
4912|L0

, ψ5 = χ
(1)
4912|L0

,

ψ6 = χ
(2)
4912|L0

и ψ7 = χ
(4)
4912|L0

, причем di1 ≤ 2 при 4 ≤ i ≤ 7. Поскольку значения каждого
характера Брауэра φ5, φ6 и φ7 порождают над Z кольцо Z(y, y∗2, y∗4), вследствие [12, прило-
жение 1, с. 285] поля определения этих характеров Брауэра равны GF (8) и, таким образом,
в силу табл. 2 и [20, теорема VII.1.16] эти характеры Брауэра алгебраически сопряжены. От-
сюда получаем, что d51 = d61 = d71. Обозначим неопределенные параметры d41 и d51 через α
и β соответственно. Тогда ввиду табл. 2 и системы (∗) матрица разложения характеров из
блока B0 имеет следующий вид.
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Т а б л и ц а 6

Матрица разложения характеров

из главного 2-блока группы L

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ7
χ1 1 0 0 0 0 0 0
χ306 0 1 0 0 0 0 0
χ4913 1 0 1 0 0 0 0

χ
(u)
307 1 1 0 0 0 0 0

χ
(u)
5219 1 1 1 0 0 0 0

χ
(u,v,w)
5526 2 2 1 0 0 0 0

χ
(u)
4912,

u ≡ 0 (mod 9)
0 0 1 0 0 0 0

χ
(u)
4912,

u ≡ 3 (mod 9)
α 0 0 1 0 0 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±1 (mod 9)
β 0 0 0 1 0 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±2 (mod 9)
β 0 0 0 0 1 0

χ
(u)
4912,

u ≡ ±4 (mod 9)
β 0 0 0 0 0 1

Если α = 0 или β = 0, то ввиду табл. 6 характер ψ4 или характер ψ5 не принадлежит
блоку B0, что не так. Поэтому α, β ∈ {1, 2}.

Согласно лемме 1.2 и табл. 2 и 6 для элемента x порядка 307 из L и i ≥ 3 имеем

dimCVi
(x) = (φi(1) + 306φi(g))/307 = (4912 − di1 − 306di1)/307 = 16− di1 ≥ 14.

Итак, существует единственный неприводимый KL-модуль со свободным действием эле-
мента порядка 307 из L, это модуль V2, он имеет размерность 306. Ввиду [20, теорема VII.1.16]
этот модуль реализуется над полем GF (2).

Пункт (1) теоремы 1 для случая p = 2 доказан. �

Пусть O3(G) 6= 1. Определим неприводимые GF (3)G-модули со свободным действием эле-
мента порядка 307 из G. Пусть K — алгебраическое замыкание поля GF (3). Силовские 3-
подгруппы в L имеют порядок 9, а число классов 3′-элементов в L равно 178.

Рассмотрим разбиение на 3-блоки множества неприводимых характеров группы L. Имеется

точно 138 блоков дефекта 0: {χ306}, {χ
(u,v,w)
5526 } и {χ

(u)
4608}. Остальные блоки имеют максимальный

дефект 2 (их объединение состоит из 168 характеров).
Ограничение характера χ306 на L3′ есть неприводимый характер Брауэра группы L, прини-

мающий на элементах порядка 307 из L значение −1. Если V — соответствующий ему непри-
водимый KL-модуль, то по лемме 1.2 имеем dimCV (x) = 0.

Ограничение характера χ
(u,v,w)
5526 на L3′ есть неприводимый характер Брауэра группы L,

принимающий на элементах порядка 307 из L значение 0. Если V — соответствующий ему
неприводимый KL-модуль, то по лемме 1.2 имеем dimCV (x) = 5526/307 = 18 > 0.

Ограничение характера χ
(u)
4608 на L3′ есть неприводимый характер Брауэра группы L, при-

нимающий на классе C
(k)
8 элементов порядка 307 из L значение Auk. Пусть V — соответству-

ющий ему неприводимый KL-модуль. Рассуждая, как ранее при анализе ограничений таких
характеров на L′

2, получим, что dimCV (x) > 0.
Пусть B — 3-блок дефекта 2 группы L и D — его дефектная группа. Тогда D — силовская

3-подгруппа в L. Как мы видели выше, параболическая максимальная подгруппа P груп-
пы L содержит циклическую подгруппу 〈b〉 такую, что |b| = 172 − 1 = 288, CP (b) = 〈b〉 и
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|NP (〈b〉) : 〈b〉| = 2. Можно считать, что D = O3(〈b〉) и, значит, D — циклическая группа по-
рядка 9. Пусть D = 〈d〉. Тогда ввиду [25, табл. 1a] элементы d и d3 принадлежат некоторым
классам из семейства C7 и CL(d

3) = 〈b〉. Отсюда следует, что |NL(D) : CL(D)| = 2. По лем-
ме 1.3 блок B содержит точно 2 неприводимых характера Брауэра и точно 6 обыкновенных
неприводимых характера, причем 4 из них исключительные (т. е. совпадают на L3′), а дерево
Брауэра блока B есть 3-цепь. Но тогда табл. 1 показывает, что эти характеры Брауэра могут

быть только ограничениями на L3′ характеров χ1, χ
(u)
307 или χ

(u)
4912. Но все эти характеры, кроме

χ1, принимают на элементах порядка 307 из L значение 0. Поэтому в силу леммы 1.2 элемент x
имеет ненулевую неподвижную точку на соответствующих им неприводимых KL-модулях.

Итак, существует единственный неприводимый KL-модуль со свободным действием эле-
мента порядка 307 из L, он имеет размерность 306. Ввиду [20, теорема VII.1.16] этот модуль
реализуется над полем GF (3).

Пункт (1) теоремы 1 для случая p = 3 доказан. �

Пусть O17(G) 6= 1. Определим неприводимые GF (17)G-модули со свободным действием
элемента порядка 307 из G. Для этого достаточно определить неприводимые GF (17)L-модули,
на которых элемент порядка 307 из L имеет ненулевую неподвижную точку, т. е. имеет соб-
ственное значение 1.

Пусть K — алгебраическое замыкание поля GF (17), L = SL3(K), αi для i = 1, 2 — простые
корни группы L , εj для 1 ≤ j ≤ 3 — веса стандартного (естественного) KL-модуля. Пусть
ϕ — неприводимое представление группы L над полем K со старшим весом ω(ϕ) и системой
весов X(ϕ), а ϕ∗ — представление, дуальное представлению ϕ. Тогда ω(ϕ) = a1ω1 + a2ω2

для некоторых неотрицательных целых чисел a1 и a2 и ω(ϕ∗) = a2ω1 + a1ω2. Известно, что
группа SLn(q) содержит циклическую подгруппу порядка (qn − 1)/(q − 1) (цикл Зингера) и
каждая такая подгруппа действует неприводимо на ее естественном модуле (см. [19, гл. II,
теорема 7.3]). Таким образом, цикл Зингера группы L имеет порядок 307.

Неприводимое рациональное представление группы L называется 17-ограниченным, если
коэффициенты его старшего веса меньше 17. В силу сказанного во введении задачи о собствен-
ных значениях образов фиксированных элементов группы L в ее неприводимых K-представ-
лениях сводятся к аналогичным задачам для 17-ограниченных представлений группы L. Мы
докажем следующее

Предложение 2.1. Пусть ϕ — 17-ограниченное неприводимое представление группы L

со старшим весом ω = a1ω1 + a2ω2 и x ∈ L — элемент порядка 307. Элемент ϕ(x) имеет
собственное значение 1 тогда и только тогда, когда либо a1 − a2 ≡ 0 (mod 3), т. е. вес ω
радикален, либо множество {a1, a2} совпадает с одним из следующих :

{12, 11}, {13, 9}, {13, 11}, {13, 12}, {14, 7}, {14, 10}, {14, 12}, {14, 13}, {15, 5}, {15, 8}, {15, 10},

{15, 11}, {15, 13}, {15, 14}, {16, 3}, {16, 6}, {16, 9}, {16, 11}, {16, 12}, {16, 14}, {16, 15}.

В частности, ϕ(x) имеет собственное значение 1, если a1 и a2 оба больше 11, и не имеет,
когда вес ω не радикален и оба числа a1 и a2 меньше 12.

Докажем сначала две вспомогательные леммы.

Лемма 2.1. Вес ω = a1ω1 + a2ω2 группы L радикален тогда и только тогда, когда

a1 − a2 ≡ 0 (mod 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это следует из известных формул, выражающих фундамен-
тальные веса групп типа An в виде линейных комбинаций простых корней (см. [2, гл. VI,
табл. 1]). �
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Лемма 2.2. Если λ = b1ω1 + b2ω2 — вес неприводимого представления ϕ группы L, то
веса −λ и b2ω1 + b1ω2 принадлежит X(ϕ∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы непосредственно вытекает из опре-
деления дуального представления (см. [22, ч. I, разд. 2.11]). Ввиду [8, лемма 73] ω(ϕ∗) =
−w0ω(ϕ), где w0 — единственный элемент группы Вейля группы L, который все положитель-
ные корни переводит в отрицательные. Поскольку w0(αi) = −α3−i при i = 1, 2 [2, гл. VI,
табл. 1] , то представление ϕ∗ эквивалентно представлению, получающемуся из ϕ с помощью
графового морфизма группы L. Отсюда следует второе утверждение леммы. �

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 2.1. Пусть x — элемент порядка 307 из L. Так как x
является элементом группы L, неподвижным относительно ее морфизма Фробениуса, связан-
ного с возведением элементов поля K в степень 17, то его собственные значения в естественном
G-модуле равны t, t17, t289, где t — элемент порядка 307 из K. Фиксируем максимальный тор
группы L, содержащий x. Рассматривая веса группы L как веса этого тора, можно считать,
что ε1(x) = t и ε2(x) = t17. Далее 〈λ, β〉 — значение веса λ на корне β (как в [8, §1]). Пусть
λ = aε1 + bε2 ∈ X(ϕ). Из сказанного выше следует, что λ(x) = ta+17b. Поэтому λ(x) = 1 тогда
и только тогда, когда

a+ 17b ≡ 0 (mod 307). (2.1)

Значит, для доказательства предложения 2.1 достаточно выяснить, когда множество X(ϕ)
содержит вес λ, удовлетворяющий условию (2.1).

Пусть λ — такой вес. Переходя к дуальному представлению, если потребуется, и используя
лемму 2.2, можно считать, что a+ 17b ≥ 0 и a ≥ 0 при a+ 17b = 0. Заметим, что

λ = (a− b)ω1 + bω2, 〈λ, α2〉 = b, 〈λ, α1 + α2〉 = a.

Так как α1 + α2 — максимальный корень группы L и все ее корни одной длины, то в силу
[13, лемма 2.2] получаем, что |〈λ, α2〉| и |〈λ, α1 + α2〉| ≤ 〈ω,α1 + α2〉 = a1 + a2 ≤ 32. Поэтому
|a|, |b| ≤ 32 и, значит, a + 17b = 0 или 307. При λ = 0 вес ω радикален, в этой ситуации
используем лемму 2.1.

Если a+17b = 0 и a > 0, то a = 17 и b = −1 и, следовательно, λ = 18ω1−ω2, и вес λ лежит
в одной орбите относительно группы Вейля с доминантным весом µ = 17ω1 + ω2.

Пусть a + 17b = 307. Так как |a| ≤ 32 и a ≡ 1 (mod 17), то a ∈ {−16, 1, 18}. При a = −16
получаем, что b = 19 и 〈λ, α1〉 = −35; это приводит к противоречию. Если a = 1, то b = 18 и
вес λ = −17ω1+18ω2 опять лежит в одной орбите относительно группы Вейля с µ. При a = 18
имеем b = 17 и λ = ω1 + 17ω2. Ввиду леммы 2.1 в этом случае λ ∈ X(ϕ) тогда и только тогда,
когда µ ∈ X(ϕ∗).

Теперь осталось определить, для каких 17-ограниченных представлений ϕ вес µ принад-
лежит X(ϕ). В силу результатов [9] множество X(ϕ) совпадает с аналогичным множеством
для неприводимого представления группы типа A2 (и ее алгебры Ли) в характеристике 0 со
старшим весом ω(ϕ). Поэтому из описания доминантных весов неприводимых представлений
полупростых алгебр Ли в характеристике 0 (см. [3, гл. VIII, §7, предложение 5]) следует, что
µ ∈ X(ϕ) тогда и только тогда, когда уравнение

ω − µ = xα1 + yα2 (2.2)

имеет решение с целыми неотрицательными числами x и y. Уравнение (2.2) равносильно си-
стеме двух равенств

a1 = 17 + 2x− y, a2 = 1 + 2y − x. (2.3)

Пусть 0 ≤ a1, a2 ≤ 16, и система (2.3) имеет искомое решение. Тогда выполняются следующие
соотношения:

2x− y < 0, 2y − x ≤ 15, 2x− y ≡ 2y − x( mod 3), 2y − x ≥ −2(2x− y). (2.4)
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Отсюда следует, что 2x − y ≥ −7. Теперь нетрудно заключить, что справедливо одно из сле-
дующих утверждений:

a) 2x− y = −7, 2y − x = 14, x = 0, y = 7, (a1, a2) = (10, 15);

b) 2x− y = −6, 2y − x = 12, x = 0, y = 6, (a1, a2) = (11, 13);

c) 2x− y = −6, 2y − x = 15, x = 1, y = 8, (a1, a2) = (11, 16);

d) 2x− y = −5, 2y − x = 10, x = 0, y = 5, (a1, a2) = (12, 11);

e) 2x− y = −5, 2y − x = 13, x = 1, y = 7, (a1, a2) = (12, 14);

f) 2x− y = −4, 2y − x = 8, x = 0, y = 4, (a1, a2) = (13, 9);

g) 2x− y = −4, 2y − x = 11, x = 1, y = 6, (a1, a2) = (13, 12);

h) 2x− y = −4, 2y − x = 14, x = 2, y = 8, (a1, a2) = (13, 15);

i) 2x− y = −3, 2y − x = 6, x = 0, y = 3, (a1, a2) = (14, 7);

j) 2x− y = −3, 2y − x = 9, x = 1, y = 5, (a1, a2) = (14, 10);

k) 2x− y = −3, 2y − x = 12, x = 2, y = 7, (a1, a2) = (14, 13);

l) 2x− y = −3, 2y − x = 15, x = 3, y = 9, (a1, a2) = (14, 16);

m) 2x− y = −2, 2y − x = 4, x = 0, y = 2, (a1, a2) = (15, 5);

n) 2x− y = −2, 2y − x = 7, x = 1, y = 4, (a1, a2) = (15, 8);

o) 2x− y = −2, 2y − x = 10, x = 2, y = 6, (a1, a2) = (15, 11);

p) 2x− y = −2, 2y − x = 13, x = 3, y = 8, (a1, a2) = (15, 14);

q) 2x− y = −1, 2y − x = 2, x = 0, y = 1, (a1, a2) = (16, 3);

r) 2x− y = −1, 2y − x = 5, x = 1, y = 3, (a1, a2) = (16, 6);

s) 2x− y = −1, 2y − x = 8, x = 2, y = 5, (a1, a2) = (16, 9);

t) 2x− y = −1, 2y − x = 11, x = 3, y = 7, (a1, a2) = (16, 12);

u) 2x− y = −1, 2y − x = 14, x = 4, y = 9, (a1, a2) = (16, 15).

Отсюда и из леммы 2.1 вытекает утверждение предложения, а значит, п. (2) теоремы 1.�

Пункт (3) теоремы 1 следует из п. (2), так как ограничения на L двух взаимно дуальных
17-ограниченных неприводимых представлений группы L переставляются внешним автомор-
физмом группы L. �

Теорема 1 доказана.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда в силу леммы 1.1 и [6, табл. 1] G ∼= Sp4(4),
Sp4(4) : 2 или Sp4(4) : 4 и граф Γ(G) имеет вид

❝ ❝

❝

❝ .�
��❅

❅❅

2 3

5

17
Отсюда π1(G) = {2, 3, 5} и π2(G) = π2(G) = {17}. Ввиду леммы 1.1 π(F (G)) ⊆ {2, 3, 5} и

элемент порядка 17 из G действует свободно на F (G). Предположим, что F (G) 6= 1. Применяя
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лемму 1.2 и таблиц 3- и 5-модулярных характеров Брауэра группы Sp4(4) из [12], получим, что
не существует неприводимых Soc(G)-модулей в характеристиках 3 и 5 со свободным действием
элемента порядка 17. Поэтому F (G) = O2(G).

Положим G1 = Soc(G). Пусть x — элемент порядка 17 из G1. Тогда в стандартном KG1-
модуле элемент x имеет собственные значения t, t4, t−1 и t−4, где t — элемент порядка 17
из K∗. Известно, что все веса неприводимого Sp4(K)-модуля со старшим весом ω2 лежат в
орбите старшего веса относительно группы Вейля. Положим

µ1 = ω1, µ2 = 2ω1, µ3 = ω2, µ4 = 2ω2, µ5 = ω1 + ω2,

µ6 = ω1 + 2ω2, µ7 = 2ω1 + 2ω2, µ8 = 2ω1 + ω2, µ9 = 3ω1, µ10 = 3ω1,

Mi = M(µi) для 1 ≤ i ≤ 10. Обозначим через ϕi представление, реализующееся в модуле Mi.
Используя теорему Стейнберга о тензорном произведении, а также теорему 28 и следствие
теоремы 41 из [8], можно определить собственные значения элемента x на всех неприводимых
KG1-модулях. Это позволяет установить, что множество S модулей со свободным действием
элемента x (с точностью до изоморфизма) состоит из модулей Mi, 1 ≤ i ≤ 10. Из [8, теорема
28] вытекает, что орбиты действия группы Out(G1) ∼= Z4 на множестве S имеют вид

{M1,M2,M3,M4}, {M5,M6,M7,M8}, {M9,M10}.

Известно, что GF (4) является полем разложения всех неприводимых K-представлений груп-
пы G1 (см. [26]). Представления ϕ9 и ϕ10 могут быть реализованы над полем GF (2), так как
они инвариантны относительно морфизма, определяемого возведением элементов поля K в
квадрат. При 1 ≤ i ≤ 10 представление ϕi не инвариантно относительно этого морфизма и,
значит, не может быть реализовано над GF (2). Чтобы завершить доказательство, используем
[20, теорема VII.1.16].

Теорема 2 доказана.
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2. Bourbaki N. Groupes et algèbres de Lie (Chapt. IV–VI ). Paris: Hermann, 1968, 282 p.
doi: 10.1007/978-3-540-34491-9 . Translated into Russian under the title Gruppy i algebry Li (glavy
IV–VI, Moscow: Mir Publ., 1972, 334 p.
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