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Многие природные явления и процессы, такие как потоки лавы при экструзивном извержении вулканов,
селевые потоки и оползни горных пород, снежные лавины могут иметь катастрофические последствия
для жизни и деятельности человека и животных. Математическое моделирование подобных ситуаций
представляет собой важную научную задачу. Все эти и многие другие явления и процессы могут быть
представлены моделями гравитационного течения вязкой несжимаемой жидкости. Основными движущи-
ми силами в эволюции упомянутых потоков являются гравитационные силы, силы вязкого трения, силы
межфазового взаимодействия. Для математического описания подобных процессов предлагаются матема-
тические модели движения двухфазной вязкой несжимаемой жидкости. Одну фазу такой жидкости пред-
ставляет собой собственно вязкая несжимаемая жидкость (вязкая фаза), другую фазу — несжимаемая
жидкость с малой плотностью и малой вязкостью, которую условно будем называть воздухом. Введение
воздушной фазы позволяет несколько упростить математическую модель для общего потока жидкости
и упростить для него граничные условия. Математическая модель включает в себя уравнение Навье —
Стокса, уравнение несжимаемости, уравнение переноса вязкой фазы, а также соответствующие начальные
и граничные условия. В работе изучаются такие математические модели. Установлена корректность соот-
ветствующих начально-краевых задач; для них доказаны теоремы о разрешимости в обобщенном (слабом)
смысле. Исследована зависимость решения от исходных данных и некоторых параметров модели.
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ние Навье — Стокса, уравнение переноса, обобщенное решение.
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Many natural phenomena and processes, such as lava flows during extrusive eruptions of volcanoes, mudflows,
rock landslides, and snow avalanches, can have catastrophic consequences for the life and activities of humans
and animals. Mathematical modeling of such problems is an important scientific problem. All these and many
other phenomena and processes can be represented by models of the gravitational flow of a viscous incompressible
fluid. The main driving forces in the evolution of these flows are the forces of gravitation, viscous friction, and
interphase interaction. For the mathematical description of such processes, we propose mathematical models of
the motion of a two-phase viscous incompressible fluid. One phase of such a fluid is a viscous incompressible fluid
(viscous phase) itself, and the other phase is an incompressible fluid with low density and low viscosity, which
will be called air for convenience. The introduction of the air phase makes it possible to slightly simplify the
mathematical model for the total fluid flow and simplify the boundary conditions for it. The mathematical model
includes the Navier–Stokes equation, the incompressibility equation, the viscous phase transfer equation, and
the corresponding initial and boundary value conditions. The introduced mathematical models are studied. It is
established that the corresponding initial–boundary value problems are well-posed. Theorems on the solvability
in the generalized (weak) sense are proved for initial–boundary value problems. The dependence of the solution
on the initial data and some parameters of the model is investigated.
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Введение

Многофазный поток — это поток нескольких жидкостей. При этом одно и то же вещество,
которое находится в разных агрегатных состояниях, может быть представлено многофазной
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жидкостью. В многофазном потоке каждая жидкость может иметь свое собственное поле ско-
ростей, или вся многофазная жидкость может иметь общее поле скоростей. Жидкости не
смешиваются, но обладают некоторой областью взаимодействия и могут влиять друг на дру-
га посредством межфазных сил, например, сил поверхностного натяжения, а также передачи
энергии (массы) в зоне взаимодействия.

Сели и оползни, снежные лавины — распространенные явления в горах. Они вызывают
громадные разрушения, сопровождаются человеческими жертвами и значительными матери-
альными потерями. Чтобы бороться с селями и лавинами, необходимо их исследовать и уметь
моделировать математическими методами. При геологических изысканиях и строительстве
в лавиноопасных районах необходимо знать возможную скорость движения лавины, а также
высоту ее фронта (см., например, [1]). В полной мере это относится и к потокам вулканической
лавы (см., например, [2]).

Строительство крупных объектов часто сопровождается изменением рельефа местности,
например, появлением котлованов, изменением русла рек и так далее. Последующие осадки
могут привести к затоплению территорий, разрушению объектов инфраструктуры и значи-
тельным материальным затратам. Примером может служить территория Большого Сочи, где
были построены олимпийские объекты [3].

Умение составить реальный прогноз событий математическими методами поможет пра-
вильно оценивать риски вмешательства человека в природу и разработать комплекс мер по
предотвращению чрезвычайных ситуаций. Расходы на потери и ликвидацию последствий, свя-
занных с потоками вулканической лавы, селями, снежными лавинами, могут намного превы-
шать затраты на реализацию превентивных мер и организацию мероприятий по повышению
осведомленности общественности (см. [4]). Человеческое сообщество должно быть готово к
мониторингу таких природных явлений в реальном времени, а научные знания должны быть
основой стратегий противостояния таким стихийным бедствиям.

Все вышеупомянутые природные явления и процессы могут быть представлены моделями
течения многофазной вязкой несжимаемой жидкости, находящейся под воздействием гравита-
ционной силы, сил вязкого трения и других сил. Для описания подобных процессов предлага-
ются математические модели движения двухфазной вязкой несжимаемой жидкости, которые
включают в себя уравнение Навье — Стокса, уравнение несжимаемости, уравнение переноса,
а также соответствующие начальные и граничные условия.

В данной работе исследуется корректность постановок начально-краевых задач для упо-
мянутых выше моделей, вводится понятие обобщенного (слабого) решения соответствующей
математической задачи, изучаются разрешимость задачи и зависимость решения задачи от
исходных данных и параметров модели.

1. Постановка задачи

Рассмотрим для определенности процесс вытекания вязкой несжимаемой жидкости из вер-
тикального канала (рис. 1). Опишем математическую модель рассматриваемого движения
жидкости. В качестве основных уравнений состояния жидкости примем уравнения движения
двухфазной вязкой жидкости. В модельной области Ω ⊂ R

2 (см. рис. 1) движение такой вяз-
кой жидкости на промежутке времени t ∈ T = [t0, ϑ], где t = t0 — начало времени наблюдения
за процессом, t = ϑ — конечный момент времени наблюдения за процессом, представляется
уравнением Навье — Стокса и уравнением несжимаемости (неразрывности) (см. [5–10]):

Lu ≡
∂(ρu)

∂t
+ 〈u, ∇〉 (ρu)−∇ ·

(

µ
(

∇u+∇u⊤
))

= −∇p− ρg, x ∈ Ω, t ∈ T, (1.1)

∇ · u = 0, x ∈ Ω, t ∈ T ; (1.2)

u(t0,x) = 0, x ∈ Ω. (1.3)
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Здесь x = (x 1, x 2) — декартовы координаты геометрической точки на плоскости; u = (u 1(t,x),
u 2(t,x)) — скорость движения жидкости; ρ = ρ (t, x) — плотность; µ = µ (t, x) — вязкость;
p = p(t,x) — давление; g = (0 , g), где g — ускорение силы тяжести; ∇ — вектор градиента, ⊤ —
символ, обозначающий транспонирование матрицы,

〈

· , ·
〉

— скалярное произведение векторов,
∇· — дивергенция вектора.

Модельные плотность и вязкость двухфазной среды определяются равенствами

ρ = ρ (t,x) = ρL α (t,x) + ρA (1− α (t,x)) и µ = µ (t,x) = µL(x)α(t,x) + µA (1− α(t,x))

соответственно, где ρA = const — плотность воздуха; ρL = const — плотность жидкости;
µA = const — вязкость воздуха и µL = µL(x) — вязкость жидкости. Функция α = α (t,x)
характеризует местоположение жидкой фазы в области Ω; она принимает значение “единица”,
если в момент времени t ∈ T точка x ∈ Ω принадлежит жидкости, и принимает значение “нуль”,
если данная точка принадлежит воздушной фазе. Эта функция “переносится” со скоростью u

согласно уравнению адвекции (оно равносильно уравнению переноса плотности; см. [5; 6]):

∂α

∂t
+∇ · (αu) = 0, x ∈ Ω, t ∈ T, (1.4)

α (t0,x) = α0(x), x ∈ Ω. (1.5)

На границе модельной области задаются следующие граничные условия:

Γ1 : u = −ϕ n, α = 1, t ∈ T ; (1.6)

Γ2 ∪ Γ3 : u = 0, t ∈ T ; (1.7)

Γ4 : u = ψ n, t ∈ T,
(

∫

Γ4

ψ dΓ =

∫

Γ1

ϕdΓ
)

. (1.8)

Задача состоит в нахождении решения

(u = u(t,x), p = p(t,x), α = α (t,x) ) , t ∈ T, x ∈ Ω,

начально-краевой задачи (1.1)–(1.8) с указанными выше начальными и граничными услови-
ями (1.3), (1.5), (1.6)–(1.8). Величины ρA, ρL, µA, µL считаются известными. Вычислению
также подлежат модельные плотность и вязкость среды.

Система уравнений (1.1)–(1.8) имеет устойчивое решение, если произвольное по отноше-
нию к нему малое возмущение, возникнув в какой-либо момент, далее со временем убывает.
В противном случае решение неустойчиво. Можно показать, что при малых числах Рейнольд-
са, когда вязкие силы играют преобладающую роль, гидродинамические решения устойчивы.
Неустойчивость возникает при больших числах Рейнольдса, когда существенны инерционные

Γ3
Γ3

Γ1 Γ2Γ2

Γ4

α = 0

α = 1

Ω

Рис. 1. Модельная область.
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силы. Двухфазная жидкость также будет находиться в неустойчивом состоянии, если сверху
находится более тяжелая жидкость. Такая система будет эволюционировать под действием
силы тяжести. Ранее такие модели использовались при моделировании осадочных бассейнов.
Процесс образования осадочного бассейна можно представить как результат погружения неко-
торого тела в очень вязкую жидкость (см. [11]). Экструзия минеральных солей на поверхность
Земли и эволюция позднепермских солевых структур в Прикаспийском бассейне моделирова-
лись в [12].

Некоторые вопросы разрешимости в классическом или обобщенном смыслах близких по
постановкам краевых задач исследовались в [10; 13–18].

Рассмотрим вопрос о разрешимости начально-краевой задачи (1.1)–(1.8) в обобщенном
смысле и исследуем некоторые свойства этого решения. Сначала преобразуем исходную за-
дачу к задаче с однородными граничными условиями следующим образом. Фиксируем какую-
нибудь векторную функцию η ∈ W 1

2 (T × Ω)2 = W 1
2 (T × Ω), удовлетворяющую граничным

условиям из (1.6)–(1.8), а также условию несжимаемости ∇ · η = 0, x ∈ Ω, t ∈ T . Условие
существования такой функции назовем условием продолжения. Условие продолжения выпол-
няется, например, при достаточно гладкой границе области Ω и достаточно гладких скалярных
функциях ϕ и ψ, удовлетворяющих соответственно на концах отрезков Γ1 и Γ4 определенным
условиям согласования (см. [10; 15; 16]). Ясно также, что если существует хотя бы одна такая
функция продолжения, то их существует бесконечно много. Теперь решение исходной задачи
будем искать в виде u = w+ η, где w — новая искомая функция. Запишем начально-краевую
задачу для w:

L(w + η) = −∇p− ρg, x ∈ Ω, t ∈ T ; (1.9)

∇ ·w = 0, x ∈ Ω, t ∈ T ; (1.10)

∂α

∂t
+∇ · (α (w + η) ) = 0, x ∈ Ω, t ∈ T ; (1.11)

Ω: w(t0 , · ) = −η (t0 , · ), α (t0 , · ) = α0(·); (1.12)

Γ1 : w = 0, α = 1, t ∈ T ; (1.13)

Γ2 ∪ Γ3 : w = 0, t ∈ T ; (1.14)

Γ4 : w = 0, t ∈ T. (1.15)

Отметим, что начально-краевая задача (1.9)–(1.15) содержит разрывные функции ρ, µ, α,
поэтому не может иметь классического (гладкого) решения. Это требует введения обобщенного
решения.

Следуя [10; 13–18], введем понятие обобщенного решения начально-краевой зада-
чи(1.9)–(1.15). Пусть J(Ω)

(

J1(Ω)
)

есть гильбертово пространство векторных функций, пред-
ставляющее собой замыкание в норме пространства L2(Ω)

2 = L2(Ω)
(

W2
1(Ω)2 = W2

1(Ω)
)

множества всех гладких соленоидальных в Ω функций с однородными граничными услови-
ями из (1.13)–(1.15). Под обобщенным решением начально-краевой задачи (1.9)–(1.15) будем
понимать тройку функций

(w = w(t,x), p = p(t,x), α = α (t,x)) , t ∈ T, x ∈ Ω,

которые определяются как элементы функциональных пространств (см. [10; 13–18])

w ∈ W
0,1
2 (T × Ω) , w ∈ L4 (T × Ω) , w ∈ C(T ; L2(Ω)), w ∈ L∞(T ; J(Ω)) ∩ L2(T ; J

1(Ω)),

p ∈W
0,1
2 (T × Ω) , α ∈ L∞ (T × Ω) , α ∈ C(T ; L2(Ω)),

и удовлетворяют следующим интегральным тождествам:
∫

T

∫

Ω

[

ρ
〈

(w + η) ,
∂ v

∂ t

〉

+ ρ
〈

〈(w + η), ∇〉v, (w + η)
〉

]

dx dt
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− 2−1

∫

T

∫

Ω

[

µ
〈

(∇(w + η) +∇(w + η)⊤) , (∇v +∇v⊤)
〉

+ ρ
〈

g ,v
〉]

dx dt = 0 (1.16)

(

здесь v ∈ W
1,1
2 (T ×Ω), v ∈ C 1(T ; J1(Ω)) — любая пробная векторная функция такая, что

v(ϑ , · ) = 0, ∇ · v(t) = 0 для t ∈ T , и удовлетворяющая однородным граничным условиям из
(1.13)–(1.15)

)

;
∫

T

∫

Ω

α
[ ∂ β

∂ t
+ 〈∇β , w〉+ 〈∇β , η〉

]

dx dt = 0 (1.17)

(

здесь β ∈ W 1
2 (T ×Ω), β ∈ C1(T ; W 1

2 (Ω)) — любая пробная функция такая, что β (ϑ ,x) = 0,
x ∈ Ω и β (t,x) = 0, x ∈ Γ2, t ∈ T

)

.

Заметим, что в тождестве (1.16) отсутствует градиент давления. Это следует из того, что

∫

Ω

〈∇p, v〉 dx =

∫

Γ

p 〈v, n〉 dΓ−

∫

Ω

p (∇ · v) dx = 0.

Градиент давления ∇p(t, · ) при каждом t ∈ T может быть однозначно найден из тожде-
ства (1.16) (см. [10; 13–15]) в силу того, что это тождество выполняется для всех пробных
функций v из указанного выше класса соленоидальных функций. Само давление p при каж-
дом t ∈ T определяется по градиенту однозначно с точностью до произвольного слагаемого
c(t), не зависящего от x (см. [10; 13–16]). Произвольные слагаемые c(t), t ∈ T, определяют-
ся из каких-либо дополнительных условий, на которых мы здесь останавливаться не будем,
поскольку это не мешает однозначному определению искомой скорости в указанном классе
функций. Таким образом, решение задачи фактически сводится к нахождению пары функций
(u = u(t,x) , α = α (t,x)), t ∈ T , x ∈ Ω, удовлетворяющих интегральным тождествам (1.16) и
(1.17) в указанных классах искомых и пробных функций. Эту пару функций далее и будем
называть обобщенным решением краевой задачи (1.9)–(1.15).

2. Предварительные результаты

Пусть далее выполняются условия

ρ ∈ L∞(T × Ω): 0 < ρ1 = const ≤ ρ (t,x) ≤ ρ2 = const <∞, (t,x) ∈ T × Ω; (2.1)

µ ∈ L∞(T × Ω): 0 < µ1 = const ≤ µ (t,x) ≤ µ2 = const <∞, (t,x) ∈ T × Ω. (2.2)

Рассмотрим сначала отдельно начально-краевую задачу для уравнения переноса

∂ α

∂ t
+ 〈∇α,u〉 = 0, x ∈ Ω, t ∈ T∗, (2.3)

α (t∗ , x ) = α∗(x), x ∈ Ω, (2.4)

α(t , x ) = α̃ (t,x), x ∈ Γ1, t ∈ T∗, (2.5)

где T∗ = [t∗ , t
∗] (−∞ < t∗ < t∗ < +∞) — произвольный отрезок времени, u, α∗, α̃ — неко-

торые заданные функции. Обобщенным решением задачи (2.3)–(2.5) назовем положительную
функцию α ∈ L∞ (T∗ × Ω) ∩ C(T∗ ; L2(Ω) ), удовлетворяющую интегральному тождеству

∫

Ω

α∗(x)β (t∗, x) dx+

∫

T∗

∫

Ω

α
[ ∂β

∂t
+ 〈∇β , u〉

]

dx dt =

∫

T∗

∫

Γ1

α̃ β 〈u , n〉 dΓ dt (2.6)

для любой пробной функции β ∈W 1
2 (T∗ × Ω) такой, что β(t∗, · ) = 0 и β = 0 на T∗ × Γ4.



66 И.А.Цепелев, А.И.Короткий, Ю.В.Стародубцева

Лемма 1. Пусть соленоидальная в Ω векторная функция u ∈ L2(T∗; W
1
2 (Ω)) удовлетво-

ряет граничным условиям

u = −ϕ n, ϕ ≥ 0 на T∗ × Γ1; u = 0 на T∗ × (Γ2 ∪ Γ3); u = ψ n, ψ ≥ 0 на T∗ × Γ4.

Пусть положительные скалярные начальные и граничные данные принадлежат соответ-

ственно пространствам α∗ ∈ L∞(Ω), α̃ ∈ L∞(T∗ × Γ1). Тогда начально-краевая задача

(2.3)–(2.5) имеет единственное положительное обобщенное решение в смысле интегрального

тождества (2.6). Кроме того, это решение принадлежит пространству C(T∗; Lq(Ω)) при

любом q ∈ [ 1 , ∞ ).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы аналогично доказательству леммы 1 из [18, с. 41] (см.
также [17, гл. 3, § 1–3]). �

Можно показать, что определение обобщенного решения задачи (2.3)–(2.5) в смысле ин-
тегрального тождества (2.6) равносильно определению обобщенного решения этой задачи в
смысле интегрального тождества

∫

Ω

α(t2,x)β(t2,x) dx−

∫

Ω

α(t1,x)β(t1,x) dx

=

t2
∫

t1

∫

Ω

α
[ ∂ β

∂ t
+ 〈∇β , u〉

]

dx dt−

t2
∫

t1

∫

Γ1

α̃ β 〈u , n〉 dΓ dt, (2.7)

которое должно выполняться для любых моментов времени t1 ∈ T∗, t2 ∈ [t1, t
∗] и любой

пробной функции β ∈W 1
2 (T∗ × Ω) такой, что β = 0 на T∗ × Γ4 (см. [17, гл. 3, § 1, с. 110–111]).

Из (2.7) следует, что функция

y = y(t) ≡

∫

Ω

α(t,x)β(t,x) dx, t ∈ T∗,

абсолютно непрерывна на T∗, дифференцируема почти всюду на T∗, причем

dy(t)

dt
=

∫

Ω

α(t,x)
[ ∂ β(t, x)

∂ t
+ 〈∇β(t,x),u(t,x)〉

]

dx−

∫

Γ1

α̃(t,x)β(t,x) 〈u(t,x),n(t,x)〉 dΓ.

В условиях леммы 1 для любых t1 ∈ T∗ и t2 ∈ [t1, t
∗] обобщенное решение начально-краевой

задачи (2.3)–(2.5) удовлетворяет равенству (уравнению баланса)

∫

Ω

[

α(t2, · )
2 − α(t1, · )

2] dx = −

t2
∫

t1

∫

Γ

α2 〈u, n〉 dΓ dt =

t2
∫

t1

∫

Γ1

α2ϕdΓ dt−

t2
∫

t1

∫

Γ4

α2ψ dΓ dt. (2.8)

В частности, при условии 〈u, n〉 = 0 (это условие еще называют условием твердой стенки или
условием непротекания) на T∗ × Γ имеем

∫

Ω

α(t2 , · )
2 dx =

∫

Ω

α(t1 , · )
2 dx.

Сравнительно просто равенство (2.8) сначала устанавливается для классического реше-
ния задачи (2.3)–(2.5), затем обобщенное решение задачи (2.3)–(2.5) соответствующим об-
разом аппроксимируется классическими решениями (см., например, обоснование леммы 1 в
[18, с. 41–42]; потом в равенствах (2.8), записанных для классических решений, делается пре-
дельный переход, приводящий к равенству (2.8) для обобщенного решения.
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Из (2.8) легко выводятся полезные неравенства

∫

Ω

[

α(t2 , · )
2 − α(t1 , · )

2] dx ≤

∫

Ω

[

α(t2 , · )
2 − α(t1 , · )

2] dx+

t2
∫

t1

∫

Γ4

α2 〈u, n〉 dΓ dt

= −

t2
∫

t1

∫

Γ1

α2 〈u, n〉 dΓ dt =

t2
∫

t1

∫

Γ1

α2 ϕdΓ dt,

max
τ∈[ t∗ , t]

‖α(τ , · ) ‖2L2(Ω) ≤ max
τ∈[ t∗ , t]

‖α(τ , · ) ‖2L2(Ω) +

t
∫

t∗

∫

Γ4

α2 〈u, n〉 dΓ dτ

≤ ‖α∗( · ) ‖
2
L2(Ω) −

t
∫

t∗

∫

Γ1

α2 〈u, n〉 dΓ dτ ≤ ‖α∗( · ) ‖
2
L2(Ω) +

t
∫

t∗

∫

Γ1

α2ϕdΓ dτ ∀ t ∈ T∗. (2.9)

Рассмотрим теперь отдельно начально-краевую задачу для уравнения движения

L(w + η) = −∇p− ρg, x ∈ Ω, t ∈ T∗; (2.10)

∇ ·w = 0, x ∈ Ω, t ∈ T∗; (2.11)

Ω: w(t∗ , · ) = w∗( · ); (2.12)

Γ: w = 0, t ∈ T∗. (2.13)

Под обобщенным решением начально-краевой задачи (2.10)–(2.13) будем понимать функцию

w = w(t,x), t ∈ T∗, x ∈ Ω,

принадлежащую функциональным пространствам (см. [10; 13–18])

w ∈ W
0,1
2 (T∗ × Ω) , w ∈ L4 (T∗ × Ω) , w ∈ L∞(T∗; J(Ω)), w ∈ L2(T∗; J

1(Ω))

и удовлетворяющую интегральному тождеству

∫

T∗

∫

Ω

[

ρ
〈

(w + η),
∂v

∂t

〉

+ ρ
〈

〈(w + η), ∇〉v, (w + η)
〉

]

dx dt

− 2−1

∫

T∗

∫

Ω

[

µ
〈

(∇(w + η) +∇(w + η)⊤), (∇v +∇v⊤)
〉

+ ρ〈g ,v〉
]

dx dt

+

∫

Ω

ρ (t∗,x) (w∗(x) + η(t∗,x) )v(t∗,x) dx = 0 (2.14)

для любой пробной векторной функции v ∈ W 1
2 (T∗ ×Ω) такой, что v(t∗, · ) = 0, ∇ · v(t) = 0

для почти всех t ∈ T∗, и удовлетворяющей однородным граничным условиям (2.13).

Это определение обобщенного решения задачи (2.10)–(2.13) в смысле интегрального тожде-
ства (2.14) равносильно определению обобщенного решения этой задачи в смысле интеграль-
ного тождества

∫

Ω

ρ(t2,x)(w(t2,x) + η(t2,x))v(t2,x) dx−

∫

Ω

ρ(t1,x)(w(t1,x) + η(t1,x))v(t1,x) dx
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=

t2
∫

t1

∫

Ω

[

ρ
〈

(w + η),
∂ v

∂ t

〉

+ ρ
〈

〈(w + η), ∇〉v, (w + η)
〉

]

dx dt

− 2−1

t2
∫

t1

∫

Ω

[

µ
〈

(∇(w + η) +∇(w + η)⊤), (∇v +∇v⊤)
〉

+ ρ〈g, v〉
]

dx dt, (2.15)

которое должно выполняться для любых моментов времени t1 ∈ T∗, t2 ∈ [t1, t
∗] и любой

пробной векторной функции v ∈ W 1
2 (T∗ × Ω) такой, что ∇ · v(t) = 0 для почти всех t ∈ T∗, и

удовлетворяющей однородным граничным условиям (2.13) (см. рассуждения в [17, гл. 3, § 1,
с. 110–111]).

Из (2.15) следует, что функция

s = s(t) ≡

∫

Ω

ρ(t,x)(w(t,x) + η(t,x))v(t,x) dx, t ∈ T∗,

абсолютно непрерывна на T∗, дифференцируема почти всюду на T∗, причем

d s(t)

d t
=

∫

Ω

[

ρ
〈

(w + η),
∂v

∂t

〉

+ ρ
〈

〈(w + η), ∇〉v, (w + η)
〉

]

dx

− 2−1

∫

Ω

[

µ
〈

(∇(w + η) +∇(w + η)⊤), (∇v +∇v⊤)
〉

+ ρ〈g, v〉
]

dx.

Лемма 2. При выполнении условия продолжения, условий (2.1), (2.2), включения w∗ ∈
J(Ω) начально-краевая задача (2.10)–(2.13) имеет единственное обобщенное решение. Это

решение непрерывно по t на отрезке T∗ в слабой топологии L2(Ω). При любых t1 ∈ T∗, t2 ∈
[t1, t

∗] оно удовлетворяет энергетическому равенству

∫

Ω

ρ(t2, · )
〈

w(t2, · ) + η(t2, x),w(t2, · ) + η(t2, x)
〉

dx

+

t2
∫

t1

∫

Ω

[

µ
〈

(∇(w + η) +∇(w + η)⊤), (∇(w + η) +∇(w + η)⊤)
〉]

dx dτ

=

∫

Ω

ρ(t1, · )
〈

w(t1, · ) + η(t1,x), w(t1, · ) + η(t1,x)
〉

dx− 2

t2
∫

t1

∫

Ω

[

ρ〈g, w + η〉
]

dx dτ (2.16)

и энергетическому неравенству

ρ1 ‖u(t2, ·) ‖
2
L2(Ω) + µ1

t2
∫

t1

‖u(τ, · )‖2
W1

2
(Ω) dτ

≤ ρ2 ‖u(t1, · )‖
2
L2(Ω) + ρ2 ‖g ‖

R2

t2
∫

t1

‖u(τ, ·) ‖
L2(Ω) dτ. (2.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о существования обобщенного решения аналогично доказатель-
ству утверждения из [17, гл. 3; 18, с. 28–58; 10, гл. 6, § 7] и включает следующие этапы: 1) по-
строение приближенного решения методом Галеркина; 2) установление некоторых априорных
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оценок для этих приближений и доказательство компактности этих приближений в простран-
ствах, которым может принадлежать возможное решение; 3) осуществление предельного пе-
рехода в интегральных тождествах, определяющих приближенные решения. Доказательство
единственности обобщенного решения проводится обычным образом: составляется разность
двух возможных решений, для разности выписывается подходящая априорная оценка, из ко-
торой следует, что разность должна быть равна нулю (см. схему рассуждений, например, в
[10, гл. 6, § 2]). Слабая непрерывность обобщенного решения по t ∈ T∗ в L2(Ω) доказывается
как в [10, гл. 6, § 7]. Энергетическое равенство (2.16) следует из определения решения (2.15)
при v = w+ η и применения формул интегрирования по частям. Неравенство (2.17) непосред-
ственно следует из (2.16). Обоснование леммы завершено. �

Из энергетического неравенства (2.16) вытекает ряд полезных неравенств

ρ1 ‖u(t, · )‖2
L2(Ω) ≤ ρ2 ‖u(t∗, · )‖

2
L2(Ω) + ρ2 ‖g‖2

R2 (t− t∗) + ρ2

t
∫

t∗

‖u(τ, · )‖2
L
2
(Ω) dτ

≤ ρ2 ‖u(t∗, ·)‖
2
L2(Ω) + ρ2 ‖g‖

2
R2 (t∗ − t∗) + ρ2

t
∫

t∗

‖u(τ, ·)‖2
L
2
(Ω) dτ ≤ C1 + ρ2

t
∫

t∗

‖u(τ, ·)‖2
L
2
(Ω) dτ,

где
C1 ≡ ρ2 ‖u ( t∗, ·)‖

2
L2(Ω) + ρ2 ‖g ‖2

R2( t
∗ − t∗ ).

Из последнего неравенства в силу неравенства Грануола (см. [10, с. 183]) имеем

max
t∈T∗

‖u(t, · )‖2
L2(Ω) ≤

C1

ρ1

[

1 +
ρ2

ρ1
(t∗ − t∗) exp

(ρ2

ρ1
(t∗ − t∗)

)]

≡ C2. (2.18)

Из неравенств (2.17) и (2.18) для любого t ∈ T∗ получаем неравенство

ρ1 ‖u(t, · )‖2
L2(Ω) + µ1

t
∫

t∗

‖u(τ, · )‖2
W1

2
(Ω) dτ ≤ C1 + ρ2 ( t

∗ − t∗ ) ρ1 C2 ≡ C3. (2.19)

3. Основные результаты

Рассмотрим теперь общую начально-краевую задачу (1.9)–(1.15), где

ρ = ρ(α) = ρL α(t,x) + ρA (1− α(t,x)), (3.1)

µ = µ(t,x ; α) = µL(t,x)α(t,x) + µA (1− α(t,x)). (3.2)

Определим последовательные приближения к решению задачи (1.9)–(1.15) следующим спо-
собом. Введем предварительно обозначения: w [α] = w [t,x; α], t ∈ T , x ∈ Ω — решение
задачи (2.10)–(2.13) с плотностью и вязкостью вида (3.1), (3.2), T∗ = T , w∗( · ) = −η (t0, · );
α [u] = α [ t,x; u], t ∈ T , x ∈ Ω — решение задачи (2.3)–(2.5) при T∗ = T , α∗ = 0, α̃ = 1,
u = w + η.

Начальное приближение имеет вид α(0) = α [u0] = α [ t,x; u0], t ∈ T , x ∈ Ω; w(0) =
w [α(0)] = w [ t,x; α(0)], t ∈ T , x ∈ Ω. Следующие приближения определяются по правилу
α(k+1) = α [u(k)], w(k+1) = w [α(k)], k = 0, 1, 2, . . . . Докажем, что последовательность при-
ближений { (w(k), α(k)) } при k → ∞ сходится в некотором смысле к обобщенному решению
начально-краевой задачи (1.9)–(1.15).

Фиксируем произвольный номер k ∈ N и установим для α(k) подходящую оценку, вытека-
ющую из (2.9),

∥

∥α(k)
∥

∥

2

L2(T×Ω)
≤ (ϑ− t0) max

t∈T

∥

∥α(k)(t, ·)
∥

∥

2

L2(Ω)
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≤ (ϑ− t0)
[

∥

∥α(k)(t0, ·)
∥

∥

2

L2(Ω)
−

ϑ
∫

t0

∫

Γ

α2 〈u, n〉 dΓ dt
]

= −(ϑ− t0)

ϑ
∫

t0

∫

Γ

α2 〈u, n 〉 dΓ dt

= (ϑ− t0)

ϑ
∫

t0

∫

Γ1

α2 ϕdΓ dt− (ϑ − t0)

ϑ
∫

t0

∫

Γ4

α2 ψ dΓ dt ≤ (ϑ− t0)

ϑ
∫

t0

∫

Γ1

ϕdΓ dt ≡ C4. (3.3)

Из (2.19) следует оценка

∥

∥u(k)
∥

∥

2

L2(T×Ω)
+

ϑ
∫

t0

∥

∥u(k)(τ, · )
∥

∥

2

W1

2
(Ω)

dτ ≤ C3 ( ρ
−1
1 + µ−1

1 ) ≡ C5. (3.4)

Из (3.3) и (3.4) следует ограниченность последовательностей {α(k)} и {w(k)} в гиль-
бертовых пространствах L 2(T × Ω) и W1

2(T × Ω) соответственно. Тогда из этих последо-
вательностей можно выделить подпоследовательности {α(km)} и {w(km)}, сходящиеся при
m→ ∞ слабо в пространствах L 2(T × Ω) и W1

2(T × Ω) соответственно к некоторым элементам
α(∗) ∈ L 2(T × Ω) и w(∗) ∈ W1

2(T × Ω). Покажем, что на самом деле подпоследовательность
{α(km)} сходится при m → ∞ сильно в пространстве L 2(T × Ω) к элементу α(∗). Запишем тож-
дество (1.17) для α = α(km) и w = w(km) и перейдем в нем к пределу при m → ∞. В пределе
получим тождество (1.17) с α = α(∗) и w = w(∗), т. е. получим равенство α(∗) = α[w(∗)]. Из
уравнения баланса (2.8) имеем

∫

Ω

[

α(km)(t, · )2
]

dx =

t
∫

t0

∫

Γ2

ϕdΓ dt =

∫

Ω

[

α(∗)(t, · )2
]

dx,

откуда следует, что
∥

∥α(km)
∥

∥

L2(T×Ω)
→

∥

∥α(∗)
∥

∥

L2(T×Ω)
.

В гильбертовом пространстве из слабой сходимости и сходимости норм следует сильная
сходимость

α(km) → α(∗) сильно в L2(T × Ω).

Тогда из (3.1) и (3.2) имеем

ρ(km) = ρ(α(km)) → ρ∗ = ρ(α(∗)) сильно в L2(T ×Ω),

µ(km) = µ(α(km)) → µ∗ = µ(α(∗)) сильно в L2(T × Ω).

Запишем интегральное тождество (1.16) для ρ = ρ(km), µ = µ(km), w = w(km) и перейдем в нем
к пределу при m → ∞, в пределе получим тождество (1.16) с ρ = ρ(∗), µ = µ(∗), w = w(∗).
Таким образом, пара функций (w(∗) = w [α(∗)], α(∗) = α[w(∗)]) образует обобщенное решение
начально-краевой задачи (1.9)–(1.15). Из единственности обобщенного решения следует, что
сама последовательность приближений α(k+1) = α [u(k)], w(k+1) = w [α(k)], k = 0, 1, 2, . . .
сходится к этому решению. Доказанные здесь утверждения сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1. При выполнении условия продолжения и условий (2.1), (2.2) начально-крае-

вая задача (1.9)–(1.15) имеет единственное обобщенное решение (u, α). Обобщенное решение

принадлежит также пространству C(T ; L2(Ω) ) × C(T ; L2(Ω) ). Это решение при любых

t1 ∈ T и t2 ∈ [t1, ϑ] удовлетворяет энергетическому равенству (2.16) и уравнению балан-

са (2.8).

Д о к а з а т е л ь с т в о разрешимости задачи проведено выше методом последователь-
ных приближений. Доказательство единственности обобщенного решения проводится обыч-
ным образом: составляется разность двух возможных решений, для разности из соответству-
ющих интегральных тождеств выводятся подходящие априорные оценки, из которых следует,
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что разность должна быть равна нулю (см. схему рассуждений, например, в [10, гл. 6, § 2]). Сла-
бая непрерывность обобщенного решения по t ∈ T в L2(Ω) доказывается, как в [10, гл. 6, § 7].
Энергетическое равенство (2.16) следует из определения решения (2.14) при v = w+ η и при-
менения формул интегрирования по частям. Уравнение баланса (2.8) непосредственно следует
из определения решения (2.7). Основные этапы обоснования теоремы завершены. �

Далее, в приложениях, связанных с обратными задачами (см. [16; 19; 20]), будет полезно
следующее утверждение.

Теорема 2. Обобщенное решение начально-краевой задачи (1.9)–(1.15) непрерывно зави-

сит от коэффициента вязкости в следующем смысле: если последовательность допустимых

коэффициентов вязкости {µk} ⊂ U , U = {µ ∈ L∞(T × Ω ): µ(t,x) ∈ [µ 1, µ 2 ], (t,x) ∈ T × Ω }
сходится к допустимому коэффициенту µ∗ ∈ U в пространстве L2(T×Ω ), то соответству-

ющая последовательность обобщенных решений { (wk, αk ) } сходится слабо в пространстве

W
0,1
2 (T × Ω)× L2(T × Ω) и при каждом t ∈ T — слабо в пространстве L2(Ω)× L2(Ω) к обоб-

щенному решению (w∗, α∗ ), соответствующему коэффициенту µ∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы следует из оценок (2.8), (2.19) в результате предельного
перехода в интегральном тождестве, определяющем решение. �
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