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Для бескоалиционной игры N лиц предлагается понятие BN-гибридного равновесия. Предполагается,

что каждый игрок принадлежит к одному из двух классов: к альтруистам или прагматично настроен-

ным игрокам. Предполагается, что, выбирая свою стратегию, альтруистические игроки придерживают-

ся концепции равновесия по Бержу, а остальные игроки используют концепцию равновесия по Нэшу.

С помощью специальным образом сконструированной на основе функций выигрыша свертки Гермейера

получены достаточные условия существования указанного равновесия. Для смешанного расширения игры

доказывается теорема существования BN-гибридного равновесия при “стандартных” для математической

теории игр ограничениях, а именно выпуклой компактности множеств стратегий игроков и непрерывно-

сти их функций выигрыша. Предложенное понятие распространяется на бескоалиционные игры N лиц

при интервальной неопределенности. Приводится теорема существования сильно гарантированного BN-

гибридного равновесия в смешанных стратегиях.
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V. I. Zhukovskiy, K.N. Kudryavtsev. On one hybrid equilibrium.

The notion of BN-hybrid equilibrium is proposed for a noncooperative N-person game. It is assumed that

each player belongs to one of two classes: altruists and pragmatists. The altruists and the pragmatists choose

their strategies using the concepts of the Berge equilibrium and the Nash equilibrium, respectively. Using a

specially constructed Germeier convolution based on payoff functions, we obtain sufficient conditions for the

existence of a BN-hybrid equilibrium. For an extension of the game with mixed strategies, a theorem on the

existence of a BN-hybrid equilibrium is proved under constraints standard for mathematical game theory,

namely, under the assumptions that the sets of the players’ strategies are convex and compact and their payoff

functions are continuous. The proposed concept is extended to noncooperative N-person games under interval

uncertainty. An existence theorem is given for a strongly guaranteed N-hybrid equilibrium in mixed strategies.
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Введение

Возникшая в 40-х годах прошлого века математическая теория игр имеет одно существен-
ное отличие от многих других разделов математики. И это отличие кроется в понятии решения
игровой задачи, вернее, в отсутствии единого мнения о том, что можно и нужно считать реше-
нием. Так, для бескоалиционных игр, а именно такие и рассматриваются в настоящей статье,
можно насчитать около десятка различных концепций. При этом все они имеют свои плюсы
и минусы, не позволяющие однозначно остановить свой выбор только на одной из них.

Наиболее широко распространенным понятием решения бескоалиционной игры является
равновесие по Нэшу. Эта концепция была предложена в 1949 г. двадцатиоднолетним аспи-
рантом Принстонского университета Джоном Нэшем [1;2] и впоследствии названа его именем.
Данное решение нашло широкое применение в экономике, военном деле, политике, социологии,
за что спустя 45 лет Д. Нэш совместно с Р. Зельтоном и Д. Харшаньи были удостоены Но-
белевской премии “за фундаментальный анализ равновесия в теории некооперативных игр”.
Дело в том, что ситуация равновесия по Нэшу устойчива к отклонению от нее отдельного

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рамках
научного проекта № 20-41-740027.
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(только одного) игрока, чем и обусловлено ее сверхудачное применение, особенно в экономике
и политике.

Сейчас, открыв почти любой журнал по теории игр, системному анализу или исследова-
нию операций, встречаешь статью, где фигурирует равновесие по Нэшу. Однако “и на солнце
бывают пятна” — одним из недостатков равновесия по Нэшу является его “ярко выраженный
эгоистический характер”, отвечающий стремлению участника конфликта увеличить лишь свой
выигрыш.

Антиподом равновесия по Нэшу является равновесие по Бержу, где каждый направляет все
усилия, чтобы увеличить выигрыши остальных, “забывая порой о себе”, о своих собственных
интересах. В качестве возможного решения бескоалиционной игры равновесие по Бержу было
формализовано [3] В.И.Жуковским в 1985 г. при критическом разборе книги французского
математика Клода Бержа “Théorie générale des jeux a n personnes” [4], изданной в Париже в
1957 г. (отсюда и название “равновесие по Бержу”). Затем в 1995 г. Константин Семенович Вай-
сман — тогда аспирант В.И.Жуковского — защитил кандидатскую диссертацию “Равновесие
по Бержу” [5] в Санкт-Петербургском университете на факультете прикладной математики и
процессов управления. Эта диссертация и первые статьи К.С. Вайсмана [6–11] вызвали инте-
рес вначале в России, а уже затем у наших заграничных коллег. К настоящему времени число
публикаций, рассматривающих равновесие по Бержу, далеко перевалило за 300. Отметим, что
равновесие по Бержу, ставящее во главу угла альтруизм, является “хорошей” математической
моделью Золотого правила нравственности [12] (которое гласит: ”относись к людям так, как
бы ты хотел, чтобы они относились к тебе”).

Стоит отметить, что обе упомянутые концепции, с одной стороны, могут применяться при
моделировании сложных социально-экономических процессов. С другой стороны, агенты (иг-
роки) в сложных социальных системах, как правило, не являются однородными. Часть из них
может проявлять альтруистические мотивы, придерживаясь равновесия по Бержу, в то вре-
мя как остальные будут стремиться достичь своих личных целей, прибегая к равновесию по
Нэшу. В указанной ситуации возможно использование гибридного равновесия, одновременно
учитывающего предпочтения всех игроков. Такое решение, предлагаемое в настоящей статье,
будем называть BN -гибридным равновесием (BNHE).

Работа изложена следующим образом. В разд. 1 для бескоалиционной игры N лиц форма-
лизуется понятие BNHE и рассматривается модельный пример построения такого равновесия.
Второй раздел посвящен достаточным условиям существования BNHE, сводящимся к суще-
ствованию седловой точки у специальным образом сконструированной свертки Гермейера.
В разд. 3 при “обычных” для теории игр ограничениях доказывается существование BNHE в
смешанных стратегиях. Статья заканчивается переносом (в разд. 4) этих результатов на игры
в нормальной форме при стратегической неопределенности. Дело в том, что учет неопреде-
ленностей при моделировании реальных конфликтов позволяет получать более адекватные
результаты, что подтверждается, например, большим числом публикаций (более 1 млн работ
в Google Shcolar по запросу “mathematical modelling under uncertainty”).

1. Формализация BN-гибридного равновесия

Рассматривается математическая модель конфликта с N участниками, представленная в
виде нормальной формы бескоалиционной игры N лиц. Указанная игра задается кортежем

Γ = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉.

В Γ множество игроков N = {1, . . . , N}, игрок i ассоциируется с порядковым номером i ∈ N;
каждый игрок i выбирает и использует свою стратегию xi ∈ Xi ⊂ R

ni (i ∈ N), в результате
чего образуется ситуация

x = (x1, . . . , xN ) ∈ X =
∏

i∈N

Xi ⊂ R
n (n =

∑

i∈N

ni);
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на множестве ситуаций X определена функция выигрыша каждого i-го игрока fi(x), значение
которой называется выигрышем. На содержательном уровне цель i-го игрока — за счет выбора
стратегии xi по возможности увеличить свой выигрыш.

Решение игры Γ будем определять парой (x∗, f(x∗) = f1(x
∗), . . . , fN (x∗)) ∈ X × R

N , где
компоненты ситуации x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
N ) ∈ X1 × . . .×XN = X определяются выбранным прин-

ципом оптимальности, а координаты вектора f(x∗) задают выигрыши игроков при исполь-
зовании ими своих компонентов из n-вектора x∗ (в качестве стратегий). Несмотря на то что
второй компонент пары (x∗, f(x∗)) однозначно определяется по первому, будем понимать под
решением именно пару. Такой подход при рассмотрении в разд. 4 игр при неопределенности
позволит определить решение как пару: ситуация и получаемая игроком гарантия, формиру-
емая выбранной ситуацией.

В случае выбора частью игроков одного принципа оптимальности, а остальными – другого
получившиеся решения называют гибридными. При определении BN -гибридного равновесия
используем два принципа оптимальности: равновесие по Нэшу [1] и равновесие по Бержу [3].
При этом используем “привычное” для теории бескоалиционных игр обозначение (x‖zi) =
(x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN ).

О п р е д е л е н и е 1. Ситуация xe = (xe1, . . . , x
e
i , . . . , x

e
N ) ∈ X называется равновесной

по Нэшу в игре Γ, если

max
xi∈Xi

fi(x
e‖xi) = fi(x

e) (i ∈ N). (1.1)

О п р е д е л е н и е 2. Ситуация xB = (xB1 , . . . , x
B
i , . . . , x

B
N ) ∈ X называется равновесной

по Бержу в Γ, если

max
x∈X

fi(x‖x
B
i ) = fi(x

B) (i ∈ N). (1.2)

Ниже будем предполагать, что все игроки в игре Γ разделены на две части. Однако не будем
называть рассматриваемые части коалициями, поскольку это подразумевало бы сотрудниче-
ство и кооперацию внутри указанных частей.

Итак, считаем что множество игроков N в Γ разделено на два непустых подмножества.
Первое подмножество, обозначенное как B, включает в себя игроков, следующих в своих ре-
шениях Золотому правилу нравственности (которое гласит: “Относись к людям так, как бы
ты хотел, чтобы они относились к тебе”). Игроки этого множества, выбирая свою стратегию,
придерживаются концепции равновесия по Бержу. Игроки, не входящие в множество B и со-
ответственно образующие множество N\B, придерживаются концепции равновесия по Нэшу,
отражающей их стремление к максимизации своего собственного выигрыша.

Такая ситуация возможна в обществе, где часть его членов – убежденные альтруисты, они
и образуют множество B, а остальные члены общества, ставящие во главу угла лишь себя,
формируют множество N\B.

Еще одним примером, в котором естественным образом для динамической постановки за-
дачи возникает предлагаемое разделение на альтруистов и эгоистов, является задача преодо-
ления системы противовоздушной обороны. Здесь стая дронов (множество N), состоящая из
аппаратов двух видов, атакует группу целей. Машины первого типа — это ударные дроны (под-
множество N\B), каждый из которых запрограммирован на поражение своей цели. Второй вид
аппаратов — дроны сопровождения (образующие множество B) — также запрограммированы
на поражение целей, однако в рамках задачи всей группы эти цели второстепенны. Первона-
чально стратегия каждого дрона, независимо от его вида, определяется исходя из концепции
равновесия по Нэшу. В момент попадания стаи в зону действия средств противовоздушной
обороны дроны сопровождения (подмножество B) переключаются на концепцию равновесия
по Бержу, при этом каждый из них действует, пытаясь максимально защитить все остальные
машины. Такое поведение увеличивает шансы аппаратов ударной группы на поражение цели.
Затем, покинув зону действия систем противовоздушной обороны, вся группа вновь обраща-
ется к концепции равновесия по Нэшу.
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Ниже через xB будем обозначать набор стратегий xi всех игроков i, входящих в множе-
ство B, а именно

xB ∈ XB =
∏

k∈B

Xk.

Для j ∈ N\B набор, составленный из стратегий xi всех игроков i ∈ B и стратегии xj игрока j,
обозначим через xB+j, а все множество таких наборов — через

XB+j =
∏

k∈B

Xk ×Xj .

Наконец, для каждого игрока i ∈ B через xB−i будет обозначаться набор стратегий xB ∈ XB с
исключенной из него стратегией xi игрока i, т. е.

xB−i ∈ XB−i =
∏

k∈B\{i}

Xk.

Далее при P = B, B − i или B + j через (x‖zP) будет обозначаться ситуация x ∈ X,
в которой стратегии всех игроков, входящих в подмножество P, заменены на их стратегии,
взятые из набора zP, сформированного на основе ситуации z ∈ X. Будем использовать также
обозначение NB для количества игроков, входящих в множество B.

В следующем определении, которое является центральным в настоящей статье, в качестве
решения игры Γ рассматривается не ситуация равновесия, а пара: ситуация x∗ и доставляемые
ею выигрыши f(x∗).

О п р е д е л е н и е 3. Пару (x∗, f(x∗)) назовем BN -гибридным равновесием (BNHE)
игры Γ, если для всех x ∈ X выполнены условия

max
x∈X

fi(x
∗‖xB−i) = fi(x

∗) (i ∈ B),

max
x∈X

fj(x
∗‖xB+j) = fj(x

∗) (j ∈ N\B).
(1.3)

Отметим, что первое условие из (1.3) означает, что в BNHE функцию выигрыша каждого
игрока i, входящего в множество B, максимизируют все игроки этого множества, за исклю-
чением самого игрока i. Смысл второго условия в (1.3) заключается в том, что для каждого
игрока, не входящего в множество B, его функция выигрыша максимизируется как им самим,
так и всеми игроками множества B.

З а м е ч а н и е 1. Равенства (1.3) означают, что BNHE устойчиво как по отношению
к отклонению от него отдельного, не входящего в подмножество альтруистически настроен-
ных игроков B игрока, так и по отношению к отклонению от него всех игроков, входящих в
подмножество B.

З а м е ч а н и е 2. Как следует из определения 3, в том случае, когда подмножество B

состоит только из одного игрока i, первое условие в (1.3) отсутствует. В этом случае значение
функции fi(x) при построении BNHE никак не учитывается.

З а м е ч а н и е 3. Если ровно один игрок j из множества N всех игроков игры Γ не
входит в подмножество альтруистически настроенных игроков B, то для построения BNHE

достаточно, во-первых, найти ситуацию x∗ ∈ X из условия

max
x∈X

fj(x) = fj(x
∗), (1.4)

во-вторых, проверить для каждого i ∈ B и ситуации x∗ справедливость равенства

max
x∈X

fi(x
∗‖xB−i) = fi(x

∗). (1.5)
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Ситуация x∗, полученная из (1.4) и удовлетворяющая (1.5) при всех i ∈ B, как раз и формирует
BNHE (x∗, f(x∗)). Указанный подход может быть продемонстрирован на следующем примере.

П р и м е р. Рассмотрим игру Брайанта [13], в которой принимают участие три игрока, при
этом игроки 1 и 2 образуют множество B альтруистически настроенных игроков. Стратегия
каждого игрока i состоит в выборе действительного числа от 0 до 5, т. е. xi ∈ [0, 5] (i = 1, 2, 3).
На множестве X = [0, 5]×[0, 5]×[0, 5] ситуаций x = (x1, x2, x3) определены функции выигрыша
игроков

fi(x) = 2min{x1, x2, x3} − xi (i = 1, 2, 3).

Отметим, что множество ситуаций равновесия по Нэшу в этой игре имеет вид [13]

Xe = {xe = (λ, λ, λ) | ∀λ ∈ [0, 5]},

ровно такой же вид принимает и множество ситуаций равновесия по Бержу.
Следуя предложенному в замечании 3 способу, во-первых, найдем ситуацию x∗ из условия

max
x∈X

f3(x) = f3(x
∗).

Легко заметить, что максимальное значение функции f3(x) = 2min{x1, x2, x3} − x3 на множе-
стве ситуаций X достигается только при x∗ = (5, 5, 5).

Во-вторых, убедимся в справедливости условий (1.5) для i ∈ {1, 2} и x∗ = (5, 5, 5), а именно
в том, что максимального при x1, x2 ∈ [0, 5] значения функции

f1(5, x2, 5) = 2min{5, x2} − 5 = 2x2 − 5 и f2(x1, 5, 5) = 2min{x1, 5} − 5 = 2x1 − 5

достигают при x∗2 = 5 и x∗1 = 5 соответственно.
Таким образом BNHE образуют ситуация равновесия x∗ = (5, 5, 5) и равновесные вы-

игрыши f(x∗) = (5, 5, 5). Стоит отметить, что для игры Брайанта BNHE будет, во-первых,
удовлетворять условию коллективной рациональности и, во-вторых, являться одновременно и
Парето-оптимальным равновесием по Нэшу.

2. Достаточные условия

Достаточные условия существования BNHE строим с помощью подхода, предложенного
в статье [14] и применявшегося в [15; 16]. Для этого введем N -вектор z = (z1, . . . , zN ) ∈ X и
гермейеровскую свертку [17;18], где i = 1, . . . , N ,

ϕi(x, z) = fi(z‖xB−i)− fi(z) (i ∈ B),

ϕj(x, z) = fj(z‖xB+j)− fj(z) (i ∈ N \ B),
(2.1)

ψ(x, z) = max
r=1,...,N

ϕr(x, z). (2.2)

Седловая точка (x0, z∗) ∈ X × X скалярной функции ψ(x, z) из (2.1),(2.2) определяется
цепочкой неравенств

ψ(x, z∗) ≤ ψ(x0, z∗) ≤ ψ(x0, z) ∀x ∈ X, z ∈ X. (2.3)

Теорема 1. Если в антагонистической игре

Γa = 〈X,Z = X,ψ(x, z)〉

удалось найти седловую точку (x0, z∗) из (2.3), то максиминная стратегия z∗ ∈ X является

BNHE игры Γ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если в (2.3) положить z = x0, то из (2.1) и (2.2) следует
ψ(x0, x0) = 0, отсюда (по транзитивности) получаем

ψ(x, z∗) ≤ 0 ∀x ∈ X.

Тогда в силу max
r=1,...,N

ϕr(x, z
∗) ≤ 0 ∀x ∈ X и (2.1) приходим к выполнению N неравенств

fi(z‖xB−i) 6 fi(z) (i ∈ B) ∀xB−i ∈ XB−i,

fj(z‖xB+j) 6 fj(z) (i ∈ N \ B) ∀xB+j ∈ XB+j ,

Первые NB из этих неравенств в силу (2.1) означают справедливость первого условия в (1.3)
для ситуации z∗ ∈ X в игре Γ, вторая группа, состоящая из N −NB неравенств, реализует для
ситуации z∗ второе условие из (1.3). �

З а м е ч а н и е 4. Согласно теореме 1 построение BNHE x∗ сводится к нахождению
седловой точки (x0, z∗) гермейеровской свертки ψ(x, z) из (2.1),(2.2). А именно, мы получили
следующий конструктивный способ построения BNHE игры Γ:

во-первых, задать непустое подмножество B игроков, использующих альтруистическую мо-
дель поведения;

во-вторых, определить по формулам (2.1), (2.2) скалярную функцию ψ(x, z);
в-третьих, найти седловую точку (x0, z∗) функции ψ(x, z) (удовлетворяющую цепочке

неравенств (2.3));
в-четвертых, построить значения N скалярных функций fi(z

∗) (i ∈ N).

Тогда пара (z∗, f(z∗) = (f1(z
∗), . . . , fN (z∗)) как раз и образует BNHE (BN -гибридное

равновесие) игры Γ: каждому игроку i ∈ N следует использовать свою стратегию z∗i из ситуа-
ции z∗, обеспечивая тем самым себе выигрыш fi(z

∗).

З а м е ч а н и е 5. Вся сложность построения BNHE игры Γ посредством алгоритма,
предложенного в замечании 4, “прячется” в нахождении седловой точки (x0, z∗) из (2.3) гер-
мейеровской свертки ψ(x, z) из (2.1), (2.2). Дело в том, что операция взятия максимума от
конечного числа функций ϕr(x, z) (r = 1, . . . , N) хотя и сохраняет [19, c. 54] непрерывность
на произведении компактов X × Z, но “портит” дифференцируемость ϕr(x, z), а также во-
гнутость (выпуклость) ϕr(x, z). Здесь возникает ситуация, о которой французский матема-
тик Ш. Эрмит (1822—1901) писал: “Я с дрожью ужаса отворачиваюсь от ваших несчастных
проклятых функций, у которых нет производных”2. Итак, возникает задача построения кон-
структивных численных методов нахождения седловой точки (x0, z∗) гермейеровской свертки
max

r=1,...,N
ϕr(x, z), которая еще ждет своего решения.

3. Существование BNHE в смешанных стратегиях

В этом разделе, следуя подходу Эмиля Бореля [20], Джона фон Неймана [21], Джона Нэ-
ша [2] и их последователей, расширим множество Xi чистых стратегий xi до смешанных.
Затем установим существование (соответствующим образом формализованных в смешанных
стратегиях) ситуаций игры Γ, отвечающих требованиям BN -гибридной равновесности.

Обозначим через cocompRni множество всех выпуклых компактов (выпуклых, замкнутых
и ограниченных подмножеств евклидова ni-мерного пространства R

ni), а непрерывность на X
скалярной функции fi(x) — через fi(·) ∈ C(X).

Рассматриваем снова игру без побочных платежей Γ. Предполагаем в данном разделе, что
для элементов кортежа Γ выполнены требования

Xi ∈ cocompRni , fi(·) ∈ C(X) (i ∈ N). (3.1)

2Н. Бурбаки Очерки по истории математики. М.: Изд-во иностр. лит., 1963.
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Рассмотрим теперь игру N лиц Γ и на каждом компакте Xi ⊂ R
ni (i ∈ N) построим бо-

релевскую σ-алгебру B(Xi) — множество подмножеств Xi таких, что Xi ∈ B(Xi), причем
B(Xi) замкнута относительно операций дополнения и объединения счетного числа множеств
из B(Xi); кроме того, B(Xi) является минимальной σ-алгеброй, которая содержит все замкну-
тые подмножества компакта Xi.

Итак, построим борелевскую σ-алгебру B(Xi) на каждом из компактов Xi (i ∈ N) и бо-
релевскую σ-алгебру B(X) для множества ситуаций X =

∏
i∈NXi, предполагая, что B(X)

содержит все декартовы произведения элементов борелевских σ-алгебр B(Xi) (i ∈ N).
Согласно математической теории игр смешанную стратегию νi(·) i-го игрока будем отож-

дествлять с вероятностной мерой на компакте Xi. По определению [22, c. 271] и обозначениям
[23, c. 284] вероятностная мера есть неотрицательная скалярная функция νi(·), определенная
на борелевской σ-алгебре B(Xi) подмножеств компакта Xi ⊂ R

ni и удовлетворяющая двум
условиям:

1) νi
(⋃

k

Q
(i)
k

)
=

⋃
k

νi
(
Q

(i)
k

)
для любой последовательности {Q

(i)
k }∞k=1 попарно не пересекаю-

щихся элементов из B(Xi) (свойство счетной аддитивности функции νi(·));
2) νi(Xi) = 1 (свойство нормированности) и поэтому νi

(
Q(i)

)
≤ 1 для всех Q(i) ∈ B(Xi).

Обозначим через {νi} множество смешанных стратегий i-го игрока (i ∈ N).
Отметим также, что меры-произведения ν(dx) = ν1(dx1) . . . νN (dxN ), понимаемые в соот-

ветствии с известными определениями из [22, c. 370] (и обозначениями из [23, c. 123]), являются
вероятностными мерами на множестве ситуаций X. Множество таких вероятностных мер (си-
туаций) обозначим через {ν}. Заметим еще раз, что при построении меры-произведения ν(dx)
в качестве σ-алгебры подмножеств множества X1 × . . . × XN = X выбирается наименьшая

σ-алгебра B(X), содержащая все декартовы произведения Q(1) × . . . ×Q(N), где Q(i) ∈ B(Xi)
(i ∈ N). Из известных свойств вероятностных мер [22, c. 254] вытекает, что множества всех
возможных мер νi(dxi) (i ∈ N) и ν(dx) являются слабо замкнутыми и слабо компактными в

себе [22, c. 212, 254]. Это означает, например, для {ν}, что из всякой бесконечной последова-
тельности {ν(k)} (k = 1, 2, . . .) можно выделить подпоследовательность {ν(kj)} (j = 1, 2, . . .),
которая будет сходится слабо к мере ν(0)(·) ∈ {ν}. Иначе говоря, для любой непрерывной
на X скалярной функции ψ(x) будет

lim
j→∞

∫

X

ψ(x)ν(kj )(dx) =

∫

X

ψ(x)ν(0)(dx)

и ν(0)(·) ∈ {ν}. С учетом непрерывности ψ(x) интегралы

∫

X

ψ(x)ν(dx) (математические ожи-

дания) определены; по теореме Фубини
∫

X

ϕ(x)ν(dx) =

∫

X1

. . .

∫

XN

ϕ(x)νN (dxN ) . . . ν1(dx1),

причем порядок интегрирования можно менять местами.
Игре Γ в чистых стратегиях поставим в соответствие ее смешанное расширение

Γ̃ =

〈
N, {νi}i∈N,

{
fi[ν] =

∫

X

f [x]ν(dx)

}

i∈N

〉
, (3.2)

где, как и в Γ, N есть множество порядковых номеров игроков, а {νi} — множество смешан-
ных стратегий νi(·) игрока i; в игре (3.1) каждый из участников конфликта i ∈ N выбирает
свою смешанную стратегию νi(·) ∈ {νi}, в результате образуется ситуация в смешанных стра-
тегиях ν(·) ∈ {ν}; на множестве {ν} определена функция выигрыша каждого i-го игрока
(математическое ожидание)

fi[ν] =

∫

X

fi[x]ν(dx).
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Для игры (3.2) аналогом понятия BNHE ситуации x∗, т. е. удовлетворяющей требованиям
определения 3, будет

О п р е д е л е н и е 4. Ситуацию в смешанных стратегиях ν∗(·) ∈ {ν} назовем BN -
гибридно-равновесной в смешанном расширении игры (3.2) (или BN -гибридной равновесной
ситуацией в смешанных стратегиях для игры Γ), если,

во-первых, ситуация ν∗(·) удовлетворяет условиям

max
ν(·)∈{ν}

fi(ν
∗‖νB−i) = fi(ν

∗) (i ∈ B); (3.3)

во-вторых, для ситуации ν∗(·) справедливы равенства

max
ν(·)∈{ν}

fj(ν
∗‖νB+j) = fj(ν

∗) (j ∈ N \ B). (3.4)

Здесь и далее

νB−i(dxB−i) =
∏

k∈B\{i}

νk(dxk),

(ν∗‖νB−i) =
∏

k∈N\B

ν∗k(dxk) ν
∗
i (dxi)

∏

j∈B\{i}

νj(dxj),

(ν∗‖νB+j) =
∏

k∈N\(B ∪{j})

ν∗k(dxk) νj(dxj)
∏

l∈B

νl(dxl),

ν∗(dx) = ν∗1(dx1) . . . ν
∗
N (dxN );

кроме того, обозначаем далее через {ν∗} множество всех BN -гибридно-равновесных ситуа-
ций ν∗(·), т. е. множество ν∗(·), удовлетворяющих равенствам (3.3) и (3.4).

Перейдем к ряду утверждений, используемых в доказательстве существования BNHE в
смешанных стратегиях.

Утверждение 1. Пусть в игре Γ имеют место условия (3.1) (т. е. множества Xi суть

компакты, а fi(x) непрерывны на X).
Тогда множество {ν∗} BN -гибридно-равновесных ситуаций ν∗(·) смешанного расшире-

ния Γ̃ игры Γ будет слабо компактным в себе подмножеством множества ситуаций {ν}
игры Γ (хотя {ν∗} может быть и пустым).

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 1 может быть проведено по схеме из [12, с. 88–91]. �

Следствие 1. При выполнении условий (3.1) в критериальномN -мерном евклидовом про-

странстве R
N (где f = (f1, . . . , fN )) множество

f({ν∗}) =
⋃

ν(·)∈{ν∗}

f(ν)

является компактом (т. е. замкнуто и ограничено в R
N ).

Заметим, что далее в теореме 2 доказана импликация (центральный результат настоящей
статьи): условия (3.1) ⇒ {ν∗} 6= ∅.

Утверждение 2. Если в игре (3.2) выполнены ограничения (3.1), то для функции ϕr(x, z)
из

ψ(x, z) = max
r=1,...,N

ϕr(x, z), (3.5)

где ϕr(x, z) определены в (2.1), имеет место неравенство

max
r=1,...,N

∫

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) 6

∫

X×X

max
r=1,...,N

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) (3.6)

при любых µ(·) ∈ {ν}, ν(·) ∈ {ν}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 2 аналогично доказательству утверждения 2.9.2
из [12, с. 87]. �

З а м е ч а н и е 6. Фактически (3.6) является обобщением известного свойства операции
взятия максимума: максимум суммы не больше суммы максимумов.

Перейдем к существенно используемому в доказательстве теоремы 2 факту из теории ис-
следования операций. Рассмотрим N скалярных функций ϕr(x, z) (r = 1, . . . , N), где, напом-
ним, z = (z1, . . . , zN ) ∈ Z = X и ϕj(x, z) (j = 1, . . . , N) определены в (2.1).

Утверждение 3. Если N скалярных функций ϕj(x, z) (j = 1, . . . , N) непрерывны на про-

изведении компактов X × (Z = X), то функция

ψ(x, z) = max
j=1,...,N

ϕj(x, z)

также непрерывна на X × Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о даже более общего результата имеется во многих учебных посо-
биях по исследованию операций, например, в [24]. �

Наконец перейдем к центральному результату настоящего раздела статьи — докажем (при
выполнении (3.1)) существование BNHE в смешанных стратегиях.

Теорема 2. Если в игре Γ множества Xi ∈ compRni и fi(·) ∈ C(X), то в этой игре

существует BNHE в смешанных стратегиях.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим вспомогательную антагонистическую игру

Γa = 〈{1, 2}, {X,Z = X}, ψ(x, z)〉.

В игре Γa множество X стратегий x первого (максимизирующего ψ(x, z)) игрока совпадает с
множеством ситуаций игры Γ, множество Z стратегий z второго (минимизирующего ψ(x, z))
совпадает c тем же X. Одним из решений Γa является седловая точка (x0, zB) ∈ X×X; именно
для нее при всех x ∈ X и каждом z ∈ X имеет место цепочка неравенств

ψ(x, zB) ≤ ψ(x0, zB) ≤ ψ(x0, z).

Теперь игре Γa поставим в соответствие ее смешанное расширение

Γ̃a = 〈{1, 2}, {µ}, {ν}, ψ(µ, ν)〉,

где {ν} — множество смешанных стратегий ν(·) второго, а {µ} = {ν} — множество смешанных
стратегий µ(·) первого игрока, функция выигрыша первого (математическое ожидание)

ψ(µ, ν) =

∫

X×X

ψ(x, z)µ(dx)ν(dz).

Решением игры Γ̃a (смешанного расширения Γa) также будет седловая точка (µ0, ν∗), опреде-
ляемая двумя последовательными неравенствами

ψ(µ, ν∗) ≤ ψ(µ0, ν∗) ≤ ψ(µ0, ν) (3.7)

при любых ν(·) ∈ {ν}, µ(·) ∈ {ν}.
Эту пару (µ0, ν∗) иногда называют решением игры Γa в смешанных стратегиях.

В 1952 г. Ирвинг Гликсберг установил [25] теорему существования равновесной по Нэшу
ситуации бескоалиционной игры N > 2 лиц в смешанных стратегиях, откуда (для частного
случая — антагонистической игры Γa) следует утверждение: пусть в игре Γa множество X ⊂ R

n
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есть непустой компакт, а функция выигрыша первого игрока ψ(x, z) непрерывна на X ×X (у
нас непрерывность ψ(x, z)) — в утверждении 3. Тогда для игры Γa существует решение (µ0, ν∗),
определенное в (3.7), т. е. существует седловая точка в смешанных стратегиях.

С учетом (3.5) неравенства (3.7) примут вид

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz)

6

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ
0(dx)ν∗(dz)

6

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ
0(dx)ν(dz)

при всех ν(·) ∈ {ν}, µ(·) ∈ {ν}. Положив в

ψ(µ0, ν) =

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ
0(dx)ν(dz)

меру νi(dzi) = µ0i (dxi) (i ∈ N) и соответственно ν(dz) = µ0(dx), получаем с учетом (3.5), что
ψ(µ0, µ0) = 0. Аналогично приходим к ψ(ν∗, ν∗) = 0 и тогда из (3.7) имеем

ψ(µ0, ν∗) = 0.

Из ψ(µ0, µ0) = 0 и цепочки неравенств (3.7) (по транзитивности) приходим к

ψ(µ, ν∗) =

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) 6 0 ∀µ(·) ∈ {ν}.

Согласно утверждению 2 отсюда получаем

0 >

∫

X×X

max
j=1,...,N

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) > max

j=1,...,N

∫

X×X

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz).

Поэтому для всех j = 1, . . . , N будет

∫

X×X

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) 6 0 ∀µ(·) ∈ {ν}. (3.8)

Выделим два случая.

I с л у ч а й (i ∈ B). Здесь согласно (3.8), (2.1) и нормированности µ(·) для каждого i ∈ B

выводим

0 >

∫

X×X

ϕi(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) =

∫

X×X

[fi(z‖xB−i)− fi(z)]µ(dx)ν
∗(dz)

=

∫

X×X

fi(z‖xB−i)µ(dx)ν
∗(dz) −

∫

X×X

fi(z)µ(dx)ν
∗(dz)

=

∫

X×X

fi(z‖xB−i)µ(dx)ν
∗(dz)−

∫

X

µ(dx)

∫

X

fi(z)ν
∗(dz) = fi(ν

∗‖µB−i)− fi(ν
∗) ∀µ(·) ∈ {ν},

из чего следует fi(ν
∗) > fi(ν

∗‖µB−i) ∀µ(·) ∈ {ν}. То есть для ν∗(·) выполнено условие (3.3).
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II с л у ч а й (j ∈ N\B). Здесь согласно (3.8), (2.1) и нормированности µ(·) для каждого
j ∈ N \ B получаем

0 >

∫

X×X

ϕj(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) =

∫

X×X

[fj(z‖xB+j)− fj(z)]µ(dx)ν
∗(dz)

=

∫

X×X

fj(z‖xB+j)µ(dx)ν
∗(dz) −

∫

X×X

fj(z)µ(dx)ν
∗(dz)

=

∫

X×X

fj(z‖xB+j)µ(dx)ν
∗(dz) −

∫

X

µ(dx)

∫

X

fj(z)ν
∗(dz) = fj(ν

∗‖µB+j)− fj(ν
∗) ∀µ(·) ∈ {ν},

из чего вытекает fj(ν
∗) > fj(ν

∗‖µB+j) ∀µ(·) ∈ {ν}. Следовательно, для ν∗(·) выполнено усло-
вие (3.4).

Таким образом, установлено, что ситуация в смешанных стратегиях ν∗(·) игры Γ удовлетво-
ряет одновременно условиям (3.3) и (3.4). Отсюда в силу определения 4 ситуация в смешанных
стратегиях ν∗(·) будет являться BNHE в игре Γ. �

4. BN-гибридное равновесие в игре при неопределенности

В дополнение к рассмотренной выше математической модели конфликта

Γ = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉

добавим “действие” на конфликт неопределенных факторов y ∈ Y . Относительно этих “по-
мех” — неопределенностей полагаем известными лишь границы изменения. Сведения о каких-
либо вероятностных характеристиках (например, распределение y на Y ) у игроков отсутству-
ют (по тем или иным причинам). Учет неопределенностей необходим по той причине, что поз-
воляет более адекватно описывать самые разнообразные процессы, происходящие в экономике,
экологии, социологии, менеджменте, торговле, при принятии решений в области международ-
ных отношений, управлении системами безопасности и пр. Сами неопределенности возникают
за счет неполноты (неточности) знаний о реализациях стратегий, выбранных участниками
конфликта. “In these matters the only certainty is there is nothing certain” (Pliny the Elder) (ибо
в этой жизни определенно только то, что нет ничего определенного) (Плиний Старший3). На-
пример, экономическая система, как правило, подвергается неожиданным, труднопрогнозиру-
емым возмущениям как извне (изменение количества и номенклатуры поставок, скачки цен и
спроса на рынке сбыта), так и изнутри (появление новых технологий, поломка и необходимость
замены оборудования, несовпадение планируемых сроков пуска нового оборудования с плани-
руемыми и так далее); появление новых технологий может служить причиной возмущений и в
экологических системах; в механических — температурные и погодные условия. Ведь недаром
французская пословица гласит: “Entre bouche et cuiller, vient souvent grand encombrier” (даже
пока несешь ложку в рот, нередко возникает помеха). В настоящей статье будем использовать
только наиболее простые способы учета “действий” неопределенностей.

Итак, будем рассматривать бескоалиционную игру N лиц в нормальной форме и при
неопределенности

〈N, {Xi}i∈N, Y, {fi(x, y)}i∈N〉. (4.1)

По сравнению с Γ (откуда взяты первые два элемента упорядоченной тройки Γ, а именно
множество порядковых номеров игроков N = {1, . . . , N} и Xi — множество стратегий i-го
игрока xi), в (4.1) уже используется дополнительно множество Y ⊂ R

m неопределенностей y

и добавлена зависимость от y функции выигрыша fi(x, y) i-го игрока (i ∈ N).

3Плиний Старший (ок. 23–79) — римский писатель, ученый.
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Партия игры (4.1) развертывается следующим образом: каждый из игроков i ∈ N выбирает
и использует свою стратегию xi ∈ Xi ⊂ R

ni (i ∈ N), в результате образуется ситуация

x = (x1, . . . , xN ) ∈ X =
∏

j∈N

Xj ⊂ R
n (n =

∑

j∈N

nj).

Независимо от их действий в игре (4.1) реализуется неопределенность y (любая из множе-
ства Y ). На всех таких парах (x, y) ∈ X × Y определена функция выигрыша i-го игрока
fi(x, y) (i ∈ N). На содержательном уровне задача игрока заключается в выборе своей стра-
тегии (при приведенном правиле развертывания игры (4.1)), с тем чтобы его выигрыш —
значение fi(x, y) — стал бы как можно большим. При этом каждый игрок должен учитывать
возможность реализации любой неопределенности вида y ∈ Y . Последнее требование приводит
к необходимости для каждого i-го игрока оценивать множество

fi(x, Y ) =
⋃

y∈Y

fi(x, y) (i ∈ N).

Подобная многозначность fi(x, Y ) (i ∈ N), в свою очередь, приводит к необходимости выбора
такой функции fi[x], которая обладала бы свойством гарантии для любого элемента fi(x, y) из
множества fi(x, Y ). Согласно “Большому толковому словарю русского языка”4 гарантия — это
условие, обеспечивающее осуществление, исполнение чего-либо. Самой очевидной и наглядной
гарантией для i-го игрока в (4.1) является так называемая [26] сильная гарантия, реализуемая
скалярной функцией

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y). (4.2)

Действительно, из (4.2) сразу следует, что для каждой ситуации x ∈ X имеет место

fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y.

Итак, fi[x] является гарантией потому, что при любых неопределенностях y ∈ Y и в каждой
ситуации x ∈ X значение fi(x, y) не может стать меньше fi[x]. Естественно здесь напом-
нить о следующем, очень важном (для настоящей статьи), результате из теории исследования
операций:

Утверждение 4 [26]. Если скалярная функция F (x, y) непрерывна на произведении ком-

пактов X × Y , то функция f [x] = min
y∈Y

F (x, y) также непрерывна на X.

Поэтому все N cильных гарантий fi[x] из (4.2) при условиях Xi ∈ compRni (i ∈ N), Y ∈
compRm и fi(·) ∈ C(X × Y ) будут непрерывными на X.

Приведенный подход позволяет поставить в соответствие игре (4.1) при неопределенности
“игру гарантий” (уже без неопределенностей)

Γg = 〈N, {Xi}i∈N, {fi[x]}i∈N〉, (4.3)

которая совпадает с игрой Γ с заменой fi(x) на сильную гарантию fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y).

Здесь в (4.3), в отличие от (4.1), качество функционирования каждого i-го игрока оце-
нивается не значением функции выигрыша fi(x, y), а ее сильной гарантией fi[x] (что вполне
естественно, ибо тем самым учитывается возможность появления ∀ y ∈ Y ).

Аналогом определения 3 для игры при неопределенности (4.1) с учетом сильных гаран-
тий (4.2) будет приведенное

О п р е д е л е н и е 5. Пару (x∗, f [x∗] = (f1[x
∗], . . . , fN [x∗]) ∈ X × R

N ) назовем сильно
гарантированным BN -гибридным равновесием игры (4.1), если

4Большой толковый словарь русского языка. Санкт-Петербург: Норинт, 2003. С. 194.
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1) сильные гарантии fi[x] из (4.2) непрерывны на X;
2) в игре гарантий (4.3) для непустого подмножества B множества игроков N и всех x ∈ X

имеют место равенства

max
x∈X

fi[x
∗‖xB−i] = fi([x

∗] (i ∈ B),

max
x∈X

fj[x
∗‖xB+j ] = fj[x

∗] (j ∈ N\B).

Подобно определению 4 вводится аналог определения 5, только с учетом возможности
использования игроками в (4.1) смешанных стратегий νi(·) (i ∈ N).

О п р е д е л е н и е 6. Ситуацию в смешанных стратегиях ν∗(·) ∈ {ν} назовем ситуацией
сильно гарантированного BN -гибридного равновесия игры (4.1) в смешанных стратегиях, если

1) существуют непрерывные на X сильные гарантии fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) для каждого i-го

игрока (i ∈ N);
2) в игре гарантий (4.3) для непустого подмножества B ⊂ N ситуация ν∗(·) удовлетворяет

условиям

max
ν(·)∈{ν}

fi[ν
∗‖νB−i] = fi[ν

∗] (i ∈ B) и max
ν(·)∈{ν}

fj[ν
∗‖νB+j ] = fj[ν

∗] (j ∈ N \ B).

Наконец, объединение утверждения 4 и теоремы 1 сразу приводит к справедливости сле-
дующей теоремы существования.

Теорема 3. Пусть в игре (4.1) множества Xi (i ∈ N), Y суть компакты, а функции

выигрыша fi(x, y) (i ∈ N) непрерывны на X × Y . Тогда в (4.1) существует сильно гарантиро-

ванное BN -гибридное равновесие в смешанных стратегиях.

З а м е ч а н и е 7. В разд. 4 настоящей статьи мы ограничились лишь сильными гаран-
тиями fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y) (i ∈ N). Они названы сильными, ибо они являются самыми нижними

из возможных. Можно было бы использовать и так называемые векторные гарантии: ком-
поненты N -вектора f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]) образуют векторную гарантию для N -вектора
f(x, y) = (f1(x, y), . . . , fN (x, y)), если при ∀y ∈ Y и каждом x ∈ X не могут реализоваться N

строгих неравенств:
fi(x, y) < fi[x] (i ∈ N);

иначе говоря, векторную гарантию f [x] нельзя покомпонентно (сразу по всем компонентам)
уменьшить за счет выбора y ∈ Y с помощью N -вектор-функции f(x, y). С точки зрения теории
векторной оптимизации для каждой ситуации x ∈ X вектор f [x] является минимумом по
Слейтеру (слабо эффективным) в N -критериальной задаче Γ(x) = 〈Y, f(x, y)〉.

Аналогично, используя векторные оптимумы (точнее, минимумы по Парето, Борвейну,
Джоффриону, конусную оптимальность), можно ввести целый набор векторных гарантий (со-
ответственно по Парето, Борвейну и т. д.). Эти гарантии обладают тем свойством, что их
значения, во-первых, не меньше, чем соответствующие компоненты вектора сильных гаран-
тий f [x] из (4.2), но, во-вторых, могут быть и большими. А ведь мы стремимся к возможному
увеличению выигрышей каждого игрока (что достигается, в частности, и увеличением их га-
рантий!). В этом отношении перечисленные векторные гарантии предпочтительнее сильных.
Однако при этом не следует забывать: если требуется осуществлять переход от игры при
неопределенности (4.1) к игре гарантий Γg и затем воспользоваться теоремой 1, то необходи-
мо, чтобы “новые” функции выигрыша fi[x] (i ∈ N) (в Γg) были непрерывными. “Обеспечить”
такую непрерывность можно, например, следующим образом.

Пусть для (4.1) выполнены условия Xi ∈ compRni , Y ∈ compRm и fi(·) ∈ C(X×Y ) (i ∈ N).
Дополнительно потребуем, чтобы хотя бы одна из fj(x, y) (j ∈ N) была строго выпукла по y
на Y при каждом x ∈ X. Тогда в

min
y∈Y

fi(x, y) = fj[x] (4.4)
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минимум достигается в единственной точке y∗(x) при каждом x ∈ X, а сама m-вектор функ-
ция y∗(x) будет непрерывна на X [28, с. 54]. Из суперпозиции непрерывных функций fi(x, y)
и y∗(x) тогда следует и непрерывность всех скалярных функций fi[x] = fi(x, y

∗(x)) (i ∈ N).
Завершает построение Γg следующий очевидный факт: если при каждом x ∈ X одна и та
же функция fj[x] реализуется минимумом в (4.4), то согласно определению минимальности
по Слейтеру (по y) для “текущей” N -критериальной задачи Γ(x) = 〈Y, {fi(x, y)}i∈N〉 ∀x ∈ X

N -вектор f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]) будет минимумом по Слейтеру: не существует ȳ ∈ Y такой,
чтобы fi(x, ȳ) < fi[x] (i ∈ N). Мы надеемся привести более подробное рассмотрение этих вопро-
сов для минимумов по Слейтеру, Парето, Борвейну, Джоффриону, конусной минимальности
отдельно.
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