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1. Введение и постановка задачи

В задачах оптимального управления с фазовыми ограничениями стандартное применение
метода штрафных функций обычно связано с добавлением к минимизируемому функционалу
штрафа, зависящего от данных ограничений. Для модифицированного таким образом функ-
ционала затем рассматривается задача управления без ограничений, решение которой служит
приближением к решению исходной задачи. В задаче построения множества достижимости си-
стемы подобный подход не применим, поскольку в ее постановке отсутствует функционал и не
очень понятно, как использовать функцию штрафа для снятия ограничений. При построении
множеств достижимости для дифференциальных включений аналог метода штрафных функ-
ций был рассмотрен в работе [1]. Здесь функция штрафа, зависящая от фазовых ограничений
и вспомогательного матричного параметра штрафа, добавлялась в правую часть дифференци-
ального включения. Было установлено, что при выполнении некоторых не очень обременитель-
ных условий пересечение пучков траекторий семейства всем значениям матричного параметра
дает пучок траекторий исходного дифференциального включения, удовлетворяющих фазовым
ограничениям. Применение данной схемы в расчетах осложняется необходимостью выполнять
операцию пересечения множеств по значениям многомерного (матричного) параметра и тем
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обстоятельством, что для множества достижимости эта операция позволяет получить толь-
ко оценку сверху. В [2] для решения задачи быстродействия с фазовыми ограничениями было
предложено модифицировать правую части управляемой системы (дифференциального вклю-
чения) так, чтобы в окрестности границы ограничений вектор скорости системы направлялся
внутрь ограничений. При этом траектории построенной системы без фазовых ограничений
являются траекториями исходной системы, для которых фазовое ограничение выполняется
с точностью, определяемой величиной скалярного параметра штрафа. При неограниченном
увеличении последнего эти траектории аппроксимируют траектории исходной системы, удо-
влетворяющие фазовым ограничениям. В работе [3] подобный подход использован для снятия
фазовых ограничений при построении множеств достижимости. Здесь множества достижимо-
сти модифицированной системы аппроксимируют множества достижимости исходной системы
сверху по включению в метрике Хаусдорфа, оценки точности аппроксимации опираются на
результаты [4]. Иная схема аппроксимации, идейно близкая методу внутренних штрафных
функций и позволяющая аппроксимировать множества достижимости изнутри, рассмотрена
в [5; 6].

В данной статье изучаются методы штрафных функций применительно к системам с инте-
гральными ограничениями на управление. Интегральные ограничения характеризуют обычно
ресурсы управления: ограничение расхода топлива, энергии и т. п. Задачи такого рода часто
рассматриваются в теории управления [7] и дифференциальных играх [8; 9]. Множества до-
стижимости для таких систем — это множества состояний, достижимых при ограничениях на
ресурс управления. Свойства множеств достижимости в системах с интегральными ограни-
чениями исследовались в работах [10; 11]. Алгоритмы приближенного построения множеств
достижимости изучались во многих работах (см., например, [12–15]). Ниже приведена общая
постановка задачи. Во втором разделе рассматривается аналог метода из [3], который дает
при определенных условиях аппроксимацию множества достижимости сверху. Третий раздел
посвящен задаче снятия фазовых ограничений при помощи внутренних (барьерных) функций
штрафа.

Мы рассматриваем управляемые системы вида

ẋ(t) = f1(x(t)) + f2(x(t))u(t), 0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0, (1.1)

где x ∈ R
n — вектор состояния, u ∈ R

r — управляющий параметр, f1 : R
n+1 → R

n, f2 : R
n+1 →

R
n×r — непрерывные отображения, x0 — заданное подмножество R

n.

Далее будем предполагать, что функции f1 и f2 локально липшицевы по x, а также удо-
влетворяют условиям подлинейного роста и ограниченности:

‖f1(x)‖ ≤ l1(1 + ‖x‖), ‖f2(x)‖n×r ≤ l2, x ∈ R
n. (1.2)

Здесь l1, l2 — некоторые положительные константы, ‖·‖ — евклидова норма вектора, ‖·‖n×r —
евклидова норма n× r матрицы.

В качестве управления будем рассматривать вектор-функции из пространства Lp[0, T ],

p > 1, с нормой ‖u(·)‖Lp
=

(
∫ T

0
‖u(t)‖pdt

)1/p

. Решением (траекторией) системы (1.1), отве-

чающим управлению u(·), будем называть абсолютно непрерывную функцию x : [0, T ] → R
n,

удовлетворяющую (1.1) для почти всех t ∈ [0, T ]. Обозначим через x(t, u(·), x0) решение систе-
мы с начальным условием x(t0) = x0. Ограничения на управление заданы включением

u(·) ∈ BLp
(0, µ), (1.3)

где BLp
(0, µ) — шар радиуса µ > 0 c центром в нуле в Lp.

Пусть множество S, задающее фазовые ограничения, имеет вид

S = {x ∈ R
n : g(x) ≤ 0}, (1.4)
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где g : Rn → R — дважды непрерывно дифференцируемая функция, и пусть x0 ∈ S.

Множеством (областью) достижимости системы (1.1) с фазовым ограничением (1.4) в мо-
мент времени T назовем множество

G0(T ) =
{

x ∈ R
n : ∃u(·) ∈ BLp

(0, µ), x = x(T, u(·), x0), x(t, u(·), x0) ∈ S, t0 ≤ t ≤ T
}

.

Таким образом, G0(T ) — множество всех точек, в которые можно перевести систему (1.1)
в момент времени θ из начального состояния x0 при ограничениях (1.3), (1.4). Через G(T )
обозначим множество достижимости системы (1.1) без учета фазовых ограничений

G(T ) =
{

x ∈ R
n : ∃u(·) ∈ BLp

(0, µ), x = x(T, u(·), x0)
}

.

2. Аналог метода внешних штрафных функций

Далее будем предполагать, что ∇g(x) 6= 0 при g(x) = 0. При выполнении этого условия
имеет место равенство ∂S = {x : g(x) = 0} [3]. Обозначим Sε = {x : g(x) ≤ ε}. Будем считать,
что существует ε0 > 0 такое, что множество Sε0 компактно.

При выполнении условия (1.2) множество траекторий системы (1.1) компактно в простран-
стве непрерывных функций C = C[0, T ] [16]. Отсюда и из замкнутости S следует компактность
множеств достижимости G(T ) и G0(T ). Будем далее считать, что G0(T ) 6= ∅.

Обозначим через Sδ δ-окрестность множества S: Sδ = S + B(0, δ), где B(0, δ) ∈ R
n —

замкнутый шар радиуса δ с центром в нуле. Справедлива

Лемма 1. Для каждого δ > 0 найдется ε̄ > 0 такое, что Sε ⊂ Sδ для любого 0 ≤ ε ≤ ε̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится стандартными рассуждениями от противного, ис-
пользующими компактность множеств Sε. �

Пусть a(x) = ∇g(x)⊤f1(x), b(x) = ∇g(x)⊤f2(x).

Предположение 1. 1) Для каждого x ∈ ∂S из равенства b(x) = 0 следует неравенство

a(x) < 0. 2) Найдется σ > 0 такое, что a(x) ≤ 0 при 0 ≤ g(x) ≤ σ.

Из непрерывности a(x), b(x) и компактности множества S следует, что условие 1) данного
предположения выполнено и в некоторой δ-окрестности Sδ. В этом случае можно определить
на Sδ неотрицательную функцию p(x) равенством

p(x) =











a(x) +
√

a2(x) + (b⊤(x)b(x))2

b⊤(x)b(x)
при b(x) 6= 0,

0 при b(x) = 0.

Лемма 2. Пусть выполнено предположение 1. Вектор-функция ū(x), определенная ра-

венством ū(x) = −g(x)p(x)b⊤(x), непрерывно дифференцируема на Sδ. Найдется такое σ > 0,
что для системы

ẋ = f1(x) + f2(x)ū(x) (2.1)

в области {x : 0 < g(x) ≤ σ} выполняется неравенство
d

dt
g(x) < 0, где

d

dt
g(x) = (∇g(x), f1(x) + f2(x)ū(x))

— производная функции g(x) в силу системы (2.1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как a(x) < 0 при b(x) = 0, то функция p(x) непрерывно
дифференцируема [17]. Отсюда следует непрерывная дифференцируемость ū(x). Производную
d

dt
g(x) в силу системы (1.1) запишем в виде

d

dt
g(x) = a(x)− g(x)p(x)b(x)b⊤(x). Если b(x) = 0,

то
d

dt
g(x) = a(x) < 0. При b(x) 6= 0 получаем

d

dt
g(x) = a(x)− g(x)

(

a(x) +
√

a2(x) + (b(x)b⊤(x))2
)

.

Если a(x) = 0, то
d

dt
g(x) = −g(x)|b(x)b⊤(x)| < 0. При a(x) < 0 имеем

d

dt
g(x) ≤ a(x) −

g(x)|a(x)| < 0. �

Построим управляемую систему

ẋ = f ε(x, u), x(t0) = x0, (2.2)

правая часть которой зависит от малого параметра ε, такую, чтобы траектории системы (2.2)
приближенно удовлетворяли фазовым ограничениям (1.4) и при стремлении ε к нулю ап-
проксимировали бы траектории исходной системы. Функцию f ε(x, u) определим на множестве
{x ∈ R

n : g(x) ≤ σ} следующим образом. Положим

f ε(x, u) =

{

hε(g(x))(f1(x) + f2(x)u) +
(

1− hε(g(x))
)(

f1(x) + f2(x)ū(x)
)

при g(x) > 0,
f1(x) + f2(x)u при g(x) ≤ 0,

где hε(τ) : R → R — любая непрерывно дифференцируемая функция такая, что 0 ≤ hε(τ) ≤ 1,
hε(τ) = 1 при τ < 0, hε(τ) = 0 при τ > ε.

Заметим, что при g(x) > 0 f ε(x, u) = f1(x)+ f2(x)(hε(g(x))u+
(

1−hε(g(x))
)

ū(x)). Поэтому
систему (2.2) можно записать в виде

ẋ = f ε
1 (x) + f ε

2 (x)u. (2.3)

Здесь f ε
1 (x) = f1(x), f

ε
2 (x) = f2(x) при g(x) ≤ 0, а при g(x) > 0

f ε
1 (x) = f1(x) + f2(x)

(

1− hε(g(x))
)

ū(x), f ε
2 (x) = f2(x)hε(g(x))u.

Лемма 3. Существует δ > 0 такое, что функции f ε
1 (x), f

ε
2 (x) определены и непрерывно

дифференцируемы в замкнутой δ-окрестности Sδ множества S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 следует непрерывная дифференцируемость ū на Sδ.
Дальнейшее доказательство проводится по схеме работы [3]. �

Теорема 1. Пусть f1(x) и f2(x) удовлетворяют условию (1.2) и предположению 1.
Тогда для всех достаточно малых ε > 0 и любого u(·) ∈ Lp решение xε(t) систе-

мы (2.2) с начальным условием xε(0) = x0 определено на [0, T ] и удовлетворяет неравенству

g(xε(t)) ≤ ε, t ∈ [0, T ]. Имеет место включение G0(T ) ⊂ Gε(T ) и h(G0(T ), Gε(T )) → 0 при

ε → 0, где h0(G(T ), Gε(T )) — хаусдорфово расстояние между множествами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3 правая часть системы (2.2) определена на неко-
торой δ-окрестности множества S. Фиксируем ε̄ > 0 такое, что Sε ⊂ Sδ при ε ≤ ε̄ (см. лемму 1).
Возьмем любое ε ≤ ε̄. Так как f ε

1 (x), f ε
2 (x) непрерывно дифференцируемы, то для любо-

го u(·) ∈ L2 существует единственное решение системы (2.2) xε(t), удовлетворяющее условию
xε(0) = x0. Покажем, что решение продолжимо на весь отрезок [0, T ]. Пусть [0, θ] — максималь-
ный промежуток времени, на котором определено xε(t). Предположим, что θ < T . Покажем,
что g(xε(t)) ≤ ε на [0, θ]. Действительно, допустим от противного, что найдется t∗ ∈ [0, θ], для
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которого g(xε(t)) > ε. Положим t∗ = max{t ∈ [0, t∗] : g(xε(t)) = ε}. Такой момент обязатель-
но найдется, так как g(xε(0)) ≤ 0 и функция g(xε(t)) непрерывна. На полуинтервале (t∗, t

∗]
выполняется неравенство g(xε(t)) > ε, следовательно, hε

(

g(xε(t))
)

= 0. Поэтому

d

dt
g(xε(t)) =

(

∇g(xε(t)), f1(xε(t)) + f2(xε(t))ū(xε(t))
)

< 0, t ∈ (t∗, t
∗],

и, значит, ε = g(xε(t∗)) > g(xε(t
∗)) > ε. Полученное противоречие доказывает первую часть

утверждения теоремы.
Для доказательства второй части заметим, что при g(x) ≤ 0 мы имеем f ε

1 (x) = f1(x),
f ε
2 (x) = f2(x); отсюда любая траектория исходной системы, удовлетворяющая фазовым

ограничениям, является траекторией системы (2.2). Поэтому G0(T ) ⊂ Gε(T ). Пусть u(·) ∈
BLp

(0, µ), xε(t) = xε(t, u(·)) — траектория системы (2.2), отвечающая управлению u(·). Тогда

ẋε(t) = f1(xε(t)) + f2(xε(t))v(t),

где обозначено v(t) = αε(t)u(t) + (1 − αε(t))ūε(t), αε(t) = hε(g(xε(t)), ūε(t) = ū(xε(t)). Так как
g(xε(t)) ≤ ε и функция p(x)b⊤(x) ограничена на Sδ некоторой константой K, то, учитывая, что
0 ≤ αε(t) ≤ 1, имеем ‖ū(xε(t))‖ ≤ Kε. Таким образом, ‖v(·)‖Lp

≤ ‖u(·)‖Lp
+ ‖ūε(·)‖Lp

≤ µ+Kε.
Докажем, что h(G0(T ), Gε(T )) → 0 при ε → 0. Допустим противное. Тогда найдутся по-

следовательность εm → 0, m → ∞ и число γ > 0, такие что h(G(T ), Gεm(T )) ≥ γ. Выберем
управления um(·) ∈ BLp

(0, µ) такие, что для xm = xεm(T, um(·)) выполняются неравенства

d(xm, G(T )) = max
x∈G0(T )

‖xm − x‖ ≥ γ/2.

Каждая из траекторий xεm(t) является траекторией исходной системы (1.1) xεm(t, um(·)) =
x(t, vm(·), где vm(·) = αm(t)um(t) + (1 − αm(t))ūm(t), αm(t) = hεm(g(xεm(t)), ūm(t) = ū(xεm(t)).
Множество траекторий x(t, vm(·)), порожденных управлениями из замкнутого шара в Lp ком-
пактно в C (см., например, [11; 16]), поэтому не ограничивая общности можно считать, что
x(t, um(·)) равномерно сходится к некоторой траектории x(t, u0(·)), где ‖u0(·)‖Lp

≤ µ + Kεm
для любого m, и, следовательно, u0(·) ∈ BLp

(0, µ). Таким образом, x(T, u0(·)) ∈ G0(T ), но
при этом d(x(T, u0(·)), G0(T )) ≥ γ/2 > 0. Полученное противоречие завершает доказательство
теоремы. �

З а м е ч а н и е 1. Требование компактности множества S добавлено для упрощения из-
ложения. Поскольку множество достижимости без фазовых ограничений в данной задаче ком-
пактно, условия предположения 1 можно проверять на пересечении S с шаром достаточно
большого радиуса (см. [3]).

З а м е ч а н и е 2. Предположение 1, положенное в основу доказательства, состоит из
двух условий. Первое заключается в том, что равенство b(x) = 0 возможно только в тех
точках границы ограничений, где a(x) < 0. Оно эквивалентно выполнению неравенства
infu(∇g(x), f1(x) + f2(x)u) < 0 вблизи границы. В задаче с геометрическими ограничениями
на управление подобное условие достаточно, чтобы обеспечить сходимость метода штрафных
функций, если в качестве обратной связи ū, разворачивающей вектор скорости во внутрь огра-
ничений, выбрать ū(x) = −p(x)b⊤(x) [3]. В задаче с интегральными ограничениями это, вообще
говоря, может привести к расходованию дополнительного ресурса управления. Поэтому в фор-
мулу для ū(x) добавляется множитель g(x), что обеспечивает близость к нулю расходуемого
вблизи границы ресурса управления. Но обоснование сходимости метода в этом случае требует
добавления достаточного сильного условия 2).

3. Внутренние штрафные функции

В данном разделе мы рассмотрим еще один вариант снятия фазовых ограничений. Этот
вариант использует внутренние (барьерные) функции штрафа, и по характеру их применения
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он ближе к классическим методам штрафных функций. Барьерной называют определенную
на внутренности допустимого множества функцию, которая стремится к бесконечности при
приближении ее аргумента к границе множества.

Для построения множества достижимости предлагается решать совокупность задач оп-
тимального управления с терминальным критерием, представляющим функцию расстояния
от правого конца траектории системы до точки в пространстве состояний. Множество дости-
жимости или его аппроксимация в этом случае может быть представлено в виде множества
уровня функции цены. Подобный подход широко применяется при построении множеств до-
стижимости (см., например, [18–21]). Для нахождения функции цены применяются методы
динамического программирования, использующие минимаксные и вязкостные решения урав-
нений Гамильтона — Якоби [22;23].

В данном разделе статьи не рассматривается алгоритм вычисления функции цены, а об-
суждается только возможность снятия фазовых ограничений при помощи штрафных функ-
ций. Рассмотрим произвольную неотрицательную непрерывную функцию p(ξ) : (0, a] → [0,∞)
такую, что p(ξ) → ∞ при ξ → 0. Здесь a — некоторое положительное число. В качестве
барьерной функции будем брать функцию вида p(−g(x)), где g(x) задает фазовые ограниче-
ния. Очевидно, p(−g(x)) определена при g(x) < 0. В качестве a можно взять любое число
a ≥ max(−g(x)). В качестве функции p(ξ) можно брать, например, max{− ln(ξ), 0}, 1/ξ.

Для заданного x ∈ R
n рассмотрим следующую задачу оптимального управления с терми-

нальным функционалом:
‖x(T )− x‖ → min, (3.1)

J(u(·)) + ε

T
∫

0

p
(

−g(x(t))
)

dt ≤ µp (3.2)

на траекториях системы (1.1). Здесь J(u(·)) =

∫ T

0
‖u(t)‖pdt, ε > 0 — параметр штрафа.

В отличие от классического метода штрафных функций мы добавляем функцию штрафа к
ограничениям задачи.

В данном разделе в отличие от предыдущего нам не потребуется использовать условия,
связывающее градиент функции g(x) и правую часть управляемой системы. Функцию g(x)
будем считать непрерывной. Единственное условие налагаемое на фазовые ограничения — это
предположение о существовании внутренней траектории.

Предположение 2. Существует управление u∗(t) и отвечающая этому управлению

траектория x∗(t) системы (1.1) такие, что

J(u∗(·)) < µp, g(x∗(t)) < 0, 0 ≤ t ≤ T, x∗(0) = x0. (3.3)

Если выполнено данное предположение, то G0(T ) 6= ∅.

Утверждение 1. Для любого достаточно малого ε > 0 задача (3.1), (3.2) имеет решение

u0(t), x0(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество пар u(t), x(t), для которых выполняется неравен-
ство (3.2), непусто. Действительно, пусть u∗(t), x∗(t) удовлетворяют условиям (3.3). Поскольку
∫ T

0
p
(

−g(x∗(t))
)

dt < ∞, то достаточно выбрать ε̄ так, чтобы выполнялось неравенство

ε̄

T
∫

0

p
(

−g(x∗(t))
)

dt ≤ µp − J(u∗(·)).

Тогда u∗(t), x∗(t) удовлетворяют ограничениям для всех ε ≤ ε̄.
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Пусть (uk(·), xk(·)) — минимизирующая последовательность в задаче (3.1), (3.2). Так как
J(uk(·)) ≤ µp, то множество управлений слабо компактно в Lp, а множество траекторий ком-
пактно в C [11;16]. Найдется подпоследовательность (ukm(·), xkm(·)) такая, что ukm(·) сходится
слабо к u0(·), J(u0(·)) ≤ µp, xkm(t) сходится равномерно к x0(t) и пара u0(t), x0(t) удовлетво-
ряет уравнению (1.1).

Траектория x0(t) не может попасть на границу множества фазовых ограничений S. Дей-
ствительно, допустим, что g(x0(t̄)) = 0 для некоторого t̄ ∈ [0, T ]. Множество траекторий xkm(t)
равномерно ограничено и равностепенно непрерывно. Задав достаточно малое σ > 0, найдем
δ > 0 такое, что ‖xkm(t) − xkm(t̄))‖ ≤ σ для всех m, где |t̄ − t| ≤ δ, t ∈ [0, T ]. Тогда для
любого N ∈ N найдется m̄ ∈ N такое, что p

(

−g(xkm(t))
)

≥ N для всех m ≥ m̄, |t̄ − t| ≤ δ.
Следовательно,

J(ukm(·)) + ε

T
∫

0

p
(

−g(xkm(t))
)

dt ≥ J(ukm(·)) + εN > µp

для достаточно больших N , и, значит, (ukm(·), xkm(·)) не удовлетворяют ограничению (3.2).
Так как g(x) непрерывна, то g(xkm(t)) равномерно сходится к g(x0(t)). Учитывая, что в

силу слабой сходимости ukm(·) к u0(·) при k → ∞ J(u0(·)) ≤ lim J(ukm(·)) и в силу неравенства
g(x0(t)) < 0, 0 ≤ t ≤ T,

T
∫

0

p
(

−g(x0(t))
)

dt = lim

T
∫

0

p
(

−g(xkm(t))
)

dt,

получим, что u0(t), x0(t) — решение рассматриваемой задачи оптимального управления. �

Обозначим оптимальное значение задачи, зависящее от x и ε, символом Vε(x). Далее уста-
навливается связь функции Vε(x) с множеством достижимости исходной задачи управления.

Утверждение 2. Для любого достаточно малого ε > 0 Vε(x) удовлетворяет условию

Липшица по x с константой равной 1. Для каждого x существует предел limε→+0 Vε(x) =:
V0(x). Функция V0(x) также липшицева и справедливы следующие соотношения:

G−
ε (T ) := {x : Vε(x) ≤ 0} ⊆ G−

0 (T ) := {x : V0(x) ≤ 0} ⊆ G0(T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x1, x2 ∈ R
n, ε > 0. Обозначим через x1(t), x2(t) оптималь-

ные траектории в задаче (3.1), (3.2) при x = x1, x = x2 соответственно. Тогда

Vε(x1) = ‖x1 − x1(T )‖ ≤ ‖x1 − x2(T )‖ ≤ ‖x1 − x2‖+ ‖x2 − x2(T )‖ = ‖x1 − x2‖+ Vε(x2),

откуда следует, что Vε(x1)−Vε(x2) ≤ ‖x1−x2‖. Аналогично доказывается неравенство Vε(x2)−
Vε(x1) ≤ ‖x1 − x2‖. Таким образом,

|Vε(x1)− Vε(x2)| ≤ ‖x1 − x2‖. (3.4)

При фиксированном x Vε(x) — ограниченная снизу монотонно невозрастающая с убыванием
ε > 0 функция. Отсюда следует существование конечного предела V0(x) = limε→+0 Vε(x).
Переходя к пределу в (3.4), получим, что данное неравенство выполняется и для V0(x).

Включение G−
ε (T ) ⊆ G−

0 (T ) является прямым следствием неравенства V0(x) ≤ Vε(x). До-
кажем второе из включений. Пусть x ∈ G−

0 (T ), т. е. V0(x) = 0. Это означает, что найдется
последовательность εk → 0 такая, что Vε(x) → 0. Для каждого εk выберем пару uk(·), xk(·),
на которой достигается минимум в задаче (3.1), (3.2). Полученная последовательность содер-
жит сходящуюся к некоторой траектории u0(·), x0(·) подпоследовательность. Не ограничивая
общности можно считать, что uk(·) слабо сходится к u0(·), xk(·) равномерно сходится к x0(·).
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Тогда J(u0(·)) ≤ lim J(uk(·)), xk(T ) → x0(T ) = x, так как ‖xk(T )− x‖ → 0, k → ∞. Из условия
g(xk(t)) < 0 вытекает, что g(x0(t)) ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T . Таким образом, x = x0(T ) ∈ G0(T ), что
завершает доказательство. �

Каждое из множеств G−
ε (T ) является внутренней оценкой множества достижимости систе-

мы с фазовым ограничением, G−

0 (T ) — максимальная по включению оценка. В общем случае
G−

0 (T ) не совпадает с множеством достижимости. Однако для систем с линейной динамикой
и выпуклыми фазовыми ограничениями имеет место совпадение.

Теорема 2. Пусть динамика управляемой системы описывается линейным уравнением

ẋ = Ax+Bu, x(t0) = x0, и фазовые ограничения заданы выпуклой функцией g(x). Если выпол-

нено предположение 2 о существовании внутренней траектории, то справедливо равенство

G−

0 (T ) = G0(T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать, что G0(T ) ⊆ G−

0 (T ). Пусть x ∈ G0(T ) и
пусть u0(t) — управление такое, что J(u0(·)) ≤ µp, g(x0(t)) ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T, x0(T ) = x. Здесь
x0(t) — траектория, порожденная управлением u0(t). Рассмотрим внутреннюю траекторию
u∗(t), x∗(t) и для 0 < α ≤ 1 обозначим uα(t) = (1− α)u0(t) + αu∗(t). Ввиду линейности управ-
ляемой системы соответствующая uα(t) траектория имеет вид xα(t) = (1−α)x0(t)+αx∗(t). Из
выпуклости J и g следует

J(uα(·)) ≤ (1− α)J(u0(·)) + αJ(u∗(·)) ≤ µp − α(µp − J(u∗(·)),

g(xα(t)) ≤ (1− α)g(x0(t)) + αg(x∗(t)) ≤ αg(x∗(t)) ≤ −αḡ,

где ḡ = mint |g(x∗(t))|. Для фиксированного α > 0 выберем ε(α) > 0 так, чтобы ε(α) ≤ α и
выполнялось неравенство

J(uα(·)) + ε(α)

T
∫

0

p
(

−g(xα(t))
)

dt ≤ µp.

В силу того, что

∫ T

0
p
(

−g(xα(t))
)

dt < ∞, для этого достаточно выбрать ε(α) из условия

ε(α)

T
∫

0

p
(

−g(xα(t))
)

dt ≤ α
(

µp − J(u∗(·))
)

.

Управление uα(t) и траектория xα(t) удовлетворяют ограничениям (3.2) при ε = ε(α), следо-
вательно, ‖xα(T ) − x‖ ≥ Vε(α)(x) ≥ V0(x). Учитывая, что xα(T ) → x при α → 0, получаем

V0(x) ≤ 0. Таким образом, x ∈ G−

0 (T ). �

4. Примеры

П р и м е р 1. Рассмотрим линейную управляемую систему

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, x(0) = (0, 0),

2
∫

0

u2(t)dt ≤ 2, 0 ≤ t ≤ 2,

пусть фазовые ограничения заданы неравенством |x2(t)| ≤ 1. В данном примере g(x) = |x2|−1
не дифференцируема при x2 = 0. Это не ограничивает применение предлагаемого метода, так
как по сути дифференцируемость g(x) нужна только в окрестности границы S, т. е. при x2,
близких к 1 и −1. Таким образом, ∇g(x) = (1, 0) при x2 > 0, ∇g(x) = (−1, 0) при x2 < 0.
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Следовательно, a(x) = (∇g(x), (x2, 0)) ≡ 0, b(x) = (∇g(x), (0, 1)) = sign(x2), и, значит, условия
предположения 1 в данном примере выполнены.

Выберем функцию hε(τ) в виде кусочно-квадратичной функции [3]. Так как p(x) ≡ 1, то
управление ū(x), обеспечивающее разворот вектора скорости системы внутрь фазовых огра-
ничений, задается формулой ū(x) = −g(x)p(x)b(x) = −(|x2| − 1)sign(x2).

Аппроксимирующая система (2.2) задана уравнениями ẋ1 = x2, ẋ2 = sε(x2, u), где

sε(x2, u) = hε(|x2| − 1)u− (1− hε(|x2| − 1))(|x2| − 1)sign(x2).

Результаты численного моделирования по приведенному во втором разделе алгоритму по-
казывают, что множества достижимости G0(T ) и Gε(T ) оказываются близкими при малых ε.
Построение множеств достижимости проводилось при помощи метода Монте-Карло, исполь-
зующего представление управлений в виде линейной комбинации ортогональных многочленов
со случайным выбором коэффициентов.

Если рассмотреть множества достижимости этой же системы, но при фазовых ограниче-
ниях на первую координату системы: g(x) = |x1| − 1, то в этом случае a(x) = x2 при x1 > 0,
a(x) = −x2 при x1 < 0, b(x) ≡ 0, и условия предположения 1 не выполняются. Численное
моделирование показывает, что G0(T ) и Gε(T ), построенное при ε = 0.1, отстоят далеко друг
от друга.

П р и м е р 2. Рассмотрим управляемую систему (рис. 1)

ẋ1 = 1, ẋ2 = u, x(0) = (0, 0),

T
∫

0

u2(t)dt ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T, T = 2.4 (4.5)

c фазовым ограничением |x2(t)| ≤ φ(x1), где φ(x1) = (x1−T/2)2+0.1. Так как x1(t) = t, то фак-
тически мы имеем дело с системой первого порядка ẋ = u с нестационарным фазовым ограни-
чением |x| ≤ φ(t). В силу линейности и симметрии системы (4.5) и в силу ограничений относи-
тельно оси x1 множество достижимости G0(T ) — отрезок G0(T ) = {(x1, x2) : x1 = T, |x2| ≤ γ}.

Величину γ можно найти, решив задачу оптимального управления x2(T ) → max для си-
стемы (4.5) при фазовом ограничении x2 ≤ φ(x1). Путем ее дискретизации и решения по-
лучившейся задачи квадратичного программирования было найдено приближенное значение
γ = max x2(T ) = 1.11.

Посмотрим, что дает снятие фазовых ограничений при помощи использования системы
вида (2.3). В дальнейшем мы будем рассматривать траекторию, выходящую за верхнюю
часть границы фазовых ограничений, вблизи нее g(x) = x2 − φ(x1). В этом случае имеем
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Рис. 1.
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a(x) = −φ
′

(x1), b(x) = 1, p(x) = a(x) +
√

a2(x) + 1. Так как условие a(x) < 0 при b(x) = 0
здесь выполнено, управление ū(x) = −p(x) обеспечивает выполнение неравенства dg(x)/dt < 0
вблизи границы фазового ограничения. Любая траектория системы

ẋ1 = 1, ẋ2 = hε(x2 − φ(x1))u+
(

1− hε(x2 − φ(x1))
)

ū(x), x1(0) = x2(0) = 0, (4.6)

не выходит за пределы множества {x ∈ R
2 : x2 ≤ φ(x1) + ε}. Численное моделирование, про-

веденное с помощью метода Монте Карло при ε = 0.01 для 50000 траекторий системы (4.6),
показывает, что для всех полученных траекторий выполняется неравенство x2(T ) ≤ γ. То есть
в данном примере множества Gε(T ) аппроксимируют G0(T ), хотя условие 2) предположения 1
и не выполняется. На рис. 1 жирной сплошной линией изображено фазовое ограничение, пунк-
тиром — траектория системы (4.5), удовлетворяющая фазовым ограничениям и максимизиру-
ющая величину x2(T ). Жирным пунктиром обозначена траектория системы (4.6), отвечающая
управлению u(t) ≡ 1/

√
T . Это управление удовлетворяет интегральному ограничению и пе-

реводит систему (4.5) на границу множества достижимости G(T ) без фазовых ограничений.
При этом фазовые ограничения нарушаются. В системе (4.6) соответствующая траектория
удовлетворяет фазовым ограничениям с точностью ε и приходит во внутреннюю точку отрез-
ка G0(T ).
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