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Введение

В рамках теории минимаксных (обобщенных) решений уравнений Гамильтона — Якоби
(см., например, [1; 2]) отдельное внимание уделяется поиску различных критериев верхних,
нижних и минимаксных решений. Как правило, согласно подходам и методам из теории пози-
ционных дифференциальных игр (см., например, [3–5]) и соответствующим унификационным
конструкциям (см., например, [6], а также [7]), верхние и нижние решения уравнения Гамиль-
тона — Якоби изначально определяются как функции, удовлетворяющие некоторым нело-
кальным условиям стабильности относительно так называемых характеристических диффе-
ренциальных включений, связанных с гамильтонианом уравнения (см., например, [1, разд. 2],
[2, разд. 6], а также [8]). При этом минимаксное решение есть не что иное как функция,
которая является одновременно верхним и нижним решением. Отметим, что данные усло-
вия стабильности функций выражают собой свойства слабой инвариантности их надграфиков
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и подграфиков относительно характеристических дифференциальных включений. Важными
для приложений принято считать утверждения о том, что определения верхних и нижних
решений не зависят от выбора конкретных характеристических дифференциальных включе-
ний, а минимаксное решение может быть независимо определено в терминах свойств слабой
инвариантности его графика (см., например, [2, теорема 6.4]). Известны также другие нело-
кальные определения минимаксных решений уравнений Гамильтона — Якоби, в том числе с
использованием понятия классических характеристик (см., например, [9, разд. 7.3]).

Нелокальные условия стабильности удобны, в частности, при исследовании вопросов су-
ществования и единственности минимаксных решений краевых задач для уравнений Гамиль-
тона — Якоби. Однако на практике при отыскании минимаксных решений проверить выпол-
нение этих условий напрямую для той или иной функции, как правило, достаточно трудно.
В этом отношении более удобны инфинитезимальные выражения условий стабильности и соот-
ветственно инфинитезимальные критерии верхних и нижних решений, формулируемые в тер-
минах различных конструкций негладкого анализа. Такие критерии были получены, в числе
прочих, в виде неравенств для производных по направлениям, для сопряженных производных,
для суб- и суперградиентов (см., например, [1, теорема 9.1; 2, теорема 6.4], а также [10]). Под-
черкнем, что последний из упомянутых критериев устанавливает взаимосвязь минимаксного
и вязкостного подходов к понятию обобщенного решения уравнений Гамильтона — Якоби.

Целью настоящей статьи, продолжающей работы [11;12], является вывод подходящих ана-
логов некоторых из указанных нелокальных и инфинитезимальных критериев для верхних,
нижних и минимаксных решений уравнений Гамильтона — Якоби с коинвариантными произ-
водными дробного порядка. Уравнения такого вида, с одной стороны, естественным образом
возникают [13] при формализации принципа динамического программирования в задачах оп-
тимального управления динамическими системами, эволюция которых описывается при помо-
щи дифференциальных уравнений с дробными производными Капуто (см., например, [14–16]).
С другой стороны, рассматриваемые уравнения Гамильтона — Якоби в определенном смысле
обобщают класс уравнений Гамильтона — Якоби с коинвариантными производными первого
порядка, который исследовался, например, в [17–21] в связи с задачами динамической опти-
мизации систем с запаздыванием. В частности, развитые в [18–21] конструкции минимаксных
решений во многом составляют основу представленных в настоящей статье результатов. При
этом особенности, связанные со спецификой операций интегрирования и дифференцирования
дробного порядка, учитываются благодаря использованию установленных в [22] (см. также
[12, разд. 2.1]) свойств множеств решений задач Коши для дифференциальных включений с
дробными производными Капуто и подходящих определений дробных производных функцио-
налов по многозначным направлениям [11]. В качестве одного из приложений данных в статье
критериев отметим возможность установить связь между результатами работы [11], в которой
изучался случай однородного гамильтониана, и соответствующими результатами работы [12],
полученными в общем случае неоднородного гамильтониана.

1. Обозначения

Зафиксируем n ∈ N, T > 0 и α ∈ (0, 1). Пусть R
n — евклидово пространство n-мерных

векторов со скалярным произведением 〈·, ·〉 и нормой ‖ · ‖. Для R > 0 через B(R) обозначим
замкнутый шар в R

n радиуса R с центром в нуле.

Для любого t ∈ [0, T ] в согласии с [14, определение 2.3] рассмотрим множество ACα([0, t],Rn)
функций x : [0, t] → R

n, для каждой из которых найдется измеримая по Лебегу и существенно
ограниченная функция f : [0, t] → R

n такая, что справедливо представление

x(τ) = x(0) +
1

Γ(α)

τ∫

0

f(ξ)

(τ − ξ)1−α
dξ, τ ∈ [0, t]. (1.1)
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Здесь второе слагаемое является дробным интегралом Римана — Лиувилля порядка α от функ-
ции f(·) (см., например, [14, определение 2.1]); Γ — гамма-функция. Множество ACα([0, t],Rn)
есть линейное пространство, и всякая функция x(·) ∈ ACα([0, t],Rn) непрерывна (см., напри-
мер, [14, замечание 3.3]). Пространство ACα([0, t],Rn) снабдим равномерной нормой

‖x(·)‖[0,t] = max
τ∈[0,t]

‖x(τ)‖, x(·) ∈ ACα([0, t],Rn). (1.2)

В соответствии с [14, теорема 2.4] для каждой функции x(·) ∈ ACα([0, t],Rn) при почти всех
(п.в.) τ ∈ [0, t] существует дробная производная Капуто порядка α, определяемая по правилу
(см., например, [15, разд. 2.4], а также [16, гл. 3])

(CDαx)(τ) =
1

Γ(1− α)

d

dτ

τ∫

0

x(ξ)− x(0)

(τ − ξ)α
dξ.

Кроме того, если для некоторой измеримой по Лебегу и существенно ограниченной функ-
ции f(·) выполнено равенство (1.1), то (CDαx)(τ) = f(τ) при п.в. τ ∈ [0, t].

Обозначим через G множество пар (t, w(·)) таких, что t ∈ [0, T ] и w(·) ∈ ACα([0, t],Rn).
Следуя [21, разд. 1] (см. также, например, [19] и [13]), на множестве G введем метрику

dist
(
(t, w(·)), (t′, w′(·))

)
= max

{
dist∗

(
(t, w(·)), (t′ , w′(·))

)
,dist∗

(
(t′, w′(·)), (t, w(·))

)}
,

где (t, w(·)), (t′, w′(·)) ∈ G и

dist∗
(
(t, w(·)), (t′, w′(·))

)
= max

τ∈[0,t]
min

τ ′∈[0,t′]

√
|τ − τ ′|2 + ‖w(τ) − w′(τ ′)‖2.

Отметим, что в силу [21, лемма 1.1] (см. также, например, [13, утверждение 8.2]) отображение

[0, T ]×ACα([0, T ],Rn) ∋ (t, x(·)) 7→ (t, xt(·)) ∈ G (1.3)

непрерывно. Здесь и далее xt(·) — сужение функции x(·) на отрезок [0, t], т. е. xt(τ) = x(τ),
τ ∈ [0, t]. Для (t, w(·)) ∈ G положим

X(t, w(·)) =
{
x(·) ∈ ACα([0, T ],Rn) : xt(·) = w(·)

}
. (1.4)

Пусть G0 = {(t, w(·)) ∈ G : t < T}. Рассмотрим функционал ϕ : G → R. Согласно [13] (см.
также [11]) функционал ϕ называется коинвариантно (ci-) дифференцируемым порядка α в
точке (t, w(·)) ∈ G0, если существуют такие ∂αt ϕ(t, w(·)) ∈ R и ∇αϕ(t, w(·)) ∈ R

n, что для любой
функции x(·) ∈ X(t, w(·)) при всех τ ∈ (t, T ) выполняется соотношение

ϕ(τ, xτ (·)) − ϕ(t, w(·)) = ∂αt ϕ(t, w(·))(τ − t) +

τ∫

t

〈∇αϕ(t, w(·)), (CDαx)(ξ)〉dξ + o(τ − t), (1.5)

где o(·) может зависеть от t и x(·), o(δ)/δ → 0 при δ → +0. В этом случае величины ∂αt ϕ(t, w(·))
и ∇αϕ(t, w(·)) называются ci-производными порядка α функционала ϕ в точке (t, w(·)).

Для t ∈ [0, T ] через Lip([0, t],R) обозначим линейное пространство липшицевых функций
z : [0, t] → R с равномерной нормой ‖ · ‖[0,t], определяемой аналогично (1.2), и положим

Z(t) =
{
z(·) ∈ Lip([0, T ],R) : z(τ) = 0, τ ∈ [0, t]

}
. (1.6)
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2. Уравнение Гамильтона — Якоби

В статье рассматривается уравнение Гамильтона — Якоби с ci-производными порядка α

∂αt ϕ(t, w(·)) +H
(
t, w(t),∇αϕ(t, w(·))

)
= 0, (t, w(·)) ∈ G0. (2.1)

Неизвестным здесь является функционал ϕ : G → R. Функция H : [0, T ] × R
n × R

n → R,
называемая гамильтонианом, задана и удовлетворяет следующим условиям:

(H1) Функция H непрерывна.

(H2) Существует c > 0 такое, что для любых τ ∈ [0, T ] и x, s, s′ ∈ R
n выполнена оценка

(условие Липшица по переменной s)

|H(τ, x, s) −H(τ, x, s′)| 6 c(1 + ‖x‖)‖s − s′‖.

(H3) Для любого R > 0 найдется λ > 0 такое, что, каковы бы ни были τ ∈ [0, T ], x, x′ ∈ B(R)
и s ∈ R

n, справедливо неравенство (условие Липшица по переменной x)

|H(τ, x, s)−H(τ, x′, s)| 6 λ(1 + ‖s‖)‖x− x′‖.

Отметим, что работы [11; 12] посвящены изучению минимаксных решений задачи Коши
для уравнения (2.1) при заданном на правом конце краевом условии

ϕ(T,w(·)) = σ(w(·)), w(·) ∈ ACα([0, T ],Rn), (2.2)

где σ : ACα([0, T ],Rn) → R — некоторый непрерывный функционал. При этом в работе [11]
предполагается, что помимо условий (H1)–(H3) гамильтониан H обладает свойством положи-
тельной однородности по переменной s (см. условие (H4) в разд. 7). Однако, поскольку для
основных результатов настоящей статьи наличие того или иного краевого условия вида (2.2)
не является принципиальным, далее будут рассматриваться верхние, нижние и минимаксные
решения уравнения (2.1), а не задачи Коши (2.1), (2.2).

3. Характеристические комплексы

Прежде чем переходить к определению верхних, нижних и минимаксных решений уравне-
ния (2.1), введем понятия верхнего и нижнего характеристических комплексов этого уравнения
(см., например, [2, разд. 6.2], а также [21, разд. 5]).

Для непустого множества Ψ и многозначного отображения

[0, T ] × R
n ×Ψ ∋ (τ, x, ψ) 7→ E(τ, x, ψ) ⊂ R

n × R

рассмотрим следующие условия:

(E1) Каковы бы ни были τ ∈ [0, T ], x ∈ R
n и ψ ∈ Ψ, множество E(τ, x, ψ) непусто, выпукло и

компактно в R
n ×R.

(E2) Для любого ψ ∈ Ψ многозначное отображение [0, T ] × R
n ∋ (τ, x) 7→ E(τ, x, ψ) ⊂ R

n × R

полунепрерывно сверху (относительно метрики Хаусдорфа).

(E3) Существует c > 0 такое, что для любого ψ ∈ Ψ при всех τ ∈ [0, T ] и x ∈ R
n выполняется

оценка (условие подлинейного роста по переменной x)

max
{
‖f‖ : (f, g) ∈ E(τ, x, ψ)

}
6 c(1 + ‖x‖).
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(E+
4 ) Для любых τ ∈ [0, T ] и x, s ∈ R

n имеет место равенство

sup
ψ∈Ψ

min
(f,g)∈E(τ,x,ψ)

(
〈s, f〉 − g

)
= H(τ, x, s).

(E−
4 ) Для любых τ ∈ [0, T ] и x, s ∈ R

n справедливо равенство

inf
ψ∈Ψ

max
(f,g)∈E(τ,x,ψ)

(
〈s, f〉 − g

)
= H(τ, x, s).

Тогда, если выполнены условия (E1)–(E3) и (E+
4 ) (соответственно условия (E1)–(E3) и (E−

4 )),
пара (Ψ, E) называется верхним (соответственно нижним) характеристическим комплексом
уравнения (2.1). Совокупность всех верхних характеристических комплексов обозначим через
E+(H), а нижних — через E−(H).

Заметим, что совокупности E±(H) непусты. Действительно, пусть cH — минимальное из
чисел c, для которых выполнено предположение (H2). Тогда если взять c > cH и определить
многозначное отображение [0, T ]×R

n×R
n ∋ (τ, x, s) 7→ Ec(τ, x, s) ⊂ R

n×R согласно равенству
(см., например, [2, формула (6.4)], а также [21, формула (4.2)] и [19])

Ec(τ, x, s) =
{
(f, g) ∈ R

n × R : ‖f‖ 6 c(1 + ‖x‖), g = 〈s, f〉 −H(τ, x, s)
}
, (3.1)

где τ ∈ [0, T ] и x, s ∈ R
n, то будет справедливо включение (Rn, Ec) ∈ E+(H) ∩ E−(H).

Далее, зафиксируем (Ψ, E) ∈ E+(H)∪E−(H) и ψ ∈ Ψ. Для (t, w(·)) ∈ G рассмотрим задачу
Коши для дифференциального включения с дробной производной Капуто

(
(CDαx)(τ), ż(τ)

)
∈ E(τ, x(τ), ψ), (x(τ), z(τ)) ∈ R

n × R, τ ∈ [t, T ], (3.2)

где ż(τ) = dz(τ)/dτ , при начальном условии

x(τ) = w(τ), z(τ) = 0, τ ∈ [0, t]. (3.3)

Под решением этой задачи понимается пара функций (x(·), z(·)) ∈ X(t, w(·))×Z(t) (см. (1.4) и
(1.6)), удовлетворяющая дифференциальному включению (3.2) при п.в. τ ∈ [t, T ]. Множество
всех решений задачи (3.2), (3.3) обозначим через Sol(t, w(·), E, ψ). Отметим, что в теории мини-
максных решений дифференциальное включение (3.2) часто называют характеристическим, а
элементы множества Sol(t, w(·), E, ψ) — обобщенными характеристиками уравнениями (2.1).

С опорой на свойства (E1)–(E3) многозначного отображения E, подобно [22] (см. также
[12, разд. 2.1] и [21, разд. P2]), может быть установлена справедливость следующих утвержде-
ний. Пусть (t, w(·)) ∈ G, ε > 0 и Solε(t, w(·), E, ψ) — множество решений задачи Коши для
дифференциального включения

(
(CDαx)(τ), ż(τ)

)
∈
[
E(τ, x(τ), ψ)

]ε
, (x(τ), z(τ)) ∈ R

n × R, τ ∈ [t, T ],

при начальном условии (3.3). Здесь и далее через [E]ε обозначается замкнутая ε-окрестность
множества E ⊂ R

n × R. Тогда, во-первых, множество Solε(t, w(·), E, ψ) является непустым
компактом в ACα([0, T ],Rn)× Lip([0, T ],R). Во-вторых, если для каждого i ∈ N заданы εi > 0
и (x(i)(·), z(i)(·)) ∈ Solεi(t, w(·), E, ψ), причем εi → 0 при i → ∞, то из последовательности
{(x(i)(·), z(i)(·))}i∈N можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к некоторой паре
функций (x(0)(·), z(0)(·)) ∈ Sol0(t, w(·), E, ψ) = Sol(t, w(·), E, ψ). Наконец, в-третьих, каковы бы
ни были (x(·), z(·)) ∈ Solε(t, w(·), E, ψ), t′ ∈ [t, T ] и (x′(·), z′(·)) ∈ Solε(t

′, xt′(·), E, ψ), имеет место
включение (x′(·), z′′(·)) ∈ Solε(t, w(·), E, ψ), где z′′(τ) = z(τ), τ ∈ [0, t′], и z′′(τ) = z(t′) + z′(τ),
τ ∈ (t′, T ]. В частности, данные утверждения позволяют проводить доказательства некоторых
из приведенных в статье результатов непосредственно по тем же схемам, как и для уравнений
Гамильтона — Якоби с ci-производными первого порядка, в связи с чем ниже часть доказа-
тельств опускается и лишь сопровождается соответствующими ссылками.
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4. Верхние, нижние и минимаксные решения

Для функционала ϕ : G → R и характеристического комплекса (Ψ, E) ∈ E+(H) ∪ E−(H)
рассмотрим следующие условия:

(ϕ+
1 ) Каковы бы ни были (t, w(·)) ∈ G0, ϑ ∈ (t, T ], ψ ∈ Ψ и η > 0, найдется пара функций

(x(·), z(·)) ∈ Sol(t, w(·), E, ψ) такая, что ϕ(ϑ, xϑ(·))− z(ϑ) 6 ϕ(t, w(·)) + η.

(ϕ−
1 ) Каковы бы ни были (t, w(·)) ∈ G0, ϑ ∈ (t, T ], ψ ∈ Ψ и η > 0, найдется пара функций

(x(·), z(·)) ∈ Sol(t, w(·), E, ψ) такая, что ϕ(ϑ, xϑ(·))− z(ϑ) > ϕ(t, w(·)) − η.

В согласии с [12] верхние, нижние и минимаксные решения уравнения (2.1) определяются
следующим образом.

О п р е д е л е н и е 1. Верхним (соответственно нижним) решением уравнения (2.1) на-
зывается полунепрерывный снизу (соответственно сверху) функционал ϕ : G→ R, удовлетво-
ряющий условию (ϕ+

1 ) (соответственно условию (ϕ−
1 )) для комплекса (Rn, Ec) при некотором

c > cH . Минимаксным решением уравнения (2.1) называется функционал ϕ : G→ R, который
является одновременно верхним и нижним решением этого уравнения.

Напомним, что через cH обозначается минимальное из чисел c, для которых выполнено
предположение (H2), многозначное отображение Ec определяется равенством (3.1).

Данное определение удобно использовать [12] при исследовании вопросов существования и
единственности минимаксного решения уравнения (2.1) при краевом условии (2.2). Однако для
того чтобы выяснить, будет ли тот или иной функционал ϕ : G→ R минимаксным решением
уравнения (2.1), зачастую удобнее проверять условия (ϕ+

1 ) и (ϕ−
1 ), равно как и их инфинитези-

мальные аналоги (см. условия (ϕ+
2 ) и (ϕ−

2 ) в разд. 6), не для конкретного характеристического
комплекса (Rn, Ec), а для некоторых специальным образом подобранных верхнего и нижнего
характеристических комплексов соответственно. Корректность такого перехода в определении
верхнего (соответственно нижнего) решения от комплекса (Rn, Ec) к произвольному верхнему
комплексу (Ψ+, E+) ∈ E+(H) (соответственно нижнему комплексу (Ψ−, E−) ∈ E−(H)) обосно-
вывается в следующем разделе.

5. Нелокальные критерии

Имеет место

Утверждение 1. Если полунепрерывный снизу функционал ϕ : G → R удовлетворяет

условию (ϕ+
1 ) для некоторого комплекса (Ψ∗, E∗) ∈ E+(H), то он удовлетворяет условию (ϕ+

1 )
для любого комплекса (Ψ, E) ∈ E+(H).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем комплексы (Ψ∗, E∗), (Ψ, E) ∈ E+(H) и определим
число c > cH , при котором оба этих комплекса удовлетворяют условию (E3). Возьмем полу-
непрерывный снизу функционал ϕ : G → R и предположим, что условие (ϕ+

1 ) выполняется
для (Ψ∗, E∗). По аналогии с [21, утверждение 5.3] (см. также [20, утверждение 1]) проверяется,
что тогда функционал ϕ будет удовлетворять условию (ϕ+

1 ) также и для комплекса (Rn, Ec)
(см. (3.1)). Покажем, что отсюда следует выполнение условия (ϕ+

1 ) для (Ψ, E).
Пусть заданы (t, w(·)) ∈ G0, ϑ ∈ (t, T ] и ψ ∈ Ψ. Докажем, что существует пара функций

(x(0)(·), z(0)(·)) ∈ Sol = Sol(t, w(·), E, ψ), для которой ϕ(ϑ, x
(0)
ϑ (·))−z(0)(ϑ) 6 ϕ(t, w(·)). Заметим,

что для этого достаточно для всякого ζ > 0 построить функции

(x(·), z(·)) ∈ Sol, (x′(·), z′(·)) ∈ X(t, w(·)) × Z(t) (5.1)

таким образом, чтобы были справедливы неравенства

‖x(·) − x′(·)‖[0,T ] 6 ζ, z′(ϑ) 6 z(ϑ) + ζ, ϕ(ϑ, x′ϑ(·)) − z′(ϑ) 6 ϕ(t, w(·)) + ζ. (5.2)
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Действительно, для каждого i ∈ N, полагая ζ = 1/i, определим соответствующие функции
(x(i)(·), z(i)(·)) и (x′(i)(·), z′(i)(·)). Множество Sol компактно в ACα([0, T ],Rn) × Lip([0, T ],R),
поэтому можно считать, что последовательность {(x(i)(·), z(i)(·))}i∈N сходится к некоторой паре
функций (x(0)(·), z(0)(·)) ∈ Sol. Стало быть, согласно первому неравенству в (5.2) получаем

‖x(0)(·) − x′(i)(·)‖[0,T ] → 0 при i → ∞, откуда выводим dist
(
(ϑ, x

(0)
ϑ (·)), (ϑ, x′(i)ϑ (·))

)
→ 0 при

i → ∞ в силу непрерывности отображения (1.3). Тогда с учетом полунепрерывности снизу
функционала ϕ, а также второго и третьего неравенств в (5.2) имеем

ϕ(ϑ, x
(0)
ϑ (·)) − z(0)(ϑ) 6 lim inf

i→∞

(
ϕ(ϑ, x

′(i)
ϑ (·))− z(i)(ϑ)

)

6 lim inf
i→∞

(
ϕ(ϑ, x

′(i)
ϑ (·))− z′(i)(ϑ) + 1/i

)
6 lim inf

i→∞

(
ϕ(t, w(·)) + 2/i

)
= ϕ(t, w(·)).

Следовательно, пара функций (x(0)(·), z(0)(·)) является искомой.

Итак, зафиксируем ζ > 0 и построим функции (5.1), для которых выполнены неравен-
ства (5.2). Рассмотрим множество

X∗ =
{
x(·) ∈ X(t, w(·)) : ‖(CDαx)(τ)‖ 6 c(1 + ‖x(τ)‖) при п.в. τ ∈ [t, T ]

}
. (5.3)

Отметим (см., например, [22, теорема 1]), что множество X∗ компактно в ACα([0, T ],Rn). Опре-
делим R∗ > 0 так, чтобы имело место оценка ‖x(·)‖[0,T ] 6 R∗, x(·) ∈ X∗. Учитывая полунепре-
рывность снизу функционала ϕ, выберем M ∈ R из условия ϕ(T, x(·)) > M , x(·) ∈ X∗. Далее,
согласно [12, разд. 5.1.4] найдутся число ε0 > 0 и непрерывные отображения νε : G → R и
sε : G→ R

n, ε ∈ (0, ε0], обладающие следующими свойствами:

(a) Для каждого ε ∈ (0, ε0] функционал νε является неотрицательным, и для любых функ-
ций x(·), x′(·) ∈ X∗ выполняется оценка νε(t, xt(·)− x′t(·)) = νε(t, w(·) − w(·)) 6 ε.

(b) Пусть ε ∈ (0, ε0] и x(·), x′(·) ∈ X∗. Тогда функция ω(τ) = νε(τ, xτ (·) − x′τ (·)), τ ∈ [0, T ],
является липшицевой, и при п.в. τ ∈ [0, T ] справедливо неравенство

ω̇(τ) 6
〈
sε(τ, xτ (·)− x′τ (·)), (CDαx)(τ)− (CDαx′)(τ)

〉

−H
(
τ, x(τ), sε(τ, xτ (·) − x′τ (·))

)
+H

(
τ, x′(τ), sε(τ, xτ (·)− x′τ (·))

)
.

(5.4)

(c) Для любого K > 0 существует ε∗ ∈ (0, ε0] такое, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и
x(·), x′(·) ∈ X∗, если νε(T, x(·) − x′(·)) 6 K, то ‖x(·)− x′(·)‖[0,T ] 6 ζ.

Поскольку множество Sol компактно в ACα([0, T ],Rn) × Lip([0, T ],R), найдется такое чис-
ло R∗ > 0, что |z(T )| 6 R∗, (x(·), z(·)) ∈ Sol. Возьмем число K > 0, удовлетворяющее условию

K > ε0(1 + T − t) +R∗ + ϕ(t, w(·)) −M + ζ.

По этому числу K определим число ε∗ в соответствии со свойством (c), после чего выберем
ε ∈ (0, ε∗] из условия (1+ϑ− t)ε 6 ζ. Наконец, поскольку отображения sε и (1.3) непрерывны,
существует δ > 0 такое, что если τ , τ ′ ∈ [0, T ], x(·), x′(·) ∈ X∗ и |τ − τ ′| 6 δ, то

c(1 +R∗)‖sε(τ, xτ (·)− x′τ (·)) − sε(τ
′, xτ ′(·) − x′τ ′(·))‖ 6 ε/3. (5.5)

Возьмем теперь k ∈ N и рассмотрим разбиение отрезка [t, T ] точками τj, j ∈ 1, k + 1, так
что выполнены соотношения τ1 = t, τj < τj+1 для всех j ∈ 1, k и τk+1 = T . Потребуем, чтобы
это разбиение содержало точку ϑ, то есть ϑ = τj∗ для некоторого j∗ ∈ 2, k + 1, и для диаметра
этого разбиения было справедливо неравенство max{τj+1 − τj : j ∈ 1, k} 6 δ.

По шагам данного разбиения построим одновременно функции (x(·), z(·)) и (x′(·), z′(·))
(см. (5.1)) следующим образом. Во-первых, положим x(τ) = x′(τ) = w(τ) и z(τ) = z′(τ) = 0
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при τ ∈ [0, t]. Далее, пусть j ∈ 1, k и значения функций (x(·), z(·)) и (x′(·), z′(·)) на отрезке [0, τj ]
уже заданы. Определим значения этих функций на промежутке (τj , τj+1]. Обозначим

sj = sε(τj , xτj (·)− x′τj (·)). (5.6)

Рассмотрим многозначное отображение

[0, T ]× R
n ∋ (τ, x) 7→ Ej(τ, x) =

{
(f, g) ∈ E(τ, x, ψ) : g > 〈sj, f〉 −H(τ, x, sj)

}
⊂ R

n × R.

Из свойств (E1)–(E3) и (E+
4 ) многозначного отображения E и непрерывности гамильтониана H

(см. предположение (H1)) следует, что множество Ej(τ, x) непусто, выпукло и компактно в
R
n × R для любых τ ∈ [0, T ] и x ∈ R

n, а многозначное отображение Ej полунепрерывно
сверху и удовлетворяет условию подлинейного роста по переменной x. Поэтому (см., например,
[12, утверждение 2.1]) найдется пара функций (x[j](·), z[j](·)) ∈ ACα([0, T ],Rn) × Lip([0, T ],R)
такая, что x[j](τ) = x(τ), z[j](τ) = z(τ), τ ∈ [0, τj ], и при п.в. τ ∈ [τj, T ] имеет место включение

(
(CDαx[j])(τ), ż[j](τ)

)
∈ Ej(τ, x

[j](τ)).

Кроме того, учитывая, что функционал ϕ удовлетворяет условию (ϕ+
1 ) для (Rn, Ec), определим

пару функций (x′[j](·), z′[j](·)) ∈ Sol(τj , x
′
τj
(·), sj , Ec), для которой выполнено неравенство

ϕ(τj+1, x
′[j]
τj+1

(·)) − z′[j](τj+1) 6 ϕ(τj , x
′
τj
(·)) + ζ(τj+1 − τj)/(T − t).

В итоге для τ ∈ (τj , τj+1] положим

x(τ) = x[j](τ), z(τ) = z[j](τ), x′(τ) = x′[j](τ), z′(τ) = z′(τj) + z′[j](τ).

Отметим, что непосредственно по построению для функций (x(·), z(·)) и (x′(·), z′(·)) спра-
ведливы включения (5.1) и x(·), x′(·) ∈ X∗, имеет место оценка

ϕ(τj , x
′
τj
(·)) − z′(τj) 6 ϕ(t, w(·)) + ζ, j ∈ 1, k + 1, (5.7)

и для каждого j ∈ 1, k при п.в. τ ∈ [τj, τj+1] выполняются соотношения

ż(τ) > 〈sj , (CDαx)(τ)〉 −H(τ, x(τ), sj), ż′(τ) = 〈sj , (CDαx′)(τ)〉 −H(τ, x′(τ), sj). (5.8)

Перейдем к доказательству неравенств (5.2). Сразу же заметим, что третье неравенство
в (5.2) вытекает из оценки (5.7) при j = j∗. Более того, из этой же оценки при j = k + 1 по
выбору числа M выводим

z′(T ) > ϕ(T, x′(·)) − ϕ(t, w(·)) − ζ >M − ϕ(t, w(·)) − ζ. (5.9)

Рассмотрим функцию µ(τ) = νε(τ, xτ (·) − x′τ (·)) − z(τ) + z′(τ) − ε(τ − t), τ ∈ [0, T ]. Согласно
свойству (b) функция µ(·) является липшицевой и для любого j ∈ 1, k при п.в. τ ∈ [τj , τj+1] в
силу соотношений (5.4) и (5.8) справедливо неравенство

µ̇(τ) 6
〈
sε(τ, xτ (·)− x′τ (·))− sj, (

CDαx)(τ)− (CDαx′)(τ)
〉
+H(τ, x(τ), sj)−H(τ, x′(τ), sj)

−H
(
τ, x(τ), sε(τ, xτ (·)− x′τ (·))

)
+H

(
τ, x′(τ), sε(τ, xτ (·) − x′τ (·))

)
− ε.

Следовательно, учитывая определения (5.3) и (5.6) множества X∗ и вектора sj, свойство (H2)
гамильтониана H и выбор (5.5) числа δ, имеем µ̇(τ) 6 0 при п.в. τ ∈ [t, T ]. Стало быть,
получаем µ(ϑ) 6 ε и µ(T ) 6 ε, так как µ(t) 6 ε по свойству (a). Тогда, во-первых, принимая
во внимание неотрицательность функционала νε (см. свойство (a)) и выбор числа ε, выводим

z′(ϑ)− z(ϑ) = µ(ϑ)− νε(ϑ, xϑ(·)− x′ϑ(·)) + ε(ϑ − t) 6 ε(1 + ϑ− t) 6 ζ,
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а значит выполняется второе неравенство в (5.2). Во-вторых, в соответствии с оценкой (5.9) и
выбором чисел R∗ и K имеем

νε(T, x(·)− x′(·)) = µ(T ) + z(T )− z′(T ) + ε(T − t) 6 ε(1 + T − t) +R∗ −M + ϕ(t, w(·)) + ζ 6 K,

откуда по выбору числа ε∗ вытекает первое неравенство в (5.2). Утверждение доказано. �

В частности, из утверждения 1 следует, что если функционал ϕ : G → R полунепреры-
вен снизу и удовлетворяет условию (ϕ+

1 ) для некоторого комплекса (Ψ∗, E∗) ∈ E+(H), то этот
функционал будет верхним решением уравнения (2.1), а, с другой стороны, всякое верхнее
решение уравнения (2.1) удовлетворяет условию (ϕ+

1 ) для любого комплекса (Ψ, E) ∈ E+(H).
Ясно, что аналогичные выводы могут быть сделаны и в отношении нижних решений уравне-
ния (2.1). Таким образом, справедливо

Утверждение 2. Если непрерывный функционал ϕ : G → R удовлетворяет условиям

(ϕ+
1 ) и (ϕ−

1 ) для некоторых комплексов (Ψ+
∗ , E

+
∗ ) ∈ E+(H) и (Ψ−

∗ , E
−
∗ ) ∈ E−(H) соответствен-

но, то этот функционал будет минимаксным решением уравнения (2.1). С другой стороны,

минимаксное решение уравнения (2.1) удовлетворяет условию (ϕ+
1 ) для любого комплекса

(Ψ+, E+) ∈ E+(H) и условию (ϕ−
1 ) для любого комплекса (Ψ−, E−) ∈ E−(H).

Отметим также следующий полезный критерий минимаксного решения уравнения (2.1).

Утверждение 3. Пусть c > cH . Непрерывный функционал ϕ : G → R является мини-

максным решением уравнения (2.1) тогда и только тогда, когда для любых (t, w(·)) ∈ G0 и

s ∈ R
n существует такая пара функций (x(·), z(·)) ∈ Sol(t, w(·), Ec, s), что при всех τ ∈ [t, T ]

имеет место равенство ϕ(τ, xτ (·))− z(τ) = ϕ(t, w(·)).
Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения проводится по схеме из [21, утверждение 5.2]

(см. также [19, утверждение 6.1]).

6. Инфинитезимальные критерии

Настоящий раздел посвящен выводу более удобных для проверки инфинитезимальных
критериев нелокальных свойств (ϕ+

1 ) и (ϕ−
1 ), участвующих в определении верхних, нижних и

минимаксных решений уравнения (2.1).
В соответствии с [21, разд. 11] (см. также [18] и [11]) для функционала ϕ : G → R, точ-

ки (t, w(·)) ∈ G0 и непустого выпуклого компакта E ⊂ R
n×R определим следующие величины:

d̃α−{ϕ(t, w(·)) | E} = lim
ε→+0

inf
(x(·),z(·))∈Ω̃

lim inf
δ→+0

(
ϕ(t+ δ, xt+δ(·))− ϕ(t, w(·)) − z(t+ δ)

)
δ−1,

d̃α+{ϕ(t, w(·)) | E} = lim
ε→+0

sup
(x(·),z(·))∈Ω̃

lim sup
δ→+0

(
ϕ(t+ δ, xt+δ(·))− ϕ(t, w(·)) − z(t+ δ)

)
δ−1,

(6.1)

где множество Ω̃ = Ω̃(t, w(·), E, ε) состоит из таких пар функций (x(·), z(·)) ∈ X(t, w(·)) × Z(t)
(см. (1.4) и (1.6)), что ((CDαx)(τ), ż(τ)) ∈ [E]ε при п.в. τ ∈ [t, T ]. Согласно принятой в ука-
занных работах терминологии величины (6.1) могут трактоваться как некоторые специальные
нижняя и верхняя (правые) производные вспомогательного функционала

ϕ̃(t′, w′(·), r′(·)) = ϕ(t′, w′(·))− r′(t′), t′ ∈ [0, T ], w′(·) ∈ ACα([0, t′],Rn), r′(·) ∈ Lip([0, t′],R),

в точке (t, w(·), r(·)), где r(·) ∈ Lip([0, t],R) и r(t) = 0, по многозначному направлению E.
Обозначим через E+

C (H) (соответственно через E−
C (H)) совокупность всех характеристиче-

ских комплексов (Ψ, E) ∈ E+(H) (соответственно комплексов (Ψ, E) ∈ E−(H)) таких, что для
любого ψ ∈ Ψ многозначное отображение из условия (E2) не только полунепрерывно свер-
ху, но и непрерывно. Заметим, что при всяком c > cH определяемый равенством (3.1) ком-
плекс (Rn, Ec) обладает этим дополнительным свойством, так что (Rn, Ec) ∈ E+

C (H) ∩ E−
C (H).

Для функционала ϕ : G → R и характеристического комплекса (Ψ, E) ∈ E+
C (H) ∪ E−

C (H)
рассмотрим следующие условия:
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(ϕ+
2 ) Для любых ψ ∈ Ψ и (t, w(·)) ∈ G0 выполнено дифференциальное неравенство

d̃α−
{
ϕ(t, w(·))

∣∣ E(t, w(t), ψ)
}
6 0.

(ϕ−
2 ) Для любых ψ ∈ Ψ и (t, w(·)) ∈ G0 справедливо дифференциальное неравенство

d̃α+
{
ϕ(t, w(·))

∣∣ E(t, w(t), ψ)
}
> 0.

По схеме из [21, теорема 13.1] (см. также [18, теорема 1]) проверяется, что имеет место

Утверждение 4. Для всякого полунепрерывного снизу функционала ϕ : G → R и любого

комплекса (Ψ+, E+) ∈ E+
C (H) условия (ϕ+

1 ) и (ϕ+
2 ) эквивалентны. Аналогично для всякого

полунепрерывного сверху функционала ϕ : G → R и любого комплекса (Ψ−, E−) ∈ E−
C (H)

условия (ϕ−
1 ) и (ϕ−

2 ) эквивалентны.

Из утверждений 2 и 4 вытекает

Следствие 1. Если непрерывный функционал ϕ : G → R удовлетворяет условиям (ϕ+
2 )

и (ϕ−
2 ) для некоторых комплексов (Ψ+

∗ , E
+
∗ ) ∈ E+

C (H) и (Ψ−
∗ , E

−
∗ ) ∈ E−

C (H) соответственно,

то этот функционал является минимаксным решением уравнения (2.1). С другой стороны,

минимаксное решение уравнения (2.1) удовлетворяет условию (ϕ+
2 ) для любого комплекса

(Ψ+, E+) ∈ E+
C (H) и условию (ϕ−

2 ) для любого комплекса (Ψ−, E−) ∈ E−
C (H).

Конкретизируем свойства (ϕ+
2 ) и (ϕ−

2 ) для характеристического комплекса (Rn, Ec).
С этой целью для функционала ϕ : G → R, точки (t, w(·)) ∈ G0 и непустого выпуклого

компакта F ⊂ R
n определим величины

dα−{ϕ(t, w(·)) | F} = lim
ε→+0

inf
x(·)∈Ω

lim inf
δ→+0

(
ϕ(t+ δ, xt+δ(·))− ϕ(t, w(·))

)
δ−1,

dα+{ϕ(t, w(·)) | F} = lim
ε→+0

sup
x(·)∈Ω

lim sup
δ→+0

(
ϕ(t+ δ, xt+δ(·))− ϕ(t, w(·))

)
δ−1.

(6.2)

Здесь через Ω = Ω(t, w(·), F, ε) обозначено множество функций x(·) ∈ X(t, w(·)) таких, что при
п.в. τ ∈ [t, T ] выполняется включение (CDαx)(τ) ∈ [F ]ε, где [F ]ε — замкнутая ε-окрестность
множества F в R

n. Величины (6.2) называются [11] нижней и верхней (правыми) производны-
ми порядка α функционала ϕ в точке (t, w(·)) по многозначному направлению F .

Утверждение 5. Для любого функционала ϕ : G→ R равенство

d̃α−
{
ϕ(t, w(·))

∣∣ Ec(t, w(t), s)
}

= dα−

{
ϕ(t, w(·)) −

t∫

0

〈s, (CDαw)(τ)〉dτ
∣∣∣∣ B

(
c(1 + ‖w(t)‖)

)}
+H(t, w(t), s)

(6.3)

справедливо при всех c > cH , s ∈ R
n и (t, w(·)) ∈ G0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что первое слагаемое в правой части
равенства (6.3) обозначает нижнюю производную порядка α вспомогательного функционала

ϕ(t′, w′(·)) = ϕ(t′, w′(·))−
t′∫

0

〈s, (CDαw′)(τ)〉dτ, (t′, w′(·)) ∈ G,

в точке (t, w(·)) по многозначному направлению F = B(c(1 + ‖w(t)‖)).



О критериях минимаксных решений уравнений Гамильтона — Якоби 35

Далее, для любого ε > 0 в силу определения (3.1) множества Ec(t, w(t), s), с одной стороны,
каковы бы ни были функции (x∗(·), z∗(·)) ∈ Ω̃(t, w(·), Ec(t, w(t), s), ε), имеют место включение
x∗(·) ∈ Ω = Ω(t, w(·), B(c(1 + ‖w(t)‖)), ε) и неравенство

z∗(τ) 6

τ∫

t

〈s, (CDαx∗)(ξ)〉dξ −H(t, w(t), s)(τ − t) + ε(τ − t), τ ∈ [t, T ],

а с другой стороны, для всякой функции x∗(·) ∈ Ω и функции z∗(·) ∈ Z(t) такой, что

z∗(τ) =

τ∫

t

〈s, (CDαx∗)(ξ)〉dξ −H(t, w(t), s)(τ − t), τ ∈ [t, T ],

выполняется включение (x∗(·), z∗(·)) ∈ Ω̃(t, w(·), Ec(t, w(t), s), ε
√

1 + ‖s‖2). Из данных фактов
следует справедливость равенства (6.3), если принять во внимание определения (6.1) и (6.2)
входящих в это равенство производных. Утверждение доказано. �

Ясно, что равенство (6.3) для соответствующих верхних производных может быть доказано
аналогичным образом. Тогда с учетом следствия 1 приходим к следующему результату (в этой
связи см., например, [21, теорема 12.1], а также [19, теорема 8.1]).

Следствие 2. Пусть c > cH . Непрерывный функционал ϕ : G → R будет минимаксным

решением уравнения (2.1) в том и только том случае, когда для любых s ∈ R
n и (t, w(·)) ∈ G0

выполнена пара дифференциальных неравенств

dα−

{
ϕ(t, w(·)) −

t∫

0

〈s, (CDαw)(τ)〉dτ
∣∣∣∣ B

(
c(1 + ‖w(t)‖)

)}
+H(t, w(t), s) 6 0,

dα+

{
ϕ(t, w(·)) −

t∫

0

〈s, (CDαw)(τ)〉dτ
∣∣∣∣ B

(
c(1 + ‖w(t)‖)

)}
+H(t, w(t), s) > 0.

(6.4)

Этот критерий минимаксного решения уравнения (2.1) представляется наиболее естествен-
ным из всех, приведенных выше, поскольку по своему виду дифференциальные неравен-
ства (6.4) являются наиболее наглядным обобщением уравнения (2.1) на негладкий случай.

7. Случай однородного гамильтониана

В работе [11] минимаксные решения задачи Коши для уравнения (2.1) и краевого усло-
вия (2.2) изучались при следующем дополнительном предположении:

(H4) Для любых τ ∈ [0, T ], x, s ∈ R
n и γ > 0 справедливо равенство (условие положительной

однородности по переменной s)

H(τ, x, γs) = γH(τ, x, s).

При этом в [11] рассматривалось несколько иное определение минимаксного решения, которое
в обозначениях, принятых в настоящей статье, можно сформулировать следующим образом.

Для непустого множества Ψ и многозначного отображения

[0, T ] × R
n ×Ψ ∋ (τ, x, ψ) 7→ F (τ, x, ψ) ⊂ R

n

рассмотрим следующие условия:
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(F1) Каковы бы ни были τ ∈ [0, T ], x ∈ R
n и ψ ∈ Ψ, множество F (τ, x, ψ) непусто, выпукло и

компактно в R
n.

(F2) Для любого ψ ∈ Ψ многозначное отображение [0, T ] × R
n ∋ (τ, x) 7→ F (τ, x, ψ) ⊂ R

n

полунепрерывно сверху.

(F3) Существует c > 0 такое, что для любого ψ ∈ Ψ при всех τ ∈ [0, T ] и x ∈ R
n выполняется

оценка (условие подлинейного роста по переменной x)

max
{
‖f‖ : f ∈ F (τ, x, ψ)

}
6 c(1 + ‖x‖).

(F+
4 ) Для любых τ ∈ [0, T ] и x, s ∈ R

n имеет место равенство

sup
ψ∈Ψ

min
f∈F (τ,x,ψ)

〈s, f〉 = H(τ, x, s).

(F−
4 ) Для любых τ ∈ [0, T ] и x, s ∈ R

n справедливо равенство

inf
ψ∈Ψ

max
f∈F (τ,x,ψ)

〈s, f〉 = H(τ, x, s).

Через F+(H) (соответственно через F−(H)) обозначим совокупность всех пар (Ψ, F ), удовле-
творяющих условиям (F1)–(F3) и (F+

4 ) (соответственно условиям (F1)–(F3) и (F−
4 )). Заметим,

что совокупности F±(H) непусты в том и только том случае, когда выполнено условие (H4)
(примеры пар (Ψ±, F±) ∈ F±(H) приведены, например, в [11, формула (5.2)]).

Далее, пусть (Ψ±, F±) ∈ F±(H). Для τ ∈ [0, T ], x ∈ R
n и ψ± ∈ Ψ± положим

E±(τ, x, ψ±) = F±(τ, x, ψ±)× {0}. (7.1)

Отметим, что справедливы включения (Ψ±, E±) ∈ E±(H) (см., например, [21, формула (7.6)]).
Будем говорить, что для функционала ϕ : G → R и пары (Ψ+, F+) (соответственно пары
(Ψ−, F−)) выполнено условие (ϕ+

1 ) (соответственно условие (ϕ−
1 )), если это условие выполнено

для характеристического комплекса (Ψ+, E+) (соответственно комплекса (Ψ−, E−)).

О п р е д е л е н и е 2. Верхним (соответственно нижним) решением уравнения (2.1) на-
зывается полунепрерывный снизу (соответственно сверху) функционал ϕ : G→ R, удовлетво-
ряющий условию (ϕ+

1 ) (соответственно условию (ϕ−
1 )) для некоторой пары (Ψ+, F+) ∈ F+(H)

(соответственно пары (Ψ−, F−) ∈ F−(H)). Минимаксным решением уравнения (2.1) называ-
ется функционал ϕ : G → R, который является одновременно верхним и нижним решением
этого уравнения (в указанном в данном определении смысле).

Из утверждения 1 следует

Утверждение 6. При дополнительном условии (H4) определения 1 и 2 эквивалентны.

Это утверждение позволяет согласовать результаты работы [11], полученные при усло-
вии (H4), с результатами работы [12]. Так, например, теорема 1 из [11] может рассматриваться
как частный случай теоремы 6.1 из [12].

Наконец, предположим, что для пар (Ψ±, F±) ∈ F±(H) условие (F2) выполняется с заме-
ной свойства полунепрерывности сверху на свойство непрерывности. Тогда для определяемых
по правилу (7.1) характеристических комплексов справедливы включения (Ψ±, E±) ∈ E±

C (H).
Кроме того, непосредственно из определений (6.1) и (6.2) вытекает, что для любого функцио-
нала ϕ : G→ R при всех ψ± ∈ Ψ± и (t, w(·)) ∈ G0 имеют место равенства

d̃α∓
{
ϕ(t, w(·))

∣∣ E±(t, w(t), ψ±)
}
= dα∓

{
ϕ(t, w(·))

∣∣ F±(t, w(t), ψ±)
}
.

Таким образом, заключаем, что утверждение 4 является обобщением теоремы 3 из [11] на
случай неоднородного гамильтониана H.
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8. Пример

Проиллюстрируем полученные в статье результаты на примере, имеющем своей основной
конструкции из [1, разд. 1, п. 3] (см. также [2, разд. 1.4]). Возьмем n = 1, T = 2 и α ∈ (0, 1).
Рассмотрим задачу Коши для уравнения Гамильтона — Якоби с ci-производными порядка α

∂αt ϕ(t, w(·)) +
√

1 + Γ2(α)(2 − t)2−2α
(
∇αϕ(t, w(·))

)2
= 0, (t, w(·)) ∈ G0, (8.1)

при заданном на правом конце краевом условии

ϕ(2, w(·)) = w2(2)/2, w(·) ∈ ACα([0, 2],R). (8.2)

Поскольку для гамильтониана

H(τ, s) =
√

1 + Γ2(α)(2 − τ)2−2αs2, τ ∈ [0, 2], s ∈ R, (8.3)

выполнены предположения (H1)–(H3), а функционал σ(w(·)) = w2(2)/2, w(·) ∈ ACα([0, 2],R),
непрерывен, то минимаксное решение уравнения (8.1), удовлетворяющее условию (8.2), суще-
ствует и единственно [12, теорема 6.1]. Опираясь на следствие 2, покажем, что это решение
может быть найдено согласно формуле

ϕ(t, w(·)) = max
ℓ∈R

κ(t, w(·), ℓ), (t, w(·)) ∈ G, (8.4)

где для (t, w(·)) ∈ G и ℓ ∈ R обозначено

κ(t, w(·), ℓ) = ℓa(t, w(·)) + (2− t)
√

1 + ℓ2 − ℓ2/2,

a(t, w(·)) = w(0) +
1

Γ(α)

t∫

0

(CDαw)(τ)

(2− τ)1−α
dτ.

(8.5)

Отметим, что функционал a : G → R из (8.5) непрерывен, ci-дифференцируем порядка α
в каждой точке (t, w(·)) ∈ G0, причем ∂αt a(t, w(·)) = 0 и ∇αa(t, w(·)) = 1/(Γ(α)(2 − t)1−α),
и справедливо равенство a(2, w(·)) = w(2), w(·) ∈ ACα([0, 2],R) (см. [13, разд. 12]). Стало
быть, функционал κ : G × R → R из (8.5) непрерывен и обладает следующим свойством ci-
дифференцируемости порядка α: для любых (t, w(·)) ∈ G0, ℓ ∈ R и x(·) ∈ X(t, w(·)) при всех
τ ∈ (t, T ) выполняется соотношение

κ(τ, xτ (·), ℓ)−κ(t, w(·), ℓ) = −
√

1 + ℓ2(τ − t)+
ℓ

Γ(α)(2 − t)1−α

τ∫

t

(CDαx)(ξ) dξ+ ℓo(τ − t), (8.6)

где o(·) зависит от t и x(·), но не зависит от ℓ, o(δ)/δ → 0 при δ → +0. Более того, для
функционала ϕ : G→ R из (8.4) выводим

ϕ(2, w(·)) = max
ℓ∈R

(
ℓw(2) − ℓ2/2

)
= w2(2)/2, w(·) ∈ ACα([0, 2],R),

а значит функционал ϕ удовлетворяет краевому условию (8.2).
Далее, для (t, w(·)) ∈ G рассмотрим множество

L0(t, w(·)) =
{
ℓ ∈ R : ϕ(t, w(·)) = κ(t, w(·), ℓ)

}
. (8.7)

Положим G∗ = {(t, w(·)) ∈ G : t ∈ [0, 1), a(t, w(·)) = 0}. Заметим, что для (t, w(·)) ∈ G \ G∗

множество L0(t, w(·)) состоит из единственного элемента, который обозначим через ℓ0(t, w(·)),
а для (t, w(·)) ∈ G∗ имеем L0(t, w(·)) = {±ℓ0(t, w(·))}, где обозначено ℓ0(t, w(·)) =

√
(2− t)2 − 1.
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Кроме того, если взять последовательность {(ti, wi(·))}i∈N ⊂ G, сходящуюся к некоторой точке
(t0, w0(·)) ∈ G, и для каждого i ∈ N выбрать ℓi ∈ L0(ti, wi(·)), то последовательность {ℓi}i∈N
будет ограничена в силу непрерывности функционала a. Из этого факта и непрерывности
функционала κ вытекает непрерывность функционала ϕ. При этом в качестве следствия по-
лучаем, что все частичные пределы рассматриваемой последовательности {ℓi}i∈N принадлежат
множеству L0(t0, w0(·)).

Проверим, что для любых s ∈ R и (t, w(·)) ∈ G0 имеют место неравенства

p−(s) +H(t, s) 6 0, p+(s) +H(t, s) > 0, (8.8)

где для краткости используются обозначения

p∓(s) = dα∓

{
ϕ(t, w(·)) − s

t∫

0

(CDαw)(τ) dτ

∣∣∣∣ B
(
cH(1 + |w(t)|)

)}

и cH = Γ(α)21−α — минимальное из чисел c, при которых для гамильтониана H из (8.3)
выполнено предположение (H2). Учитывая вид (8.4) функционала ϕ, а также указанные выше
свойства функционала κ и многозначного отображения G ∋ (t, w(·)) 7→ L0(t, w(·)) ⊂ R из (8.7),
по схеме из [21, утверждение 11.3] (см. также [18, утверждение 3]) выводим

p−(s) = min
f∈B(cH(1+|w(t)|))

max
ℓ∈L0(t,w(·))

(
−

√
1 + ℓ2 +

( ℓ

Γ(α)(2 − t)1−α
− s

)
f
)
,

p+(s) = max
f∈B(cH(1+|w(t)|))

max
ℓ∈L0(t,w(·))

(
−

√
1 + ℓ2 +

( ℓ

Γ(α)(2 − t)1−α
− s

)
f
)
.

Стало быть, в случае (t, w(·)) /∈ G∗ имеем

p∓(s) = −
√

1 + ℓ20(t, w(·)) ∓ cH(1 + |w(t)|)
∣∣∣

ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

− s
∣∣∣,

а в случае (t, w(·)) ∈ G∗ получаем

p−(s) = −
√

1 + ℓ20(t, w(·)) −





cH(1 + |w(t)|)
∣∣∣

ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

− s
∣∣∣, если s >

ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

,

0, если |s| 6 ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

,

cH(1 + |w(t)|)
∣∣∣

−ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

− s
∣∣∣, если s <

−ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

,

p+(s) = −
√
1 + ℓ20(t, w(·)) + cH(1 + |w(t)|)

( ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

+ |s|
)
.

Принимая во внимание данные выражения для величин p∓(s), вид (8.3) гамильтониана H и
выбор числа cH , заключаем справедливость неравенств (8.8). Итак, по следствию 2 функцио-
нал ϕ из (8.4) является минимаксным решением уравнения (8.1).

Отметим, что задача Коши (8.1), (8.2) отвечает [13] задаче оптимального управления дина-
мической системой, эволюция которой описывается дифференциальным уравнением с дробной
производной Капуто

(CDαx)(τ) = Γ(α)(2 − τ)1−αu(τ), x(τ) ∈ R, u(τ) ∈ [−1, 1], τ ∈ [t, 2], (8.9)

при начальном условии xt(·) = w(·), где (t, w(·)) ∈ G, на максимум показателя качества

J = x2(2)/2 +

2∫

t

√
1− u2(τ) dτ. (8.10)
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Рассмотрим многозначные отображения (см., например, [2, разд. 12.1])

[0, 2] × [−1, 1] ∋ (τ, u) 7→ E+(τ, u) =
{(

Γ(α)(2 − τ)1−αu,−
√
1− u2

)}
⊂ R×R,

[0, 2] ∋ τ 7→ E−(τ) = co
{(

Γ(α)(2 − τ)1−αu,−
√
1− u2

)
∈ R× R : u ∈ [−1, 1]

}
,

где символ co обозначает выпуклую оболочку множества. Имеем (Ψ+ = [−1, 1], E+) ∈ E+(H)
и (Ψ− = {0}, E−) ∈ E−(H). Более того, согласно принципу динамического программирова-
ния (см. [13, теорема 6.1]) функционал цены ρ : G → R в задаче (8.9), (8.10) удовлетворяет
условиям (ϕ+

1 ) и (ϕ−
1 ) для указанных комплексов (Ψ+, E+) и (Ψ−, E−) соответственно. То-

гда, применяя утверждение 2 с учетом непрерывности функционала ρ (см. [13, теорема 8.3]),
получаем, что этот функционал является минимаксным решением уравнения (2.1). В итоге,
поскольку для функционала ρ выполняется также и краевое условие (8.2), то функционалы ρ
и ϕ из (8.4) обязаны совпадать. Другими словами, функционал ϕ является функционалом
цены в задаче оптимального управления (8.9), (8.10).

В заключение покажем, что функционал ϕ не является ci-дифференцируемым поряд-
ка α в точках (t, w(·)) ∈ G∗. Будем рассуждать от противного. Рассмотрим сначала функ-
цию x(·) ∈ X(t, w(·)), для которой (CDαx)(τ) = 0 при п.в. τ ∈ [t, 2]. В соответствии с (8.5)
для любого τ ∈ (t, 1) имеем a(τ, xτ (·)) = a(t, w(·)) = 0, а значит (τ, xτ (·)) ∈ G∗. Следовательно,
при τ → t + 0 получаем ℓ0(τ, xτ (·)) =

√
(2− τ)2 − 1 →

√
(2− t)2 − 1 = ℓ0(t, w(·)). Отсюда

согласно определению (1.5) ci-дифференцируемости порядка α и соотношению (8.6) вытекает
справедливость равенства

∂αt ϕ(t, w(·)) = −
√

1 + ℓ20(t, w(·)). (8.11)

Далее, выберем функцию x′(·) ∈ X(t, w(·)) из условия (CDαx′)(τ) = 1 при п.в. τ ∈ [t, 2]. Для
каждого τ ∈ (t, 2], так как

a(τ, x′τ (·)) = a(t, w(·)) + 1

Γ(α)

τ∫

t

1

(2− ξ)1−α
dξ =

(2− t)α − (2− τ)α

Γ(α+ 1)
> 0,

то (τ, x′τ (·)) ∈ G \G∗ и в силу (8.5) и (8.7) выполняется неравенство ℓ0(τ, x
′
τ (·)) > 0. Принимая

во внимание указанные выше свойства многозначного отображения L0 из (8.7) и неравенство
ℓ0(t, w(·)) > 0, получаем ℓ0(τ, x

′
τ (·)) → ℓ0(t, w(·)) при τ → t + 0. Стало быть, с учетом (1.5),

(8.6) и (8.11) имеем

∇αϕ(t, w(·)) = ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

. (8.12)

Возьмем теперь функцию x′′(·) ∈ X(t, w(·)) такую, что (CDαx′′)(τ) = −1 при п.в. τ ∈ [t, 2].
Тогда, проводя аналогичные рассуждения, приходим к соотношениям ℓ0(τ, x

′′
τ (·)) → −ℓ0(t, w(·))

при τ → t+ 0 и

−∇αϕ(t, w(·)) = ℓ0(t, w(·))
Γ(α)(2 − t)1−α

. (8.13)

Из (8.12) и (8.13) выводим ℓ0(t, w(·)) = 0, что противоречит неравенству ℓ0(t, w(·)) > 0 и тем
самым завершает обоснование доказываемого утверждения. Таким образом, функционал ϕ не
может рассматриваться как решение задачи Коши (8.1), (8.2) в классическом смысле. Более
того, в силу [12, теорема 4.1] классического решения у этой задачи не существует.
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