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Введение

Работа посвящена методам приближенного решения задачи управления системой нели-
нейных дифференциальных уравнений на конечном отрезке времени в классе позиционных
стратегий. Основная идея состоит в сочетании методов теории динамического программиро-
вания (и в частности, принципа сравнения, [1; 2]) с аппаратом кусочно-аффинных функций
цены и управления, заданных на совокупностях симплексов в фазовом пространстве [3; 4].

Задача синтеза управлений может быть решена за счет использования уравнения Гамиль-

тона—Якоби—Беллмана (ГЯБ) [2; 5] для вспомогательной функции цены с заданными кра-
евыми условиями. В общем случае такую функцию необходимо искать в классе обобщенных
решений указанного уравнения (см. [6–8]). При этом нулевое множество уровня построенной
функции определяет множество разрешимости рассматриваемой системы, содержащее все
стартовые позиции, из которых можно решить задачу синтеза управлений. Построение такого
множества, а также соответствующего многозначного отображения — трубки разрешимости —

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 19–01–00613а) и при содействии Московского
центра фундаментальной и прикладной математики (соглашение №075-15-2019-1621).
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является непростой актуальной проблемой. Трубка разрешимости или ее внутренние аппрок-
симации могут быть использованы для нахождения целевого управления в форме обратной
связи за счет “прицеливания” на нее (см. [9]). В данной работе функцию цены предлагается
оценивать сверху при помощи кусочно-аффинных функций специального вида. Это позволяет
получить внутренние оценки искомого множества разрешимости и искомый синтез управле-
ний.

Представленные здесь результаты являются продолжением исследований, начало которых
содержится в [10;11]. В частности, в [10] была описана общая схема построения непрерывных
и разрывных кусочно-аффинных функций цены для задачи разрешимости. Такие функции
предлагалось строить на совокупности симплексов в фазовом пространстве. Однако построен-
ные при помощи таких методов оценки впоследствии удалось сделать более точными за счет
более тщательного анализа погрешностей линеаризации, а также дополнительного отбора сим-
плексов, содержащих искомую оценку множества разрешимости.

Предложенный в настоящей работе подход предполагает построение кусочно-аффинной ап-
проксимации исходной нелинейной системы дифференциальных уравнений на заданном раз-
биении области фазового пространства на симплексы. Такой подход принято называть “ги-
бридизацией” [12;13]. Далее при помощи принципа сравнения необходимо построить кусочно-
аффинную функцию цены для полученной системы с переключениями [14]. Основной слож-
ностью здесь является выбор адекватной схемы пересчета значений функции цены в верши-
нах симплексов одновременно с построением соответствующего управления в форме обратной
связи, которое должно быть допустимым, т. е. порождающим траектории исходной системы,
продолжаемые на рассматриваемом отрезке времени. Указанные проблемы в работе решены
двумя разными методами. Сначала приведено описание алгоритма построения непрерывной
кусочно-аффинной функции цены и соответствующего ей непрерывного кусочно-аффинного
управления. Затем полученные результаты обобщены на случай, когда функции цены и управ-
ления могут иметь конечные разрывы на границах симплексов.

Работа алгоритмов, основанных на предложенных схемах приближенного построения мно-
жеств разрешимости и синтеза управлений, продемонстрирована на вычислительном примере.

1. Математическая модель системы управления

В пространстве R
nx рассмотрим компактное множество Ω, которое может быть представ-

лено в виде объединения конечного набора симплексов.

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u, t ∈ [t0, t1], x ∈ Ω, (1.1)

где вектор-функция f(t, x) дважды непрерывно дифференцируема по x ∈ Ω, матричнозначная
функция g(t, x) непрерывно дифференцируема по x ∈ Ω, обе функции непрерывны по t ∈
[t0, t1]. Начальный и конечный моменты времени t0, t1 фиксированы. На управление u ∈ R

nu

наложено “жесткое” поточечное ограничение: u = u(t, x) ∈ P, где P ⊂ R
nu — выпуклое,

компактное множество.

Обозначим через Uf класс допустимых позиционных управлений, содержащий многознач-
ные отображения U = U(t, x) ⊆ P, при подстановке которых в уравнение (1.1) должны быть
получены дифференциальные включения, имеющие решения при любом начальном векторе
фазовых переменных x0 ∈ Ω. При этом под решением системы (1.1), замкнутой управлени-
ем в форме обратной связи U(t, x) ∈ Uf , понимается абсолютно непрерывная функция x(t),
удовлетворяющая начальному условию x(t0) = x0 и для почти всех t ∈ (t0, t1) соответствую-
щему дифференциальному включению, полученному из (1.1). Далее рассматриваются только
решения системы (1.1), которые не покидают множество Ω при t ∈ [t0, t1]. Предполагается, что
множество Ω задано таким образом, что указанные решения существуют.
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2. Задача синтеза управлений

Зафиксируем некоторое компактное множество X1 ⊂ Ω. Будем далее считать, что это
множество представимо в виде X1 = {x ∈ Ω : ϕ(x) ≤ 0}, где ϕ(x) — дважды непрерывно диф-
ференцируемая функция.

Основной задачей, решаемой в данной работе, является построение управления в позици-
онной форме U(·) ∈ Uf , которое переводит траекторию системы (1.1) из заданной позиции
(τ, x(τ)), τ ∈ [t0, t1], в целевое множество X1. Если попасть во множество X1 нельзя, то необ-
ходимо достичь как можно меньшей его окрестности.

Для любого фиксированного управления U(·) ∈ Uf обозначим через x(t, t0, x0)|U , t ∈ [t0, t1],
траекторию замкнутой этим управлением системы (1.1), выпущенную из начальной пози-
ции (t0, x0).

Возможный подход к решению поставленной задачи синтеза управлений состоит ([2]) в
построении вспомогательных множеств разрешимости W(t), t ∈ [t0, t1], системы (1.1), соот-
ветствующих целевому множеству X1. Далее управление с нужными свойствами может быть
определено в результате прицеливания на множества W(t) либо за счет использования соот-
ветствующей ему функции цены V (t, x) и уравнения типа ГЯБ.

Множеством разрешимости в классе позиционных управлений W(t) = W(t, t1,X1) в
фиксированный момент времени t ∈ [t0, t1] называется совокупность всех векторов x ∈ Ω,
для каждого из которых существует такое управление U(·) ∈ Uf , что для любой траектории
x(τ) = x(τ, t, x)|U , τ ∈ [t, t1], справедливо включение x(t1) ∈ X1.

Рассмотрим вспомогательную функцию цены

V (t, x) = min
U(·)∈Uf

max
x(·)

{

ϕ(x(t1))
∣

∣x(t) = x
}

,

где x(·) — компоненты всевозможных траекторий, выпущенных из начальной позиции {t, x}
при фиксированном управлении U(·). Функция цены связана со множеством разрешимости
соотношением W(t, t1,X1) = {x ∈ Ω : V (t, x) ≤ 0} . Также будем рассматривать µ-окрестность
множества разрешимости Wµ(t, t1,X1) = {x ∈ Ω : V (t, x) ≤ µ} , µ ≥ 0.

В точках дифференцируемости функция V (t, x) удовлетворяет уравнению ГЯБ следующе-
го вида:

min
u∈P

V ′(t, x; (1, (f(t, x) + g(t, x)u)T )T ) = 0, (2.1)

где V ′(t, x; l) — производная функции V (t, x) в точке (t, x) по направлению l ∈ R
nx+1. В конеч-

ный момент времени справедливо соотношение V (t1, x) = ϕ(x). Функция V (t, x) может не быть
непрерывно дифференцируемой, а решение уравнения (2.1) следует понимать в обобщенном
смысле [6–8].

3. Система с кусочно-аффинной динамикой

Рассмотрим некоторое разбиение области Ω на симплексы Ω(i), i = 1, . . . , N , пересекающи-
еся друг с другом только по граничным точкам. Каждая грань симплекса Ω(i), являющаяся
выпуклой оболочкой nx его вершин, является либо частью границы самого множества Ω, либо
гранью соседнего симплекса Ω(k), k 6= i. Кроме того, предположим, что ∪N

i=1Ω
(i) = Ω. Зану-

меруем все вершины симплексов g1, . . . , gS , где S — количество уникальных вершин. Здесь и
далее верхний индекс (i) обозначает соответствие рассматриваемого понятия (функции, век-
тора, матрицы) области Ω(i).

Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i), и пусть g
(i)
1 , . . . , g

(i)
nx+1 — его вершины. Для каж-

дого x ∈ Ω(i) найдется единственный вектор α(i)(x) = (α
(i)
1 , . . . , α

(i)
nx+1)

T барицентрических
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координат, такой что

nx+1
∑

k=1

α
(i)
k = 1, α

(i)
k > 0 ∀k,

nx+1
∑

k=1

α
(i)
k g

(i)
k = x.

В [15] показано, что найдутся такие матрица H(i) и вектор h(i), для которых α(i)(x) = H(i)x+
h(i), причем вектор H(i)x+ h(i) имеет все неотрицательные компоненты тогда и только тогда,
когда x ∈ Ω(i).

При x ∈ Ω(i) для функции f(t, x) + g(t, x)u из (1.1) справедливо представление

f(t, x)+g(t, x)u = F (i)(t)α(i)(x)+B(i)(t)u+R(t, x) = A(i)(t)x+B(i)(t)u+ f (i)(t)+R(t, x), (3.1)

где

F (i)(t) = (f(t, g
(i)
1 ), . . . , f(t, g

(i)
nx+1)) ∈ R

nx×(nx+1), A(i)(t) = F (i)(t)H(i) ∈ R
nx×nx,

B(i) =
1

nx + 1

nx+1
∑

k=1

g(t, g
(i)
k ), f (i)(t) = F (i)(t)h(i) ∈ R

nx ,

R(t, x) — погрешность локальной линеаризации, для s-й компоненты которой справедлива
следующая оценка при x ∈ Ω(i):

Rs(t, x) 6 R
(i)
s,+(t) = M

(i)
s,+(t)D

(i)
+ +N

(i)
s,+(t), Rs(t, x) > R

(i)
s,−(t) = M

(i)
s,−(t)D

(i)
− +N

(i)
s,−(t).

Здесь s = 1, . . . , nx;

M
(i)
s,+(t) = max

{

λmax

(∂2fs(t, x)

∂x2

)

: x ∈ Ω(i)

}

; M
(i)
s,−(t) = min

{

λmin

(∂2fs(t, x)

∂x2

)

: x ∈ Ω(i)

}

;

d
(i)
+ = max

{ nx+1
∑

k=1

αk

∥

∥

∥

∥

nx+1
∑

r=1

αr(g
(i)
r − g

(i)
k )

∥

∥

∥

∥

2

: αk ∈ [0, 1], ∀k,

nx+1
∑

k=1

αk = 1

}

;

d
(i)
− = min

{ nx+1
∑

k=1

αk

∥

∥

∥

∥

nx+1
∑

r=1

αr(g
(i)
r − g

(i)
k )

∥

∥

∥

∥

2

: αk ∈ [0, 1], ∀k,

nx+1
∑

k=1

αk = 1

}

;

D
(i)
s,+(t) =

{

d
(i)
+ , M

(i)
s,+(t) ≥ 0,

d
(i)
− , M

(i)
s,+(t) < 0;

D
(i)
s,−(t) =

{

d
(i)
− , M

(i)
s,−(t) ≥ 0,

d
(i)
+ , M

(i)
s,−(t) < 0;

N
(i)
s,+(t) =

1

nx + 1
max

{

ρ

( nx+1
∑

k=1

(∂gsp

∂x
(t, ζk)

)T

(g
(i)
k − x)

∣

∣P

)

: x, ζ1, . . . , ζnx+1 ∈ Ω(i)

}

;

N
(i)
s,−(t) =

1

nx + 1
min

{

− ρ

( nx+1
∑

k=1

(∂gsp

∂x
(t, ζk)

)T

(x− g
(i)
k )

∣

∣P

)

: x, ζ1, . . . , ζnx+1 ∈ Ω(i)

}

;

λmax(R), λmin(R) — максимальное и минимальное собственные значения симметричной мат-
рицы R.

Теперь положим Q(i)(t) = [R
(i)
1,−(t), R

(i)
1,+(t)] × [R

(i)
2,−(t), R

(i)
2,+(t)] × . . . × [R

(i)
nx,−

(t), R
(i)
nx,+(t)].

Подробнее о линеаризации системы (1.1) внутри симплекса написано в [10;15]. В данной статье,
однако, приведены более точные оценки погрешности.
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4. Непрерывная кусочно-аффинная функция цены

На совокупности симплексов Ω(i) рассмотрим кусочно-аффинную функцию

V (t, x) =

nx+1
∑

k=1

α
(i)
k (x)v

(i)
k (t), если x ∈ Ω(i). (4.1)

Здесь v
(i)
k (t) = V (t, g

(i)
k ) дифференцируемы по t ∈ [t0, t1]. Для нескольких разных симплек-

сов Ω(j1),. . . ,Ω(jr), имеющих общую вершину gk, соответствующие значения функции в этой

вершине v
(j1)
k1

(t),. . . ,v
(jr)
kr

(t) будут совпадать между собой; обозначим их через vk(t). Таким
образом, функция V (t, x) однозначно задается совокупностью величин v1(t), . . . , vS(t). Пусть

v(i)(t) = (v
(i)
1 (t), . . . , v

(i)
nx+1(t))

T ∈ R
nx+1. Тогда (4.1) можно переписать в виде

V (t, x) = (v(i)(t))T (H(i)x+ h(i)), если x ∈ Ω(i).

Функция V (t, x) является аффинной внутри каждого из симплексов, непрерывна по x ∈ Ω при
любом фиксированном t ∈ [t0, t1], дифференцируема по любому направлению. Производные по
направлениям могут иметь разрывы при переходе точки x через границы соседних симплексов.

Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i). Рассмотрим выражение из уравнения (2.1) при
подстановке в него функции V (t, x), x ∈ intΩ(i), а также (3.1):

[

(v̇(i))T (H(i)x+ h(i)) + (γ(i)(t))T (A(i)(t)x+ f (i)(t))− ρ(−(B(i)(t))T γ(i)(t)|P)
]

+ (γ(i)(t))TR(t, x) = 0, γ(i)(t) = (H(i))T v(i)(t).

Выражение в квадратных скобках является функцией, аффинной по x, а потому принимает
экстремальные значения в вершинах Ω(i).

Далее будут использованы кусочно-аффинные управления следующего вида:

u(t, x) = Y (i)(t)(H(i)x+ h(i)) =

nx+1
∑

k=1

αk(x)y
(i)
k (t) при x ∈ Ω(i), (4.2)

где Y (i)(t) ∈ R
nu×(nx+1) — матрица, составленная из столбцов y

(i)
1 (t), . . . , y

(i)
nx+1(t) — значений

управления в вершинах Ω(i). Если для каждого из векторов y
(i)
k (t) справедливо включение

y
(i)
k (t) ∈ P, то в силу выпуклости P u(t, x) ∈ P для любого x ∈ Ω. Управление u(t, x) одно-

значно определяется совокупностью вектор-функций y1(t), . . . , yS(t), сопоставленных верши-
нам симплексов. Кроме того, управление u(t, x) непрерывно по x.

Будем использовать также многозначные кусочно-аффинные управления, аналогичные (4.2):

U(t, x) =

nx+1
∑

k=1

αk(x)Y
(i)
k (t) при x ∈ Ω(i), (4.3)

где каждое из Y
(i)
k (t) ⊆ P является многозначным отображением с выпуклыми компактны-

ми значениями. Отображение U(t, x) непрерывно по x в смысле хаусдорфовой метрики, если

Y
(i)
k (t) = Y

(j)
k (t), ∀i, j: gk ∈ Ω(i) ∩Ω(j).

Пусть η1, . . . , ηS — такие числа, что

ϕ(x) ≤ (η(i(x)))T (H(i(x))x+ h(i(x))) =

nx+1
∑

k=1

αk(x)η
(i(x))
k ∀x ∈ Ω(i(x)),
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где η(i(x)) = (η
(i(x))
j1

, . . . , η
(i(x))
jnx+1

)T , gj1 , . . . , gjnx+1 — вершины симплекса Ω(i(x)). В [15] было пока-
зано, что для каждого k = 1, . . . , S в качестве ηk можно взять

ηk = ϕ(gk) + max
i,s

{K(i)
s : g(i)s = gk}, K

(i)
k = max

ξ∈Ω(i)
ρmax

(∂2ϕ

∂x2
(ξ)

)

max
j=1,...,nx+1

‖g
(i)
k − g

(i)
j ‖2. (4.4)

Пусть

K = {(i, k) : i ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {1, . . . , S}, gk ∈ Ω(i)}.

Теорема 1. Пусть для любых t ∈ [t0, t1], k = 1, . . . , S

ζk(t, u) = max
i

{

(γ(i)(t))T
(

A(i)(t)gk+f (i)(t)
)

+ρ
(

γ(i)(t)
∣

∣Q(i)(t)
)

+
〈

(B(i)(t))T γ(i)(t), u
〉
∣

∣(i, k) ∈ K
}

,

γ(i)(t) = (H(i))T v(i)(t), ζk(t) = min {ζk(t, u) : u ∈ P} .

Для некоторых непрерывных δk(t) функции vk(t), k = 1, . . . , S, являются решением задачи

Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

{

v̇k(t) = −ζk(t) + δk(t), t ∈ [t0, t1],
vk(t1) = ηk,

(4.5)

а V (t, x) — непрерывная кусочно-аффинная функция, определенная в (4.1).

Для фиксированных µ ≥ 0, t ∈ [t0, t1], а также функции χ(τ), τ ∈ [t0, t], рассмотрим

вспомогательное множество

I(µ, t, χ(·)) =

{

i = 1, . . . , N
∣

∣∃k = 1, . . . , nx + 1: v
(i)
k (t) ≤ µ−

t1
∫

t

χ(τ)dτ

}

. (4.6)

Пусть для каждого t ∈ [t0, t1] значение функции χ(t) определено как наименьшая величина,

удовлетворяющая равенству

χ(t) = max
k

{

δk(t)
∣

∣(i, k) ∈ K, i ∈ I(µ, t, χ(·))
}

. (4.7)

Тогда для достаточно большого µ > 0 множество

W int
µ (t0) =

{

x ∈ Ω
∣

∣V (t0, x) ≤ µ−

t1
∫

t0

χ(τ)dτ

}

является внутренней оценкой множества разрешимости: W int
µ (t0) ⊆ Wµ(t0, t1,X1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что величина µ > 0 достаточно велика, а потому
уравнения (4.7) имеют решения при каждом t ∈ [t0, t1], а множество W int

µ (t0) не пусто.

Для произвольных t ∈ [t0, t1], x ∈ Ω рассмотрим кусочно-аффинное непрерывное по t, x

управление

U∗(t, x) =

nx+1
∑

s=1

αs(x)Y
(i)
s (t), x ∈ Ω(i), i = 1, . . . , N, (4.8)

где

Y(i)
s (t) = Argmin

{

ζk(t, u) : u ∈ P
}

, k ∈ {1, . . . , S} : gk = g(i)s .

Множества Y
(i)
s (t) при фиксированном t являются выпуклыми компактными подмножества-

ми P, а потому U∗(·) ∈ Uf .
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Для произвольного вектора x0 ∈ W int
µ (t0) определим некоторое решение системы x(t) =

x(t, t0, x0)|U∗(·), t ∈ [t0, t1]. Пусть

u∗(t, x) =

nx+1
∑

s=1

αs(x)y
(i)
s (t) = (Y (i)(t))T (H(i)x+ h(i)) ∈ U∗(t, x)

— однозначный селектор многозначного отображения, соответствующий построенной траекто-

рии. Здесь матрица Y (i)(t) ∈ R
(nx+1)×nu составлена из строк (y

(i)
s (t))T : y

(i)
s (t) ∈ Y

(i)
k (t), причем

y
(i)
s (t) ≡ yk(t),∀i, k : gk = g

(i)
s . Оценим сверху производную функции V (t, x) вдоль построенной

траектории2:

V ′
(

t, x; (1, A(i)x+B(i)u∗(t, x) + f (i) +R(t, x))T
)

≤ (v̇(i))T
(

H(i)x+ h(i)
)

+ (γ(i)(t))T
(

A(i)x+B(i)(Y (i)(t))T (H(i)x+ h(i)) + f (i)
)

+ ρ
(

γ(i)(t)|Q(i)(t)
)

≤ max
k

{

v̇k(t) + (γ(i)(t))T
(

A(i)gk +B(i)yk(t) + f (i)
)

: (i, k) ∈ K
}

+ ρ
(

γ(i)(t)|Q(i)(t)
)

≤ max
k

{

v̇k(t) + ζk(t, yk) : (i, k) ∈ K
}

= max
k

{

v̇k(t) + ζk(t) : (i, k) ∈ K
}

= max
k

{δk(t) : (i, k) ∈ K}. (4.9)

Если в промежуточный момент времени t выполнено условие

V (t, x(t)) ≤ µ−

t1
∫

t

χ(τ)dτ, (4.10)

то x(t) ∈ Ω(i(t)), где i(t) ∈ I(µ, t, χ(·)). Следовательно, из (4.9) вытекает неравенство

V ′
(

t, x; (1, A(i)(t)x+B(i)(t)u∗(t, x) + f (i)(t) +R(t, x))T
)

≤ χ(t). (4.11)

Заметим также, что при t = t0 неравенство (4.10) выполнено согласно определению W int
µ (t0).

Таким образом, неравенства (4.10) и (4.11) справедливы для всех t ∈ [t0, t1]. В частности, при
t = t1 из (4.10) получаем

ϕ(x(t1)) ≤ (η(i(x(t1))))T (H(i(x(t1)))x+ h(i(x(t1)))) = V (t1, x(t1)) ≤ µ,

откуда следует, что x0 ∈ Wµ(t0, t1,X1). �

Теорема 1 сформулирована и доказана для фиксированного начального момента време-
ни t0, однако легко видеть, что аналогичное утверждение справедливо и для произвольного
промежуточного момента времени t ∈ [t0, t1].

Ранее в [10] была сформулирована и доказана теорема о внутренних оценках множеств
разрешимости для частного случая χ(t) = max{δk(t) : k = 1, . . . , S}. Функция χ(t) отвеча-
ет за уровень, на котором необходимо построить множество Лебега найденной функции цены
для получения оценки множества разрешимости. Уменьшение величины χ(t) позволит сделать
оценку более точной. Именно с этой целью в данной работе используются соотношения (4.6) и
(4.7). Предложенная конструкция, в частности, позволяет не учитывать при построении мно-
жества W int

µ (t0) значения δk(t), соответствующие вершинам с большими значениями функции
цены.

2Для краткости здесь опущены аргументы функций: i = i(t), x = x(t), A(i) = A(i)(t), B(i) = B(i)(t),
f (i) = f (i)(t).
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При численном расчете функции цены все используемые в теореме 1 дифференциальные
уравнения должны быть заменены на соответствующие разностные аналоги на некоторой сет-
ке {τj} по параметру t. В частности, соотношения (4.6), (4.7) примут следующий вид:

I(µ, τj, χ(·)) =

{

i = 1, . . . , N
∣

∣∃k = 1, . . . , nx + 1: v
(i)
k (τj) ≤ µ−

M
∑

r=j+1

χ(τr)∆τr

}

,

χ(τj) = max
k

{

δk(τj)
∣

∣(i, k) ∈ K, i ∈ I(µ, τj, χ(·))
}

.

Требуемое наименьшее значение χ(τj) можно определить за счет перебора по конечному на-
бору различных величин δk(τj), упорядоченных по возрастанию.

5. Непрерывный кусочно-аффинный синтез управлений

Для некоторой вершины gk пусть i1, . . . , im — номера симплексов, включающих эту верши-
ну. Определим вспомогательную величину ∆k(v1, . . . , vS), зависящую от величин v1(t), . . . , vS(t)
в некоторый промежуточный момент времени t ∈ [t0, t1], следующим образом:

∆k(v1, . . . , vS) =
m
∑

j=1

m
∑

l=j+1

‖γ(ij) − γ(il)‖2.

Если m = 1, то ∆k = 0. Упростим выражение для ∆k(v1, . . . , vS) с целью сократить вычисле-
ния. Для этого рассмотрим совокупность всех вершин gj1 , . . . , gjr симплексов Ω(i1), . . . ,Ω(im).
Будем считать, что j1 < . . . < jr, причем js = k для некоторого s ∈ {1, . . . , r}. Пусть

ṽk = (vj1 , . . . , vjr)
T , S

(i)
k ∈ R

(nx+1)×r — матрицы, для которых v(i) = S
(i)
k · ṽk, i = i1, . . . , im.

Тогда

∆k(v1, . . . , vS) =

m
∑

j=1

m
∑

l=j+1

∥

∥((H(ij))TS
(ij)
k − (H(il))TS

(il)
k )ṽk

∥

∥

2
= (ṽk)

TPkṽk, (5.1)

где

Pk =

m
∑

j=1

m
∑

l=j+1

(

(H(ij ))TS
(ij)
k − (H(il))TS

(il)
k

)T (
(H(ij))TS

(ij)
k − (H(il))TS

(il)
k

)

.

Пусть теперь

sk(t) = sign

{

∂∆k(v1, . . . , vk−1, vk + σ, vk+1, . . . , vS)

∂σ

∣

∣

∣

∣

σ=0

}

= sign
{

2(es)
TPkṽk

}

,

где у вектора es ∈ R
r все элементы нулевые, кроме стоящей на s-й позиции 1. Тогда в уравне-

нии (4.5) положим

δk(t) = εsk(t)∆k(t). (5.2)

Здесь ε > 0 — настраиваемый параметр, каждое значение которого дает свою оценку мно-
жества разрешимости. Использование (5.2) в (4.5) позволяет по мере уменьшения t от t1 к t0
избегать расхождения величин γ(ij) в соседних симплексах. Альтернативный способ определе-
ния величин δk(t) приведен в [11].

Теорема 1 позволяет построить кусочно-аффинный непрерывный синтез управлений, при-
водящий траекторию системы в априори известную окрестность целевого множества. Непо-
средственно из формулировки теоремы и ее доказательства могут быть получены следующие
формулы:

U∗(t, x) =
nx+1
∑

s=1

αs(x)Y
(i)
s (t), x ∈ Ω(i), i = 1, . . . , N, (5.3)
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Y(i)
s (t) = Argmin {ζk(t, u) : u ∈ P} , k ∈ {1, . . . , S} : gk = g(i)s , (5.4)

ζk(t, u) = max
i

{

(γ(i)(t))T (A(i)(t)gk + f (i)(t)) + ρ
(

γ(i)(t)|Q(i)(t)
)

+
〈

(B(i)(t))T γ(i)(t), u
〉∣

∣

i ∈ {1, . . . , N} : (i, k) ∈ K
}

, γ(i)(t) = (H(i))T v(i)(t) =
∂V

∂x
. (5.5)

Выбор управления в форме (5.3)–(5.5) обусловлен тем, что оно минимизирует полную произ-
водную кусочно-аффинной функции цены в каждой из вершин симплексов. Заметим, что в
подзадаче (5.4) необходимо найти минимум выпуклой кусочно-аффинной функции на выпук-
лом компактном множестве. Эта подзадача может быть эффективно решена численно.

6. Разрывные функции цены и управления

Результаты предыдущих разделов вполне обобщаются на случай функций цены и управ-
лений, которые могут иметь разрывы на границах симплексов Ω(i). В этом разделе будем
считать, что система (1.1) стационарна.

Результаты этого раздела являются обобщением подхода, изложенного в [10], использу-
ющего понятие достижимости одного симплекса из другого, соседнего. В указанной работе
достижимость была равномерной по допустимым управлениям. В то же время при построении
внутренней оценки множества разрешимости используется конкретная стратегия управления,
и эта информация полезна для более тщательного анализа достижимости соседних симплек-
сов.

Предположим, что в каждом симплексе Ω(i) значения v
(i)
σ(i,k)(t) и y

(i)
σ(i,k)(t), соответствующие

фиксированной вершине gk, могут различаться при разных i. Здесь σ(i, k) — это номер в ло-

кальной нумерации для симплекса Ω(i), соответствующий вершине gk, т. е. g
(i)
σ(i,k) = gk. Управ-

ление внутри каждого симплекса является многозначной аффинной функцией вида (4.3). Раз-
рывная кусочно-аффинная функция цены по-прежнему может быть определена из (4.1).

Зафиксируем произвольный момент времени t ∈ [t0, t1], а также некоторые множества

Y
(i)
σ(i,k)(t) ⊂ P, (i, k) ∈ K. Рассмотрим два симплекса Ω(i) и Ω(j), имеющих общие вершины

gj1 , . . . , gjm , 1 ≤ m ≤ nx. Пусть H̃ij — какая-либо фиксированная (для каждой пары значений
i, j) гиперплоскость в R

nx, для которой gj1 , . . . , gjm ∈ H̃ij, причем Ω(i) и Ω(j) лежат в разных
полупространствах, образованных H̃ij. Пусть nij — единичная нормаль к H̃ij, указывающая
в сторону Ω(i). Заметим, что при m = nx гиперплоскость H̃ij определена однозначно.

Будем говорить, что Ω(j) достижим из Ω(i), если

min
{

(nij)
T
(

A(i)x+B(i)u+ f (i) + v
)

: x ∈ H̃ij, v ∈ Q(i)(t), u ∈
m
∑

s=1

αs(x)Y
(i)
σ(i,js)

}

≤ 0. (6.1)

После преобразования из (6.1) получим следующее эквивалентное соотношение:

min
s=1,...,m

{

(nij)
T (A(i)gjs + f (i))− ρ

(

− nij|B
(i)Y

(i)
σ(i,js)

)

− ρ
(

− nij|Q
(i)
)

}

≤ 0.

Для каждой вершины gk ∈ {gj1 , . . . , gjm} введем также обозначение

Pijk =
{

u ∈ P : (nij)
T
(

A(i)gk +B(i)u+ f (i)
)

− ρ
(

− nij|Q
(i)
)

≥ 0
}

.

Полученное определение достижимости является необходимым, но недостаточным усло-
вием того, что траектория нелинейной системы (1.1) может попасть из одного симплекса в
другой, соседний. Если при каком-то управлении u(t) траектория x(t) пересекает границу
соседних симплексов Ω(i), Ω(j) (из первого симплекса во второй), то второй симплекс гаранти-
рованно является достижимым из первого.
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Если Y
(i)
σ(i,k) ⊆ Pijk для любой вершины gk ∈ Ω(i)∩Ω(j), то при использовании соответствую-

щего кусочно-аффинного управления траектория системы гарантированно не может перейти
из Ω(i) в Ω(j) через их общую границу. Заметим, что для некоторых i, j, k множества Pijk могут
оказаться пустыми.

Пусть i1, . . . , im — номера всех симплексов, включающих вершину gk. Для каждого i ∈
{i1, . . . , im} пусть

I(i, k, Ȳ(t)) =
{

j ∈ {i1, . . . , im}, j 6= i, Ω(j) достижим из Ω(i)
}

∪ {i}.

Здесь и далее через Ȳ(t) обозначена совокупность величин Y
(i)
σ(i,k)(t) для всех (i, k) ∈ K.

Одной из целей введения указанного выше понятия достижимости симплексов, зависяще-
го от управлений, фиксированных в вершинах, является поиск такого итогового разрывного
кусочно-аффинного управления, которое, с одной стороны, было бы допустимым, а с дру-
гой — наиболее близким к управлению, реализующему операцию minu в уравнении (2.1). При

заданных функциях Y
(i)
σ(i,k)(t) соответствующее кусочно-аффинное управление является допу-

стимым, если выполнено следующее условие:

Y
(i)
σ(i,k)(t) = Y

(j)
σ(j,k)(t) ∀i, j, k : (i, k) ∈ K, (j, k) ∈ K, i ∈ I(j, k, Ȳ(t)), j ∈ I(i, k, Ȳ(t)). (6.2)

При подстановке допустимого управления в исходную систему (1.1) при любом заданном на-
чальном значении x(t0) будет разрешима соответствующая задача Коши для дифференци-
ального включения, а любое соответствующее решение x(t, t0, x0) определено при t ∈ [t0, t1].
Заметим, что условие (6.2) гарантирует отсутствие скользящих режимов на границах соседних
симплексов, причем на границах любых размерностей, не превосходящих nx − 1.

В [10] была описана процедура построения допустимого управления, в котором множе-
ства I(i, k, Ȳ(t)) были заменены на более грубые оценки, не зависящие от Ȳ(t). Предложен-
ный в этой работе подход позволяет получить более качественные стратегии управления. Ниже
приведен возможный алгоритм определения Ȳ(t) для каждого фиксированного t ∈ [t0, t1].

Алгоритм построения разрывного кусочно-аффинного управления. Зафиксируем

некоторый момент времени t ∈ [t0, t1], и пусть v
(i)
σ(i,k)(t + 0), (i, k) ∈ K — известные значения

функции цены в вершинах симплексов, задающие разрывную кусочно-аффинную функцию

цены. Цель алгоритма — определение множеств Y
(i)
σ(i,k)(t) ∈ P, которые будут использованы

затем для построения функции цены в момент времени t−0. При этом должно быть выполнено
условие (6.2). Поскольку момент времени считается фиксированным, то далее зависимость от t

будем опускать.
Рассмотрим вспомогательные множества J (i, k) ⊂ {1, . . . , N}, (i, k) ∈ K, — совокупности

номеров симплексов, учитываемых для “склейки” управления в вершине g
(i)
σ(i,k).

Кроме того, в описанном ниже алгоритме будет использовано некоторое правило F для
выбора одного элемента из вспомогательного множества D ⊂ K. От этого правила, вообще
говоря, зависит конкретная оценка множества разрешимости, которая будет построена в ито-
ге. Потребуем выполнение следующего условия: отрезок [t0, t1] можно разбить на части, для
каждой из которых правило F (порядок обработки элементов множества D) является фикси-
рованным.

1) Для каждой пары (i, k) ∈ K положим J (i, k) = {i}. Пусть

S(i, k) =
{

j : (j, k) ∈ K, j 6= i, v(j)(t+ 0) > v(i)(t+ 0)
}

,

P̃ =

{

P ∩
(
⋂

j∈S(i,k)Pijk

)

, если S(i, k) 6= ∅,

P, иначе ,
γ(j) = (H(j))T v(j)(t+ 0), (6.3)

ζ(k, i, u) = max
j

{

(γ(j))T (A(j)gk + f (j)) + ρ
(

γ(j)|Q(j)
)

+
〈

(B(j))T γ(j), u
〉
∣

∣j ∈ J (i, k)
}

, (6.4)
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Y
(i)
σ(i,k) = Argmin{ζ(k, i, u) : u ∈ P̃}. (6.5)

2) При фиксированных найденных на предыдущем шаге величинах Y
(i)
σ(i,k) определим мно-

жества I(i, k, Ȳ). Далее на основании этих множеств определим все такие пары индексов
(i, k) ∈ K, для каждой из которых либо

∃j ∈ {1, . . . , N} : j ∈ I(i, k, Ȳ), v
(j)
σ(j,k) ≥ v

(i)
σ(i,k), J (j, k) 6⊆ J (i, k), (6.6)

либо

∃j ∈ {1, . . . , N} : j ∈ I(i, k, Ȳ), i ∈ I(j, k, Ȳ), J (i, k) 6= J (j, k).

Совокупность таких пар обозначим через D.

3) Если множество D не пусто, то воспользуемся правилом F для выбора одного элемента
(i∗, k∗) ∈ D. Заменим множество J (i∗, k∗) на

J (i∗, k∗) ∪
{

J (j, k∗) : j ∈ {1, . . . , N} : j ∈ I(i∗, k∗, Ȳ), v
(j)
σ(j,k∗) ≥ v

(i∗)
σ(i∗,k∗)

}

∪
{

J (j, k∗) : j ∈ {1, . . . , N} : j ∈ I(i∗, k∗, Ȳ), i∗ ∈ I(j, k∗, Ȳ)
}

.

После этого пересчитаем новое, “склеенное” управление в вершине y
(i∗)
σ(i∗,k∗) согласно форму-

лам (6.4), (6.5), учитывая новое множество J (i∗, k∗). Алгоритм снова переходит к п. 2).

4) Если же в п. 2) множество D оказалось пустым, то алгоритм завершает работу. В итоге
получена совокупность множеств Ȳ, удовлетворяющая условию (6.2). �

Заметим, что описанный выше алгоритм обязательно завершит свою работу за конечное
количество итераций, так как, во-первых, на каждом шаге мощность хотя бы одного из мно-
жеств J (i, k) увеличивается на 1; во-вторых, если все множества J (i∗, k∗) максимальны, т. е.

J (i, k) = {j ∈ {1, . . . , N} : gk – вершина Ω(j)},

то полученное в результате кусочно-аффинное управление будет непрерывным, допустимым
и будет соответствовать пустому множеству D.

Заметим также, что при переходе от п. 3) к п. 2) множества I(i, k, ȳ) должны быть найдены
заново только для тех симплексов, вершины которых были обработаны на данной итерации в
п. 3).

Найденное в соответствии с приведенным алгоритмом кусочно-аффинное управление мо-
жет быть далее использовано для построения разрывной кусочно-аффинной оценки функции
цены.

Теорема 2. Пусть для каждых t ∈ [t0, t1], (i, k) ∈ K

ζ
(i)
σ(i,k)(t) = max

s

{

(γ(s)(t))T (A(s)gk + f (s)) + ρ(γ(s)(t)|B(s)Y
(s)
σ(s,k)(t))

+ ρ
(

γ(s)(t)|Q(s)
)

∣

∣

∣
s ∈ J (i, k)

}

, γ(s)(t) = (H(s))T v(s)(t), (6.7)

{

v̇
(i)
σ(i,k)(t) = −ζ

(i)
σ(i,k)(t) + δ

(i)
σ(i,k)(t), t ∈ [t0, t1]

v
(i)
σ(i,k)(t1) = ϕ(gk) + maxj,s{K

(j)
s : g

(j)
s = gk}.

(6.8)

Здесь δ
(i)
σ(i,k)(t) — непрерывные функции, для которых выполняется условие: для любых i∗, i∗∗

таких, что gk ∈ Ω(i∗) ∩ Ω(i∗∗)

δ
(i∗)
σ(i∗,k)(t) = δ

(i∗∗)
σ(i∗∗,k)(t), если i∗∗ ∈ I(i∗, k, Ȳ(t)) и v

(i∗∗)
σ(i∗∗,k) ≥ v

(i∗)
σ(i∗,k). (6.9)
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Совокупность многозначных отображений Y
(i)
σ(i,k)(t) ⊆ P, t ∈ [t0, t1], а также множества

J (i, k), (i, k) ∈ K, определены в соответствии с приведенным выше алгоритмом.

Пусть V (t, x) — разрывная кусочно-аффинная функция, определенная в (4.1), и при задан-

ном µ > 0 функция χ(t), t ∈ [t0, t1], определена в формулах (4.6), (4.7).
Тогда множество

W int
µ (t0) =

{

x ∈ Ω
∣

∣V (t0, x) ≤ µ−

t1
∫

t0

χ(τ)dτ

}

(в предположении его непустоты) является внутренней оценкой множества разрешимо-

сти: W int
µ (t0) ⊆ Wµ(t0, t1,X1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что для любого t ∈ [t0, t1] множества P̃ ,
определенные в (6.3), не пусты, а следовательно, указанный выше алгоритм корректный.
При t = t1 кусочно-аффинная функция V (t, x) является непрерывной, а значит S(i, k) = ∅ и
P̃ = P ∀(i, k) ∈ K.

Предположим, что для некоторых i, k в некоторый момент времени t∗ < t1 P̃ = ∅. Тогда
найдется такое значение t̃ ∈ [t∗, t1), что

v
(j)
σ(j,k)(t̃) = v

(i)
σ(i,k)(t̃), v̇

(j)
σ(j,k)(t̃) < v̇

(i)
σ(i,k)(t̃) ∀j = j1, . . . , jr, (6.10)

v
(j)
σ(j,k)

(t̃) > v
(i)
σ(i,k)

(t̃) ∀j = jr+1, . . . , jm.

Здесь j1, . . . , jm — все номера симплексов, содержащих вершину gk, за исключением i. При этом

обязательно r ≥ 1. Кроме того, момент времени t̃ можно взять такой, что Y
(i)
σ(i,k)(t̃ + 0) 6= ∅.

Проанализируем теперь множество I(i, k, Ȳ(t̃ + 0)). Возможен один из двух описанных ниже
случаев.

1. Если I(i, k, Ȳ(t̃+ 0)) = {i}, то для i-го симплекса существует управление, для которого
траектория системы, выпущенная из вершины gk, будет направлена внутрь этого симплекса
(при любой помехе v). В силу стационарности системы это управление будет обладать указан-
ным свойством и при всех t < t̃, а значит, P̃ 6= ∅ ∀t ∈ [t0, t1]. Получено противоречие.

2. Существует j̃ 6= i, j̃ ∈ I(i, k, Ȳ(t̃ + 0)). Тогда в силу ограничения (6.3), выполненного
при t > t̃, обязательно j̃ ∈ {j1, . . . , jr}. В соответствии с (6.6) j̃ ∈ J (i, k) в момент времени t̃.

Согласно (6.9) δ
(i)
σ(i,k)(t̃) = δ

(j̃)

σ(j̃ ,k)
(t̃). В формуле (6.7) для симплекса с номером j̃ максимум

берется по номерам {j, j∗1 , . . . , j
∗
w} ⊆ {j1, . . . , jm}, причем j, j∗1 , . . . , j

∗
w ∈ J(i, k) ввиду (6.6). Тогда

для симплекса с номером i аналогичный максимум берется по номерам {i} ∪ {j, j∗1 , . . . , j
∗
w}, а

значит ζ
(i)
σ(i,k)(t̃) ≥ ζ

(j̃)

σ(j̃ ,k)
(t̃). Подставляя это неравенство в (6.8), получаем, что v̇

(i)
σ(i,k)(t̃) ≤

v̇
j̃

σ(j̃ ,k)
(t̃); противоречит (6.10).

Рассмотрим кусочно-аффинное по x управление

U∗(t, x) =

nx+1
∑

k=1

αk(x)Y
(i)
k (t), x ∈ Ω(i), i = 1, . . . , N.

Функция U∗(t, x) непрерывна по x в каждом из симплексов, но может иметь разрывы на их гра-
ницах. Такое разрывное управление является допустимым, так как выполнено условие (6.2).
Из указанного условия следует, что разрыв управления на границе между симплексами Ω(i∗)

и Ω(i∗∗) возможен только в тех случаях, когда траектория системы может попасть из перво-
го симплекса во второй либо обратно, но не туда и обратно одновременно, при различных
управлениях.
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Из условия (6.3) вытекает, что описанный выше алгоритм определяет управление U∗(t, x),
для которого для любой вершины gk, любого t ∈ [t0, t1], для любых двух номеров симплексов i,

j таких, что gk ∈ Ω(i) ∩ Ω(j), если j ∈ I(i, k, Ȳ(t)), то v
(i)
σ(i,k)(t) ≥ v

(j)
σ(j,k)(t).

Для произвольного x0 ∈ W int
µ (t0) определим некоторое решение замкнутой системы x(t) =

x(t, t0, x0)|U∗(·), t ∈ [t0, t1]. Найдутся такие t0 = τ1 < τ2 < . . . < τK−1 < τK = t1, для которых на
каждом из отрезков [τj, τj+1], j = 1, . . . ,K − 1, траектория замкнутой системы либо находится
в одном из симплексов Ω(i), либо движется по границе нескольких (одних и тех же) симплек-
сов Ω(i1), . . . ,Ω(im). При t ∈ (τj , τj+1) оценим производную функции цены вдоль траектории
системы аналогично (4.9):

V ′
(

t, x(t);
(

1, A(i(t))x(t) +B(i(t))u∗(t, x(t)) + f (i(t)) +R(x(t))
)T

)

≤ max
k

{

v̇
(i(t))
σ(i(t),k)(t) + ζ

(i(t))
σ(i(t),k)(t) : gk – вершина Ω(i(t))

}

≤ max
k,i

{

δ
(i)
σ(i,k)(t) : gk – вершина Ω(i)

}

.

При t = τj, j = 1, . . . ,K, функция цены V (t, x(t)) может иметь разрыв. Пусть x(τj) ∈ Ω(i∗) ∩
Ω(i∗∗), причем траектория x(t) в момент τj переходит из симплекса Ω(i∗) в Ω(i∗∗). Следовательно,

симплекс Ω(i∗∗) достижим из симплекса Ω(i∗). Выше было доказано, что v
(i∗)
σ(i∗,k)(τj) ≥ v

(i∗∗)
σ(i∗∗,k)(τj)

для любой вершины gk грани H = Ω(i∗) ∩ Ω(i∗∗). Поскольку V (τj − 0, x(τj − 0)) и V (τj + 0,

x(τj + 0)) являются выпуклыми оболочками соответственно v
(i∗)
σ(i∗,k)(τj) и v

(i∗∗)
σ(i∗∗,k)(τj) при раз-

ных k с одними и теми же коэффициентами, то V (τj − 0, x(τj − 0)) ≥ V (τj + 0, x(τj + 0)), т. е.
любой разрыв сопровождается лишь уменьшением функции цены.

Дальнейшее доказательство теоремы полностью совпадает с аналогичным доказательством
в случае непрерывной кусочно-аффинной функции цены (см. формулы (4.10), (4.11) и полу-
ченные из них выводы). �

Как и в случае с непрерывной функцией цены, имеет смысл определить величины δ
(i)
σ(i,k)

(t)

таким образом, чтобы по возможности минимизировать расхождения величин γ(i)(t) в сосед-
них симплексах, т. е. аналогично (5.1)–(5.2). При этом необходимо учитывать (6.9). Итоговые
формулы выглядят следующим образом (при условии, что i1, . . . , im — все номера симплексов,
содержащих вершину gk и i ∈ {i1, . . . , im}):

δ
(i)
σ(i,k)(t) = εs

(i)
σ(i,k)(t)∆

(i)
σ(i,k)(t),

∆
(i)
σ(i,k)(t) = (ṽk)

TP
(i)
σ(i,k)ṽk, ṽk = (v

(i1)
1 , v

(i1)
2 , . . . , v

(im)
nx+1)

T ∈ R
m(nx+1),

P
(i)
σ(i,k) =

m
∑

j=1

m
∑

l=j+1

{

(

(H(ij))TS
(ij)
k − (H(il))TS

(il)
k

)T (
(H(ij))TS

(ij)
k − (H(il))TS

(il)
k

)

:

либо ij ∈ J (i, k), либо i ∈ J (ij , k); либо il ∈ J (i, k), либо i ∈ J (il, k)
}

,

S
(i)
k ṽk = v(i) ∀i = i1, . . . , im,

s
(i)
σ(i,k)(t) = sign

{

2
m
∑

j=1

nx+1
∑

s=1

{

(es)
TP

(i)
σ(i,k)ṽk : g

(ij )
s = gk, либо ij ∈ J (i, k), либо i ∈ J (ij , k)

}

}

.

7. Разрывный кусочно-аффинный синтез управлений

Для построения синтеза управлений будем использовать не только разрывную кусочно-
аффинную функцию цены W (t, x) = V (t, x) +

∫ t1
t

χ(τ)dτ , но и соответствующую ей вспомо-
гательную функцию J (t, i, k), t ∈ [t0, t1], (i, k) ∈ K. Эта функция содержит информацию о
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вершинах симплекса, которые должны быть “склеены” для того, чтобы можно было получить
допустимое управление (множества J(i, k) из приведенного выше алгоритма, но с дополни-
тельной зависимостью от времени). Заметим, что большую часть информации, содержащейся
в функции J (t, i, k), можно получить за счет анализа значений функции цены V (t, x) в со-
седних симплексах. Знание функции J (t, i, k) позволяет максимально упростить процедуру
построения позиционного управления.

Итоговое позиционное управление может быть найдено в соответствии со следующими
формулами:

U(t, x) =
nx+1
∑

s=1

αs(x)Y
(i)
s (t), x ∈ Ω(i), (7.1)

Y
(i)
σ(i,k)(t) = Argmin

{

ζ(t, k, i, u) : u ∈ P̃ = P̃(i, k)
}

, γ(j) = (H(j))T v(j)(t) =
∂W (t, x)

∂x
,

ζ(t, k, i, u) = max
j

{

(γ(j))T (A(j)gk + f (j)) + ρ
(

γ(j)|Q(j)
)

+
〈

(B(j))T γ(j), u
〉
∣

∣j ∈ J (t, i, k)
}

,

где множества P̃(i, k) определены исходя из (6.3). Согласно приведенному выше доказатель-
ству теоремы 2, функция W (t, x) не возрастает вдоль траектории x(t, t0, x0)|U(·) системы (1.1),
замкнутой управлением (7.1). Следовательно, если для начальной позиции (t0, x0), x0 ∈ Ω,
выполнено условие W (t0, x0) ≤ µ, то ϕ(x(t1, t0, x0)|U(·)) ≤ µ.

8. Пример

Рассмотрим трехмерную систему дифференциальных уравнений, задающую движение ма-
териальной точки с постоянной скоростью v на плоскости:











ẋ1 = v cos(x3),

ẋ2 = v sin(x3),

ẋ3 = u,

где управляющий параметр u определяет изменение направления движения.
Требуется перевести систему из точки (−0.6,−0.4, 0) в начальный момент времени t0 = 0

в окрестность цилиндрического множества {x ∈ R
3 | (x1 − 0.2)2 + (x2 − 0.2)2 < ε} в конеч-

ный момент времени t1 = 1. Ниже приведены результаты численного моделирования при
v = 1, ε = 10−3, u ∈ [−3, 3] для двух представленных методов. Пунктирная линия обознача-
ет границу множества, куда априорно гарантируется попадание траектории при замыкании
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Рис. 1. Случай непрерывной функции цены. Рис. 2. Случай разрывной функции цены.
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управлением (4.8) или (7.1). Соответствующие расстояния от концов реализовавшихся траек-
торий нелинейной системы до целевого множества равны 0.118 и 0.036. Это позволяет оценить
разницу между двумя рассмотренными подходами приближенного решения задачи синтеза
управлений для конкретного примера.

В данной работе приведены и обоснованы основные формулы, позволяющие получать раз-
рывные кусочно-аффинные функции цены и управления для решения задачи целевого управ-
ления нелинейной системой дифференциальных уравнений. Результаты численного модели-
рования говорят о том, что предложенный подход позволяет сделать оценку функции цены
более точной по сравнению со случаем, когда используются непрерывные кусочно-аффинные
функции.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Куржанский А.Б. Принцип сравнения для уравнения типа Гамильтона-Якоби в теории управ-
ления // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2006. Т. 12, no. 1. С. 173–183.

2. Kurzhanski A.B., Varaiya P. Dynamics and control of trajectory tubes. Basel: Birkhäuser, 2014.
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