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В конечномерном евклидовом пространстве R
k рассматривается задача преследования группой пре-

следователей группы убегающих с равными возможностями всех участников, описываемая в заданной

временной шкале T системой вида

z∆i = ui − v,

где f∆ — ∆-производная функции f во временной шкале T . Множество допустимых управлений — шар

радиусом “единица” с центром в начале координат. Терминальные множества — начало координат. До-

полнительно предполагается, что все убегающие используют одно и то же управление и в процессе игры

не покидают пределы выпуклого многогранного множества с непустой внутренностью. Получены доста-

точные условия разрешимости задачи о поимке хотя бы одного убегающего. При исследовании в качестве

базового используется метод разрешающих функций.
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N. N.Petrov. On a problem of pursuing a group of evaders in time scales.

A problem of pursuing a group of evaders by a group of pursuers with equal capabilities for all the participants

is considered in a finite-dimensional Euclidean space R
k. In a given time scale T , the problem is described by

a system

z∆i = ui − v,

where f∆ is the ∆-derivative of f in the time scale T . The set of admissible controls is a ball of unit radius

centered at the origin. The terminal sets are the origin. In addition, it is assumed that all the evaders use

the same control and, during the game, stay within a convex polyhedral set with nonempty interior. Sufficient

conditions are obtained for the solvability of the problem of capturing at least one evader. The method of

resolving functions is used as a basis of this research.
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Введение

Одним из направлений развития современной теории дифференциальных игр является
разработка методов решения игровых задач преследования-уклонения с участием группы пре-
следователей и группы убегающих [1–4], причем кроме поиска новых методов ведется поиск
новых задач, для решения которых можно применить ранее разработанные методы. В частно-
сти, в работе [5] рассматривалась задача группового преследования в дискретной постановке.

Б. Олбах и С. Хилгер в своих исследованиях [6; 7] предложили общий подход к изучению
дифференциальных и разностных уравнений. Оказывается, что некоторым результатам, по-
лученным отдельно для каждой из этих теорий, можно придать больший характер общности,
если допустить возможность задания динамических систем на произвольных замкнутых под-
множествах R, названных временными шкалами. Уравнения на временных шкалах позволяют
одновременно описать динамику непрерывных и дискретных во времени систем. Временные

1Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания № 075-
00232-20-01, проект FEWS -2020-0010 и РФФИ (проект 20-01-00293).
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шкалы находят свое применение при моделировании процессов в химии, биотехнологии, эко-
номике, нейронных сетях, общественных науках [8; 9]. Неантагонистическая игра N лиц во
временной шкале рассматривалась в работе [10].

В данной статье изучается задача простого преследования группой преследователей груп-
пы убегающих в предположении, что движение участников описывается дифференциальными
уравнениями в заданной временной шкале, все участники обладют равными возможностями,
убегающие используют одно и то же управление и не покидают пределы выпуклого мно-
гогранного множества. Получены достаточные условия поимки хотя бы одного убегающего.
Задача группового преследования во временных шкалах с одним убегающим исследовалась в
работе [11]. В [12] рассматривалась задача о поимке жестко скоординированных убегающих в
задаче простого преследования с фазовыми ограничениями, а в [13] — в задаче с дробными
производными.

1. Вспомогательные определения и факты

В данном разделе будут изложены базовые факты из теории временных шкал. Все приво-
димые ниже результаты могут быть найдены, например, в статьях [14;15].

О п р е д е л е н и е 1. Непустое замкнутое подмножество T ⊂ R
1, такое что supt∈T t =

+∞, называется временной шкалой.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть T — временная шкала. Функция σ : T → R
1 вида σ(t) =

inf{s ∈ T
∣

∣ s > t} называется функцией сдвига.

О п р е д е л е н и е 3. Функция f : T → R
1 называется T -дифференцируемой в точке t ∈

T, если существует число γ ∈ R
1, что для любого ε > 0 существует окрестность W точки t

такая, что неравенство |f(σ(t))−f(s)−γ(σ(t)−s)| < ε|σ(t)−s| справедливо для всех s ∈ T ∩W.

Число γ в этом случае называется ∆-производной функции f точке t. ∆-производная
функции f в точке t будет обозначаться через f∆(t) = γ.

О п р е д е л е н и е 4. Функция f : T → R
n, f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)), называется T -диф-

ференцируемой в точке t ∈ T, если все функции f1, . . . , fn являются T -диффренцируемыми в
точке t.

Пусть T— временная шкала, E ⊂ T. Обозначим R(E) = {t ∈ E
∣

∣ σ(t) > t}. Тогда множе-
ство R(E) не более чем счетно.

О п р е д е л е н и е 5. Множество E ⊂ T называется ∆-измеримым, если множество

Ẽ = E ∪
⋃

t∈R(E)

(t, σ(t))

измеримо по Лебегу.

О п р е д е л е н и е 5. Функция f : T → R
1 называется ∆-измеримой на ∆-измеримом

множестве E, если функция f̃ вида

f̃(t) =

{

f(t), t ∈ E,

f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)), ti ∈ R(E),

измерима на множестве Ẽ.

О п р е д е л е н и е 6. Функция f : E → R
1, E ⊂ T, называется ∆-интегрируема на ∆-

измеримом множестве E, если функция f̃ интегрируема по Лебегу на множестве Ẽ. Если f

является ∆- интегрируемой на множестве E, то определим

∫

E

f(s)∆s, полагая

∫

E

f(s)∆s =

∫

Ẽ

fdµ,

где µ — мера Лебега.
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2. Постановка задачи

Пусть задана некоторая временная шкала T, t0 ∈ T.

В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n + m лиц: n пре-

следователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em с законами движения вида

x∆i = ui, xi(t0) = x0i , ui ∈ V, (2.1)

y∆j = v, yj(t0) = y0j , v ∈ V. (2.2)

Здесь xi, yj , x
0
i , y

0
j , ui, v ∈ R

k, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, V = {v ∈ R
k : ‖v‖ 6 1}.

Считаем, что x0i 6= y0j для всех i ∈ I, j ∈ J. Дополнительно предполагается, что каждый
убегающий Ej , j ∈ J, в процессе игры не покидает пределы выпуклого множества Ω с непустой
внутренностью вида

Ω = {y ∈ R
k
∣

∣ (pj , y) 6 µj , j = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные векторы R
k, µ1, . . . , µr — вещественные числа, (a, b) — скалярное

произведение. Считаем, что Ω = R
k при r = 0.

Введем новые переменные zij = xi − yj. Тогда вместо систем (2.1), (2.2) получим систему

z∆ij = ui − v, zij(t0) = z0ij = x0i − y0j , ui, v ∈ V. (2.3)

∆-измеримую функцию v : T → R
k назовем допустимой, если v(t) ∈ V, yj(t) ∈ Ω для всех

t ∈ T, j ∈ J. Предысторией функции v в момент t ∈ T будем называть сужение функции v на
[t0, t) ∩ T. Обозначим через z0 = {z0ij , i ∈ I} вектор начальных позиций.

Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который для
всех убегающих Ej , j ∈ J, выбирает одно и то же управление v(t).

3. Поимка одного убегающего

О п р е д е л е н и е 7. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение U0

i , ставящее в соответствие начальным позициям z0, моменту t и
произвольной предыстории управления vt(·) убегающих Ej, j ∈ J, ∆-измеримую функцию ui(t)
со значениями в V.

О п р е д е л е н и е 8. В игре Γ(n,m) происходит поимка убегающего, если существуют
момент T0 > 0, квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой
измеримой функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [t0, T0]∩T, существуют момент τ ∈ T , номера l ∈ I, q ∈ J ,
для которых zlq(τ) = 0.

О п р е д е л е н и е 9 [16]. Векторы a1, . . . , as ∈ R
k образуют положительный базис R

k,
если для любого x ∈ R

k найдутся положительные числа α1, . . . , αs ∈ R
k такие, что

x = α1a1 + . . . + αsas.

Положительный базис a1, . . . , as называется минимальным, если любая его собственная под-
система положительным базисом не является.

Обозначим через IntA и coA соответственно внутренность и выпуклую оболочку множе-
ства A,

λ(z, v) = sup{λ > 0 | − λz ∈ V − v}.

Теорема 1 [16]. Векторы a1, . . . , al ∈ R
k образуют положительный базис R

k тогда и

только тогда, когда 0 ∈ Intco{a1, . . . , al}.
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Лемма 1 [11, лемма 3]. Пусть Ω = R
k, 0 ∈ Intco{a1, . . . , al}. Тогда существует τ0 ∈ T

такой, что для любой ∆-допустимой функции v(·) найдется номер β ∈ {1, . . . , l}, для кото-

рого

τ0
∫

t0

λ(aβ, v(s))∆s > 1.

Лемма 2 [11, лемма 2]. Пусть r = 1, 0 ∈ Intco{a1, . . . , al, p1}. Тогда существует τ0 ∈ T,
что для любой ∆-допустимой функции v(·) найдется номер β ∈ {1, . . . , l}, для которого

τ0
∫

t0

λ(aβ, v(s))∆s > 1.

Теорема 2. Пусть r = 1, n > k и в наборе векторов {x0i − y0j , i ∈ I, j ∈ J, p1} существует

k + 1 вектор, образующий положительный базис. Тогда в игре Γ(n,m) происходит поимка

хотя бы одного убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим положительный базис, составленный из k + 1 век-
тора. Пусть I0 — совокупность тех i ∈ I, для которых x0i входит в данный положительный
базис.

J(i) = {j ∈ J : x0i − y0j входит в положительный базис}, J0 =
⋃

i∈I0

J(i).

Возможны две ситуации.
I. p1 входит в положительный базис. Если |J0| = 1, то справедливость теоремы следует

из теоремы 2 работы [11]. Пусть |J0| > 2. Считаем, что I0 = {1, . . . , q}, J0 = {1, . . . , l}. Пусть

далее cβα = y0α − y0β. Тогда z0ij = z0i1 + cj1 для всех i ∈ I, j ∈ J. Поэтому набор {z0i1, i ∈ I0, c
α
1 , α ∈

J0, α 6= 1, p1} образует положительный базис. Можно считать, что данный базис является
минимальным и содержит k+1 вектор. Так как n > k, то q < n. Поэтому q+α−1 ∈ {q+1, . . . , n}
для всех α ∈ J0, α 6= 1.

По следствию 1.3 [4, с. 18] набор {z0i1, i ∈ I0, z
0
q+α−11 + µcα1 , α ∈ J0, α 6= 1} образует поло-

жительный базис при некотором µ > 1. Если i ∈ I0, то полагаем w0
i = z0i1. Для i = q + α − 1,

α ∈ J0, α 6= 1 полагаем w0
i = z0q+α−11 + µcα1 . Обозначим

fi(t, v(·)) = 1−

t
∫

t0

λ(w0
i , v(s))∆s, I0 = I0 ∪ {q + α− 1, α ∈ J0, α 6= 1}.

Стратегии преследователей Pi, i /∈ I0, задаем произвольно. Управления преследователей Pβ,
β ∈ I0 задаем следующим образом.

Если в момент t ∈ T выполнено неравенство fβ(t, v(·)) > 0, то полагаем

uβ(t) = v(t)− λ(w0
β , v(t))w

0
β .

Пусть теперь τβ ∈ T — первый момент времени, для которого справедливо равенство
fβ(τβ, v(·)) = 0. Считаем далее, что λ(w0

β, v(t)) = 0 для всех t ∈ T, t > τβ. Тогда из систе-
мы (2.3) получаем

zβ1(t) = z0β1 −

t
∫

t0

λ(w0
β , v(s))∆s · w0

β .
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Поэтому если β ∈ I0, то zβ1(τβ) = 0. Если β = q + α− 1, то zβ1(τβ) = −µcβ1 .

Пусть теперь τβ ∈ T, β ∈ I0, — момент времени, для которого fβ(τβ, v(·)) < 0, а для всех
t ∈ T, t < τβ выполняется неравенство fβ(τβ, v(·)) > 0. Определим число

τ∗β = sup{t ∈ T | fβ(t, v(·)) > 0}.

Тогда (τ∗β , τβ)∩T = ∅. Действительно, если бы существовал момент τ ∈ (τ∗β , τβ)∩T, то выпол-
нялось бы неравенство fβ(τ, v(·)) > 0, что противоречило бы определению числа τ∗β . Полагаем
в этом случае

uβ(τβ) = v(τβ)− λ∗(w0
β , v(τβ))w

0
β ,

где

λ∗(w0
β, v(τβ)) =

fβ(τ
∗

β , v(·))

σ(τ∗β)− τ∗β
=

fβ(τ
∗

β , v(·))

τβ − τ∗β
.

Отметим, что в данном случае λ∗(w0
β, v(τβ)) 6 λ(w0

β , v(τβ)) и поэтому v(τβ) ∈ V. Тогда

zβ1(τβ) = z0β1 −

τ∗
β

∫

t0

λ(w0
β , v(s))∆s · w0

β −

τβ
∫

τ∗
β

λ∗(w0
β, v(s))∆s · w0

β

= z0β1 − w0
β + w0

β

[

1−

τ∗
β

∫

t0

λ(w0
β , v(s))∆s −

τβ
∫

τ∗
β

λ∗(w0
β , v(s))∆s

]

= z0β1 − w0
β + w0

β

[

fβ(τ
∗

β , v(·)) − fβ(τ
∗

β , v(·))
]

= z0β1 − w0
β.

Следовательно, если β ∈ I0, то zβ1(τβ) = 0. Если β = q + α − 1 при некотором α ∈ J0, α 6= 1,

то zβ1(τβ) = −µcβ1 .

Из леммы 2 следует, что для каждой ∆-допустимой функции v(·) найдутся момент τ ∈ T и
номер γ ∈ I0, для которых fγ(τ, v(·)) > 1. Поэтому из доказанного вытекает, что для каждой
∆-допустимой функции v(·) найдутся момент τ ∈ T и номер γ ∈ I0, для которых zγ1(τ) = 0,
если γ ∈ I0, и zγ1(τ) = −µcγ1 , если γ = q + β − 1 ∈ I0 \ I0. Если реализовался первый вариант,
то это означает, что в игре Γ(n,m) происходит поимка убегающего E1.

Рассмотрим второй вариант. Из определения управлений преследователей Pi, i ∈ I0, и
системы (2.3) выводим, что для всех i ∈ I0 справедливо равенство

zi1(τ) = z0i1fi(τ, v(·)). (3.4)

Докажем, что справедливо включение

0 ∈ Intco{xi(τ)− yj(τ), i ∈ I0, j ∈ J0, p1}. (3.5)

Из (3.4) следует, что z0i1 =
zi1(τ)

fi(τ, v(·))
. Кроме того, для всех α ∈ J0, α 6= 1 имеем

ziα(τ) = zi1(τ) + cα1 = zi1(τ) + z0iα − z0i1.

Поэтому, используя (3.4), для всех α ∈ J0, α 6= 1

z0iα = ziα(τ)− zi1(τ) + z0i1 = ziα(τ) +
1− fi(τ, v(·))

fi(τ, v(·))
zi1(τ).
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По условию набор {z0ij , i ∈ I0, j ∈ J0, p1} образует положительный базис. Поэтому положитель-
ный базис образует набор

{

zi1(τ)

fi(τ, v(·))
, ziα(τ) +

1− fi(τ, v(·))

fi(τ, v(·))
zi1(τ), i ∈ I0, α ∈ J0, α 6= 1, p1

}

.

Так как fi(τ, v(·)) ∈ (0, 1], то положительный базис образует набор {zij(τ), i ∈ I0, j ∈ J0, p1}.
Отсюда согласно теореме 1 имеет место включение (3.5). Так как xi(τ)−y1(τ) = xi(τ)−yβ(τ)+
yβ(τ)− y1(τ), то положительный базис образует набор

{xi(τ)− yβ(τ), yβ(τ)− y1(τ), xi(τ)− yj(τ), i ∈ I0, j ∈ J0, j 6= 1, p1}. (3.6)

Из условия zq+β−11(τ) = −µcβ1 следует, что

xq+β−1(τ)− yβ(τ) = xq+β−1(τ)− y1(τ) + y1(τ)− yβ(τ) = (µ− 1)(yβ(τ)− y1(τ)).

Заменяя в (3.6) вектор yβ(τ)−y1(τ) вектором xq+β−1(τ)−yβ(τ), получим, что положительный
базис образует набор

{xi(τ)− yj(τ), i ∈ I0 ∪ {q + β − 1}, j ∈ J0 \ {1}, p1}. (3.7)

Принимая момент τ за начальный, получаем игру, в которой участвуют m − 1 убегающих.
В данной игре выполнено условие (3.7). Продолжая вышеописанный процесс дальше, получим,
что либо на каком-то шаге в игре Γ(n,m) произойдет поимка убегающего, либо найдутся
момент τ0 ∈ T и номер γ ∈ J , для которых будет выполнено условие

0 ∈ Intco{xi(τ0)− yγ(τ0), i ∈ I, p1}.

Теперь поимка следует из теоремы 2 работы [11].

II. p1 не входит в положительный базис. Дальнейшие рассуждения аналогичны вышепри-
веденным с использованием леммы 1 и теоремы 3 работы [11].

Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е 1. Из леммы 1 работы [17] следует, что если векторы b1, . . . , bn образуют
положительный базис R

k, то для любого ε > 0 существуют c1, . . . , cn такие, что ‖cl − bl‖ < ε,
l = 1, . . . , n, и в наборе c1, . . . , cn существует положительный базис, состоящий из k+1 вектора.

Теорема 3. Пусть Ω = R
k, n > k и в наборе векторов {x0i − y0j , i ∈ I, j ∈ J} существует

k + 1 вектор, образующий положительный базис. Тогда в игре Γ(n,m) происходит поимка

хотя бы одного убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы проводится аналогично доказательству теоре-
мы 2 с использованием леммы 1. �

З а м е ч а н и е 2. Если T = R
1, m = 1, то теорема 3 совпадает с условием поимки

Пшеничного [18].

Лемма 3. Пусть n > k, b1, . . . , bn ∈ R
k таковы, что b1, . . . , bk линейно независимы и

0 ∈ Intco{b1, . . . , bn, p1, . . . , pr}.

Тогда существуют p ∈ R
k, µ ∈ R

1 такие, что Ω ⊂ Ω1 = {y ∈ R
k | (p, y) 6 µ} и

0 ∈ Intco{b1, . . . , bn, p}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость данной леммы следует из п. 3 доказательства
теоремы 4.1 [4, с. 37]. �
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Теорема 4. Пусть n > k,

0 ∈ Intco{z0ij , i ∈ I, j ∈ J, p1, . . . , pr}. (3.8)

Тогда в игре Γ(n,m) происходит поимка хотя бы одного убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость данной теоремы следует из теоремы 2 и лем-
мы 3. �

Следствие. Пусть n > k, Ω — многогранник. Тогда в игре Γ(n,m) происходит поимка

хотя бы одного убегающего.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, в этом случае условие (3.8) выполнено автома-
тически. �

З а м е ч а н и е 3. Если T = R
1, n > k, m = 1, Ω — многогранник, то следствие совпадает

с теоремой Иванова [19].
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