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Рассматривается одномерная дискретная динамическая задача управления запасами товара. Предпо-

лагается, что в каждый дискретный момент времени информация о запросе на товар поступает в виде

нечеткого числа. Оно принадлежит заданной базе нечетких чисел. Поиск управления осуществляется в

классе действительных чисел. В каждый момент времени количество наличного товара характеризуется

нечетким числом. Цель выбора управления заключается в том, чтобы значение функции принадлежности

реализовавшегося в заданный момент времени количества товара, вычисленное на желаемом значении

количества товара, было не меньше заданного действительного числа. Построено множество начальных

запасов товара, для каждого из которых возможно построить управление, обеспечивающее поставленную

цель при любой реализации нечеткого запроса. Если же значение начального запаса товара не принад-

лежит этому множеству, то существует алгоритм формирования спроса, при котором желаемая цель не

достижима.

Ключевые слова: дискретная система, задача управления запасами, нечеткая информация о спросе.

S. A.Nikitina, V. I.Ukhobotov. A scalar problem of stock control under fuzzy demand.

A scalar discrete dynamic problem of stock control is considered. It is assumed that the information about

the demand for goods comes at each discrete moment in time in the form of a fuzzy number that belongs to

a given base of fuzzy numbers. The control is sought in the class of real numbers. At each time, the amount

of available goods is characterized by a fuzzy number. The aim of the control is to guarantee that the value of

the membership function of the amount of goods realized at a given time calculated on the desired value of the

amount of goods is not less than a given real number. We construct a set of initial stocks of goods such that for

each of them it is possible to form a control that fulfills the aim for any realization of a fuzzy query. If the value

of the initial stock of goods does not belong to this set, then there is an algorithm for generating a demand

under which the aim of the control cannot be achieved.
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Введение

Дискретные процессы управления возникают, как правило, при исследовании прикладных
задач, когда информацию о состоянии управляемого процесса возможно получать только в
дискретные моменты времени. Если возникает вопрос о развитии системы, например во вре-
мени, то решение должно быть принято на определенное число шагов вперед. Задача опти-
мизации становится многошаговой [1; 2]. Для решения таких задач существуют два подхода.
Первый основан на принципе оптимальности Р. Беллмана [3], второй смыкается с аппаратом
принципа максимума Л.С.Понтрягина [4], он изложен в [1].

Примером дискретного процесса управления является задача оптимального управления
запасами при известном спросе [1]. Если о величине спроса известно только множество его
значений, то приходим к задаче управления дискретной динамической системой при наличии
неопределенности [5]. Для исследования таких задач можно использовать идеи метода га-
рантированного результата, предложенные для позиционных дифференциальных игр и задач

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рамках научного
проекта № 20-41-740027.
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управления с помехами [6; 7]. Этот подход применен в работе [8]. В статье [9] рассматрива-
ется дискретная модель запасов с линейной скоростью спроса без регулярного предложения.
Вводится критерий для расчета чистой прибыли, исходя из которого строится управление.
В [10] изучается задача управления запасами при неизвестном спросе, когда вектограмма
управления является многогранником специального вида. Строится управление, которое обес-
печивает удержание фазовой точки в заданном многогранном семействе множеств при любом
допустимом спросе.

Если информация о спросе носит нечеткий характер, то приходим к нечетким системам
управления. Дифференциальные игры с нечетким целевым множеством и нечеткими началь-
ными условиями рассматриваются в [11;12]. Формализация задачи в этих работах такова, что
она сводится к задаче о вычислении цены игры в классе обычных позиционных стратегий с
платой, равной функции принадлежности нечеткой цели.

К числу наиболее эффективных подходов к управлению сложными нелинейными система-
ми относится нечеткое логическое управление. В работе [13] описываются широко распростра-
ненные модельные системы нечеткого управления.

На совокупности нечетких по Заде [14] множеств линейного вещественного пространства
вводятся операции сложения и умножения на число [15]. Это позволяет рассматривать дис-
кретные процессы управления в фазовом пространстве, определяемом нечеткими множества-
ми [16]. Операции сложения нечетких множеств и умножения их на действительное число не
удовлетворяют дистрибутивному закону умножения числа на нечеткое множество относитель-
но сложения двух чисел и не существует противоположный элемент. Это вносит специфику в
обоснование для таких систем управления идей метода гарантированного результата.

В настоящей работе рассмотривается одномерная дискретная задача управления запасами
товара, когда в каждый момент времени информация о запросе поступает в виде нечеткого
числа [15]. Поиск управления осуществляется в классе действительных чисел. Количество
товара характеризуется нечетким числом. Цель выбора управления заключается в том, чтобы
в заданный момент времени значение функции принадлежности [14] этого нечеткого числа
на желаемом значении количества товара было не меньше заданного действительного числа.
Построено множество начальных запасов товара, откуда возможно осуществить поставленную
цель при любой реализации нечеткого запроса.

1. Постановка задачи

В момент времени t = 0, 1, . . . , p−1 на складе имеется x(t) количества товара. Максимально
возможное количество пополнения его в этот момент времени t равно a(t) ≥ 0, а максимально
возможное количество изъятия его со склада равно b(t) ≥ 0. Поэтому

x(t+ 1) = x(t) + a(t)u(t) + b(t)v(t). (1.1)

Числа u(t) ∈ [0; 1] и v(t) ∈ [−1; 0] определяют реальные величины пополнения и изъятия
товара в момент времени t.

Пополнение товара происходит за счет его производства и поставки на склад. Данным
процессом можно управлять. Поэтому числа u(t) являются управляемыми параметрами.

Величина отгрузки товара со склада определяется его спросом и, следовательно, пара-
метры v(t) зависят от спроса. Считаем, что информация о спросе носит нечеткий характер.
Поэтому полагаем, что параметры v(t) спроса являются нечеткими числами.

Согласно Л. Заде [14] нечеткое число ω задается функцией принадлежности µω : R → [0; 1].

Сложение ω1 ⊕ ω2 и умножение λ × ω нечеткого числа ω на действительное число λ ∈ R

описываются формулами [15, с. 66]

µω1⊕ω2
(x) = sup

y+z=x
min (µω1

(y);µω2
(z)) ; (1.2)
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0× ω = θ, где µθ(x) = 0 при x 6= 0, и µθ(0) = 1,

µλ×ω(x) = µω(λ
−1ω) при λ 6= 0. (1.3)

Эти операции обладают следующими свойствами.
I. 1) ω1 ⊕ ω2 = ω2 ⊕ ω1;

2) (ω1 ⊕ ω2)⊕ ω3 = ω1 ⊕ (ω2 ⊕ ω3);
3) ω ⊕ θ = ω.

II. 1) 1× ω = ω;
2) α× (β × ω) = (αβ)× ω ∀α ∈ R и ∀β ∈ R.

III. 1) α× (ω1 ⊕ ω2) = (α× ω1)⊕ (α× ω2) ∀α ∈ R.
Отметим, что равенство

(α+ β)× ω = (α× ω)⊕ (β × ω) , (1.4)

может не выполняться.
Обычное число y ∈ R можно рассматривать в виде нечеткого числа ω с функцией принад-

лежности µω(x) = 1 при x = y и µω(x) = 0 при x 6= y. В этом случае операции (1.2) и (1.3)
переходят в обычные операции сложения и умножения действительных чисел.

Возьмем число α ∈ [0; 1]. Множеством уровня ωα нечеткого числа ω называется обычное
подмножество действительных чисел, задаваемое формулой

ωα = {x ∈ R : µω(x) ≥ α} . (1.5)

Нечеткое число ω называется выпуклым, если для любых чисел α ≥ 0 и β ≥ 0 выполнено
равенство (1.4). Для того чтобы нечеткое число ω было выпуклым, необходимо и достаточно
[15, с. 73, теорема 8.7], чтобы его множества уровня ωα ⊂ R являлись выпуклыми множествами
при любых α ∈ [0; 1].

Для множеств уровня верны следующие формулы [15, с. 66]:

(ω ⊕ ω̂)α = ωα + ω̂α, (λ× ω)α = λωα. (1.6)

Здесь для любых множеств A и B из R и для любого числа λ ∈ R принято обозначение

A+B = {x ∈ R : x = y + z, y ∈ A, z ∈ A} , λA = {x ∈ R : x = λy, y ∈ A} .

Из формул (1.6) следует, что совокупность выпуклых нечетких чисел замкнута относи-
тельно операций (1.2) и (1.3). Обозначим совокупность выпуклых нечетких чисел буквой Ω.
Выпуклым нечетким числом является, например, треугольное нечеткое число ω, функция
принадлежности которого имеет вид

µω(x) = 0 при x /∈ (α; δ), µω(x) =
x− α

β − α
при x ∈ [α;β], µω(x) =

δ − x

δ − β
при x ∈ [β; δ].

Здесь α < β < δ — заданные числа. Треугольные нечеткие числа часто используются в
приложениях теории нечетких множеств.

Применяя операции (1.2) и (1.3) и их свойства, запишем управляемый процесс (1.1) в случае
нечеткой информации о спросе следующим образом:

ω(t+ 1) = ω(t)⊕ (a(t)× ψ)⊕ (b(t)× ϕ) . (1.7)

Здесь ψ ∈ Ω — нечеткое управление, функция принадлежности которого описывается как

µψ(x) = 1 при x = u, µψ(x) = 0 при x 6= u, (1.8)

где число u ∈ [0; 1]. Множество таких управлений обозначим через Ψ.
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Определена база нечетких чисел ϕi, i = 1, . . . , n, с помощью которых задается информа-
ция о нечетком спросе. Функции принадлежности нечетких чисел ϕi удовлетворяют условию
µϕi

(v) = 0 при v /∈ [−1; 0]. Спрос ϕ в (1.7) может принимать одно из значений ϕi, i = 1, . . . , n.
В качестве нечетких чисел ϕi можно взять треугольные числа, у которых −1 ≤ αi < βi <

δi ≤ 0. Лингвистическое описание [15] такого нечеткого числа имеет вид ϕi = ’примерно равно
βi, но не менее αi и не более δi’.

Сформулируем цель управления. Фиксировано число x∗ ∈ R. Цель заключается в том,
чтобы в заданный момент времени t = p сделать x(p) = x∗. В случае нечетких чисел эту цель
формализуем следующим образом: фиксируем число γ ∈ (0; 1) и хотим получить в момент
времени t = p нечеткое число ω(p) такое, чтобы µω(p)(x∗) ≥ γ. Учитывая формулу (1.5), это
неравенство запишем в следующем виде:

x∗ ∈ F (ω(p)) . (1.9)

Здесь многозначная функция F : Ω → 2R задается соотношением F (ω) = ωγ .

2. Оператор программного поглощения

Зафиксируем число k = 0, . . . , p − 1 и для каждой многозначной функции Φ : Ω → 2R

положим

(TkΦ) (ω) =
⋂

1≤i≤n

⋃

ψ∈Ψ

Φ (ω ⊕ (a(k) × ψ)⊕ (b(k)× ϕi)) . (2.1)

Смысл отображения Tk, определяемого формулой (2.1), заключается в следующем: точка
x ∈ R принадлежит множеству (2.1) тогда и только тогда, когда для любого нечеткого числа
ϕi, i = 1, . . . n, существует управление (1.8) такое, что x ∈ Φ (ω(k + 1)). Нечеткое число ω(k+1)
описывается формулой (1.7) при ω(t) = ω и ϕ = ϕi.

Следуя терминологии, принятой в задачах управления гарантированным результатом [6],
назовем отображение (2.1) оператором программного поглощения.

С помощью оператора программного поглощения можно определить множество начальных
нечетких чисел ω(0), откуда возможно осуществить включение (1.9) при любой возможной
реализации спроса ϕi(k), k = 0, . . . .p− 1, i = 1, . . . , n.

Обозначим при k = 0, . . . , p − 1

(EkF ) (ω) = (Tk (Tk+1 (. . . Tp−1F ) . . .)) (ω). (2.2)

Из формул (2.1) и (2.2) следует, что если x∗ ∈ (Ep−1F ) (ω(0)), то для любой реализации
спроса ϕik(k), k = 0, . . . , p− 1, ik = 1, . . . , n можно построить управление ψk (1.8), при котором
выполнено включение (1.9).

Если x∗ /∈ (Ep−1F ) (ω(0)), то существует такая реализация спроса ϕik(k), k = 0, . . . ,
p − 1, ik = 1, . . . , n, что при любом управлении ψk (1.8) включение (1.9) не будет выполне-
но.

3. Многозначные функции и действия с ними

О п р е д е л е н и е 1. Многозначная функция Φ : Ω → 2R называется выпуклой, если
для любых 0 < λ < 1, ω ∈ Ω и ω̂ ∈ Ω выполнено включение

Φ ((λ× ω)⊕ ((1− λ)× ω̂)) ⊃ λΦ(ω) + (1− λ)Φ(ω̂). (3.1)

П р и м е р 1. Пусть 0 < γ < 1 и Φ(ω) = ωγ . Тогда из формул (1.6) следует, что в этом
случае условие (3.1) выполнено.
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Введем две операции с многозначными функциями [17].

О п р е д е л е н и е 2. Правым произведением числа α > 0 на многозначную функцию Φ :
Ω → 2R назовем многозначную функцию

(α ◦ Φ) (ω) = αΦ(α−1 × ω). (3.2)

О п р е д е л е н и е 3. Инфимальной конволюцией двух многозначных функций Φj :
Ω → 2R, j = 1, 2, назовем многозначную функцию

(Φ1�Φ2) (ω) =
⋃

ω∗⊕ω∗=ω

(Φ1(ω∗) + Φ2(ω
∗)) . (3.3)

Термины, использованные в этих определениях, взяты по аналогии с подобными опреде-
лениями для однозначных функций в линейных пространствах [18].

Для любых многозначных функций Φ: Ω → 2R, Φj : Ω → 2R, j = 1, 2, и любых чисел
a > 0, b > 0 операции (3.2) и (3.3) удовлетворяют следующим соотношениям:

1 ◦Φ = Φ, b ◦ (a ◦ Φ) = (ba) ◦ Φ, Φ1�Φ2 = Φ2�Φ1; (3.4)

(a ◦ (Φ1�Φ2)) (ω) ⊃ ((a ◦Φ1)�(a ◦ Φ2)) (ω) ∀ω ∈ Ω; (3.5)

((a ◦ Φ)�(b ◦ Φ)) (ω) ⊃ ((a+ b) ◦ Φ) (ω) ∀ω ∈ Ω. (3.6)

Доказательство формул (3.4)–(3.6) содержится в работе [17, лемма 2].

Лемма 1. Для любой выпуклой многозначной функции Φ : Ω → 2R и для любых чисел

a > 0, b > 0 выполнено равенство

((a+ b) ◦ Φ) (ω) = ((a ◦ Φ)�(b ◦ Φ)) (ω) ∀ω ∈ Ω. (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (3.6) нужно показать, что множество, стоящее в пра-
вой части доказываемого равенства (3.7), содержится в его левой части.

Пусть число y ∈ R принадлежит множеству, стоящему в правой части (3.7). Тогда из
формул (3.2) и (3.3) следует, что существуют ω∗ ∈ Ω, ω∗ ∈ Ω, ω∗+ω

∗ = ω такие, что выполнено
включение

y ∈ (a+ b)
( a

a+ b
Φ(a−1 × ω∗) +

b

a+ b
Φ(b−1 × ω∗)

)
.

Отсюда, используя включение (3.1), получим

y ∈ (a+ b)Φ
(( 1

a+ b
× ω∗

)
⊕

( 1

a+ b
× ω∗

))
= (a+ b)Φ

( 1

a+ b
× ω

)
.

Следовательно, число y ∈ R принадлежит множеству, стоящему в правой части (3.7). �

Рассмотрим оператор Lσ, который каждому числу σ ≥ 0 и каждой многозначной функции
Φ : Ω → 2R ставит в соответствие многозначную функцию LσΦ : Ω → 2R.

Лемма 2. Пусть оператор Lσ удовлетворяет следующим свойствам:
(
Φ1(ω) ⊃ Φ2(ω) ∀ω ∈ Ω

)
⇒

(
(LσΦ1)(ω) ⊃ (LσΦ2) (ω) ∀ω ∈ Ω

)
; (3.8)

для любых σ > 0,Φ: Ω → 2R выполнено равенство

(Lσ(σ ◦Φ)) (ω) = (σ ◦ (L1Φ)) (ω) ∀ω ∈ Ω; (3.9)

для любых σ > 0,Φi : Ω → 2R, i = 1, 2, выполнено включение

(Lσ(Φ1�Φ2)) (ω) ⊃ ((LσΦ1)�Φ2) (ω) ∀ω ∈ Ω. (3.10)

Тогда для любой выпуклой многозначной функции Φ: Ω → 2R выполнено включение

(Lσ2 (Lσ1Φ)) (ω) ⊃ (Lσ1+σ2Φ) (ω) ∀σi > 0, ∀ω ∈ Ω. (3.11)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим σ = σ1 + σ2, F (ω) = (σ−1 ◦ Φ)(ω). Тогда, используя
равенство (3.7), получим, что Φ(ω) = ((σ1 ◦ F )�(σ2 ◦ F )) (ω). Поэтому

(Lσ1Φ) (ω) = (Lσ1 ((σ1 ◦ F )�(σ2 ◦ F ))) (ω).

Отсюда и из (3.10) следует, что

(Lσ1Φ) (ω) ⊃ (Lσ1 ((σ1 ◦ F )�(σ2 ◦ F ))) (ω).

Исходя из этого, используя (3.8), (3.10) и условие коммутативности (3.4), имеем

(Lσ2 (Lσ1Φ)) (ω) ⊃ (Lσ1 (σ1 ◦ F )�Lσ2 (σ2 ◦ F )) (ω).

Отсюда и из формул (3.9), (3.6) вытекает, что

(Lσ2 (Lσ1Φ)) (ω) ⊃ ((σ1 ◦ L1F )�(σ2 ◦ L1F )) (ω) ⊃ ((a+ b) ◦ L1F ) (ω).

Подставим сюда функцию F . Получим включение (3.11). �

4. Свойства оператора программного поглощения

При каждых a ≥ 0, b ≥ 0, Φ: Ω → 2R положим

(Na,bΦ) (ω) =
⋂

1≤i≤n

⋃

ψ∈Ψ

Φ (ω ⊕ (a× ψ)⊕ (b× ϕi)) . (4.1)

Из формулы (2.1) выводим (TkΦ) (ω) =
(
Na(k),b(k)Φ

)
(ω).

Приведем некоторые свойства оператора (4.1).
Для любой многозначной функции Φ : Ω → 2R выполнено соотношение

(N0,0Φ) (ω) = Φ(ω) ∀ω ∈ Ω. (4.2)

Равенство (4.2) справедливо ввиду того, что согласно (1.3) 0×ω = θ и ω⊕θ = ω для ∀ω ∈ Ω.
Из (4.1) следует, что

(
Φ1(ω) ⊃ Φ2(ω) ∀ω ∈ Ω

)
⇒

(
(Na,bΦ1)(ω) ⊃ (Na,bΦ2) (ω) ∀ω ∈ Ω

)
. (4.3)

Лемма 3. Для любых a ≥ 0, b ≥ 0, σ > 0 и Φ : Ω → 2R выполнено равенство

(Nσa,σb(σ ◦Φ)) (ω) = (σ ◦ (Na,bΦ)) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество, стоящее в левой части доказываемого равенства (4.4),
обозначим через Q. Тогда из (4.1) получаем

Q =
⋂

1≤i≤n

⋃

ψ∈Ψ

(
(σ ◦Φ) (ω ⊕ (σa× ψ)⊕ (σb× ϕi))

)
.

Отсюда и из формулы (3.2) следует равенство

Q = σ
⋂

1≤i≤n

⋃

ψ∈Ψ

(
Φ
(
(σ−1 × ω)⊕ (a× ψ)⊕ (b× ϕi)

))
.

Поэтому с учетом (4.1)

Q = σ (Na,bΦ) (σ
−1 × ω) = (σ ◦Na,bΦ) (ω). �
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Лемма 4. Для любых a ≥ 0, b ≥ 0 и Φi : Ω → 2R, i = 1, 2, выполнено включение

(Na,b(Φ1�Φ2)) (ω) ⊃ ((Na,bΦ1)�Φ2) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть число y ∈ R принадлежит множеству, стоящему в правой
части доказываемого включения (4.5). Тогда из формулы (3.3) вытекает, что

y ∈ (Na,bΦ1) (ω∗) + Φ2(ω
∗)

при некоторых ω∗ ∈ Ω, ω∗ ∈ Ω, ω∗⊕ω
∗ = ω. Отсюда и из формулы (4.1) имеем, что для любого

i = 1, . . . , n существует ψi ∈ Ψ такой, что

y ∈ Φ1 (ω∗ ⊕ (a× ψi)⊕ (b× ϕi)) + Φ2(ω
∗).

Применяя формулу (3.3), получим, что y ∈ (Φ1�Φ2) (ω ⊕ (a× ψi)⊕ (b× ϕi)) . Из этого вклю-
чения и из определения отображения (4.1) следует, что число y принадлежит множеству, сто-
ящему в левой части доказываемого включения (4.5). �

Отметим, что отображение (4.1) можно представить в виде суперпозиции двух отображе-
ний

(Na,b(Φ)) (ω) = (N0,b(Na,0Φ)) (ω). (4.6)

Лемма 5. Если многозначная функция Φ : Ω → 2R выпуклая, то при любом числе a ≥ 0
выпуклой является многозначная функция (Na,0Φ) : Ω → 2R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y = λy1 + (1 − λ)y2, где 0 < λ < 1, yi ∈ (Na,0Φ) (ωi),
ωi ∈ Ω, i = 1, 2. Из (4.1) при b = 0 следует, что существуют ψi ∈ Ψ, i = 1, 2, при которых
yi ∈ Φ (ωi ⊕ (a× ψi)). Отсюда, используя включение (3.1), получим

λy1 + (1− λ)y2 ∈ Φ
((
λ× (ω1 ⊕ (a× ψ1))

)
⊕

(
(1− λ)× (ω2 ⊕ (a× ψ2))

))

= Φ
(
(λ× ω1)⊕ ((1 − λ)× ω2)⊕ (a× ψ)

)
, ψ = (λ× ψ1)⊕ ((1− λ)× ψ2).

Из (1.8) выводим, что µψi
(x) = 1 при x = ui и µψi

(x) = 0 при x 6= ui, i = 1, 2. Поэтому из (1.2)
и (1.3) имеем µψ(x) = 1 при x = u и µψ(x) = 0 при x 6= u, где u = λu1 + (1− λ)u2 ∈ [0; 1].

Таким образом, λy1 + (1 − λ)y2 ∈ (Na,0Φ) ((λ× ω1)⊕ ((1 − λ)× ω2)). Получили условие
выпуклости (3.1). �

Лемма 6. Если ai ≥ 0, bi ≥ 0, i = 1, 2, и Φ : Ω → 2R, то

(Na1,b1(Na2,b2Φ)) (ω) = (Na1+a2,b1+b2Φ)) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

y ∈ (Na1,b1(Na2,b2Φ)) (ω).

Зафиксируем i = 1, . . . , n. Тогда из (4.1) следует, что существует ψ1 ∈ Ψ, при котором

y ∈ (Na2,b2Φ) (ω ⊕ (a1 × ψ1)⊕ (b1 × ϕi)).

Отсюда и из (4.1) получим, что существует ψ2 ∈ Ψ, при котором

y ∈ Φ
(
ω ⊕ (a1 × ψ1)⊕ (b1 × ϕi)⊕ (a2 × ψ2)⊕ (b2 × ϕi)

)
.

Далее, (a1 × ψ1) ⊕ (a2 × ψ2) = (a1 + a2) × ψ,ψ ∈ Ψ. Затем из условия выпуклости нечеткого
числа ϕi имеем равенство (b1 × ϕi)⊕ (b2 × ϕi) = (b1 + b2)× ϕi.

Таким образом, для любого ϕi, i = 1, . . . n существует ψ ∈ Ψ такое, что

y ∈ Φ
(
ω ⊕ ((a1 + a2)× ψ)⊕ ((b1 + b2)× ϕi)

)
.

Стало быть, включение (4.7) выполнено. �
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Лемма 7. Если многозначная функция Φ: Ω → 2R является выпуклой, то для любых

чисел a ≥ 0, b ≥ 0, σ ≥ 0 выполнено равенство

(Na,b(Nσa,σbΦ)) (ω) = (N(1+σ)a,(1+σ)bΦ))(ω) ∀ω ∈ Ω. (4.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим Lσ = Nσa,σb. Тогда из формул (4.3)–(4.5) выводим
формулы (3.8)—(3.10). Поэтому, применяя лемму 2, получим включение, в котором множество,
стоящее в правой части (4.8), содержится в его левой части. Обратное включение следует
из (4.7). �

Лемма 8. Для любых чисел a ≥ 0, a∗ ≥ 0, b ≥ 0 и для любой многозначной функции

Φ : Ω → 2R выполнено равенство

(Na,b(Na∗,0Φ)) (ω) = (Na+a∗,bΦ) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ (Na+a∗,bΦ) (ω). Тогда для каждого ϕi, i = 1, . . . , n,
существует ψi ∈ Ψ, при котором y ∈ Φ (ω ⊕ ((a+ a∗)× ψi)⊕ (b× ϕi)). Отсюда из

Φ (ω ⊕ ((a+ a∗)× ψi)⊕ (b× ϕi)) ⊂ (Na∗,0Φ) (ω ⊕ (a× ψi)⊕ (b× ϕi)) .

следует, что число y принадлежит множеству, стоящему слева в (4.9). Обратное включение
вытекает из (4.7). �

Лемма 9. Если многозначная функция Φ : Ω → 2R является выпуклой, то для любых

чисел a ≥ 0, a∗ ≥ 0, b ≥ 0, b∗ ≥ 0 справедливо равенство

(N0,b∗(Na,bΦ)) (ω) = (Na,b+b∗Φ) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть b∗ = 0. Тогда из (4.2) следует соотношение (4.10).

Пусть b∗ > 0. Тогда из (4.6) имеем

(N0,b∗(Na,bΦ)) (ω) = (N0,b∗ (Na,σb∗Φ0)) (ω). (4.11)

Здесь обозначено σ = b/b∗ ≥ 0,Φ0(ω) = (Na,0Φ)(ω). Согласно лемме 5 многозначная функция
Φ0 : Ω → 2R является выпуклой. Применяя к формуле (4.11) лемму 7, а затем формулу (4.6),
получим равенство (4.10).

Теорема. Пусть числа a ≥ 0, a∗ > 0, b ≥ 0, b∗ > 0 удовлетворяют неравенству

a

a∗
≤

b

b∗
. (4.12)

Тогда для любой выпуклой многозначной функции Φ: Ω → 2R выполнено равенство

(Na,b(Na∗,b∗Φ)) (ω) = (Na+a∗,b+b∗Φ) (ω) ∀ω ∈ Ω. (4.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если a = 0, то равенство (4.13) следует из леммы 9.

Пусть a > 0. Тогда из неравенства (4.12) выводим, что существует число λ ∈ (0; 1) такое,
что

a

a∗
≤

λ

1− λ
≤

b

b∗
.

Отсюда получим, что (1 − λ)a = λâ, λb∗ = (1 − λ)̂b при некоторых â ≤ a∗, b̂ ≤ b∗. Значит,
â = σa, b∗ = σb̂ при σ = (1− λ)/λ > 0. Применяя формулу (4.6), можем записать

(Na∗,b∗Φ) (ω) =
(
N

0,σb̂
(Nσa+a∗−â,0Φ)

)
(ω).
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В силу равенства (4.9)
(
Nσa+a∗−â,0Φ

)
(ω) =

(
Nσa,0(Na∗−â,0Φ)

)
(ω). Поэтому, применяя форму-

лу (4.6), запишем

(Na∗,b∗Φ) (ω) =
(
N

0,σb̂
(Nσa,0Φ0)

)
(ω) =

(
N
σa,σb̂

Φ0

)
(ω),

где обозначено Φ0(ω) =
(
Na∗−â,0Φ

)
(ω). Согласно лемме 5, многозначная функция Φ0 : Ω → 2R

является выпуклой. Соответственно, применяя формулу (4.6) и лемму 7, будем иметь

(Na,b(Na∗,b∗Φ)) (ω) =
(
Na,b(Nσa,σb̂

Φ0)
)
(ω)

=
(
N

0,b−b̂

(
N
a,̂b

(N
σa,σb̂

Φ0)
))

(ω) =
(
N

0,b−b̂

(
N

(1+σ)a,(1+σ)̂b
Φ0

))
(ω).

Отсюда, используя леммы 8 и 9, а также равенства (1+σ)a+a∗− â = a+a∗ и b− b̂+(1+σ)̂b =
b+ b∗, получим соотношение (4.13). �

5. Вычисление множеств (EkF ) (ω)

Обозначим

A(k) =

p−1∑

i=k

a(i), B(k) =

p−1∑

i=k

b(i). (5.1)

Число A(k) является максимально возможной суммарной величиной пополнения товара за
время от k до p− 1, число B(k) — аналогичная величина отгрузки товара.

Утверждение. Пусть выполнены неравенства

A(k − 1)

B(k − 1)
≤
A(k)

B(k)
, k = 0, . . . , p− 1. (5.2)

Тогда
(EkF ) (ω) =

(
NA(k),B(k)F

)
(ω) ∀ω ∈ Ω. (5.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (5.1) и (5.2) следует, что

a(k − 1)

A(k)
≤
b(k − 1)

B(k)
, k = 0, . . . , p− 1. (5.4)

Далее из формул (2.1), (2.2), (4.1) и (5.1) вытекает, что при k = p−1 равенство (5.3) выполнено.
Пусть оно имеет место при 0 < k < p − 1. Тогда, с учетом (2.1), (2.2) и (4.1) справедливо
равенство

(Ek−1F ) (ω) = Na(k−1),b(k−1)

(
NA(k),B(k)F

)
(ω).

Отсюда, используя неравенство (5.4) и теорему, получим, что формула (5.3) верна и для k−1. �
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