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Рассмотрена задача управления по быстродействию с круговой вектограммой скоростей. Для одного
класса невыпуклых плоских целевых множеств, у которых часть границы совпадает с отрезком прямой,
выделены условия, позволяющие строить ветви сингулярных (рассеивающих) кривых в аналитической
форме. Получены в явном виде формулы для псевдовершин — особых точек границы целевого множества,
порождающих ветви сингулярного множества. Выявлена аналитическая связь между концевыми точками
различных оптимальных траекторий, имеющих общие начальные условия на сингулярном множестве
и попадающих на целевое множество в окрестности псевдовершины. Найдены формулы для крайних
точек ветвей сингулярного множества. Развиваемые подходы к точному построению негладких решений
динамических задач управления проиллюстрированы на конкретных примерах.
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A time-optimal control problem with a circular velocity vectogram is considered. For one class of nonconvex
planar target sets such that a part of their boundary coincides with a line segment, conditions are found that
allow one to construct branches of singular (scattering) curves in analytical form. Explicit formulas are obtained
for pseudovertices, i.e., singular points of the boundary of the target set generating branches of the singular set.
An analytical relation is revealed between the endpoints of different optimal trajectories that have the same
initial conditions on the singular set and hit the target set in a neighborhood of a pseudovertex. Formulas are
found for the extreme points of branches of the singular set. The developed approaches to the exact construction
of nonsmooth solutions of dynamic control problems are illustrated with examples.
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Введение

В задаче управления по быстродействию с круговой вектограммой скоростей и замкнутым
невыпуклым целевым множеством у функции оптимального результата возникают негладкие
особенности вне зависимости от дифференциальных свойств границы целевого множества.
Существование сингулярности решения задачи обусловлено наличием на границе цели особых
точек — псевдовершин. Указанные точки порождают множества симметрии — биссектрисы.
С точки зрения теории конфликтного управления биссектрисы суть рассеивающие кривые:
из точек этих кривых исходит не одна, как в регулярном случае, а две или более оптималь-
ные траектории, направленные в разные стороны от сингулярной кривой. В общем случае
построение биссектрис осуществляется численными методами. Эти методы основаны на вы-
делении псевдовершин целевого множества с последующим построением ветвей биссектрисы
путем решения алгебраических или обыкновенных дифференциальных уравнений. Накоплен-
ный опыт построения решений таких задач позволяет выделить условия, при которых сингу-
лярное множество может быть описано аналитически. В настоящей работе разобран случай,

1Исследование П. Д. Лебедева поддержано грантом РНФ (проект №19-11-00105).
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когда граница целевого множества содержит отрезки прямых. Получены аналитические фор-
мулы отображений, связывающих точки целевого множества. Речь идет о точках, которые, с
одной стороны, являются финальными точками оптимальных траекторий с общими началь-
ными условиями, с другой стороны, находятся в окрестности псевдовершины. Также найден
и предъявлен пример множества с криволинейной границей, т.е. с границей, не имеющей от-
резков прямых, для которого тем не менее удается построить указанные отображения в явной
аналитической форме.

Отметим, что специфика рассматриваемой динамической задачи позволяет свести изуче-
ние сингулярного множества ее решения к исследованию (главным образом геометрическими
методами) свойств метрической проекции на замкнутое множество евклидова пространства.
При этом в работе подробно рассмотрен случай, когда оператор проецирования имеет на це-
левом множестве не более двух значений.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача управления по быстродействию на плоскости R
2 с замкнутым

невыпуклым целевым множеством M ⊂ R
2. Задача заключается в приведении решения си-

стемы с текущими координатами x = (x, y) на целевое множество M за кратчайшее время.
Динамика системы

ẋ = v (1.1)

определяется векторным управлением v = (v1, v2), которое может принимать значения
v ∈ O(0, 1), где O(c, r) , {x ∈ R

2 : ‖x − c‖ 6 r} — круг радиуса r с центром в точке c;
0 , (0, 0) — начало координат.

Оптимальным управлением v в настоящей задаче при x /∈ M является вектор длины 1,
сонаправленный с вектором, исходящим из точки x до ближайшей к ней в евклидовой метрике
точки y границы множества M. Функция оптимального результата u(x) = u(x, y) равна ев-
клидову расстоянию ρ(x,M) , min{‖x−y‖ : y ∈ M} от точки x = (x, y) ∈ R

2 до множества M.

С задачей быстродействия с динамикой (1.1) и целевым множеством M связаны диффе-
ренциальные уравнения Гамильтона— Якоби

min
(v1,v2)∈O(0,1)

(
v1

∂u

∂x
+ v2

∂u

∂y

)
+ 1 = 0 (1.2)

и эйконала (
∂u

∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2
= 1. (1.3)

Минимаксное решение [1, гл. IV] задачи Дирихле для уравнения (1.2) с краевым условием

u|∂M = 0 (1.4)

совпадает с функцией оптимального результата u(x, y) = ρ
(
(x, y),M

)
на множестве G = R

2\M
(см. [2, теорема 1]). Фундаментальное (обобщенное) решение uk(x, y) задачи Дирихле для урав-
нения (1.3) с краевым условием (1.4) (введенное С.Н. Кружковым [3]) равно той же функции
по модулю, но имеет противоположный знак: uk(x, y) = −ρ

(
(x, y),M

)
.

Будем считать, что граница Γ = ∂M целевого множества есть плоская кривая, заданная
уравнением

Γ = {x ∈ R
2 : x = x(t), t ∈ Ξ}. (1.5)

Здесь Ξ ⊆ R — односвязное множество, а отображение x : Ξ → R
2 является дважды диф-

ференцируемым всюду на Ξ за исключением, может быть, конечного числа точек. Заметим,
что линии уровня Φ(τ) = {(x, y) ∈ R

2 : u(x, y) = τ} функции u(x, y) = ρ
(
(x, y),M

)
при τ > 0
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совпадают с волновыми фронтами [4] при распространения волны от множества M за время τ
в случае круговой вектограммы скоростей.

Если целевое множество выпуклое, то функция u(x) = ρ(x,M) тоже выпуклая и диффе-
ренцируемая на R

2 \ M (см. [5, гл. II, § 8]). Если же множество M не выпукло, то у u(x)
возникают сингулярные множества, обусловленные наличием более одной оптимальной тра-
ектории для системы с динамикой (1.1).

Будем обозначать через ΩM(y) объединение всех точек x ∈ M , ближайших в евклидо-
вой метрике к y. Заметим, что данная конструкция играет ключевую роль в доказательстве
того, что функция u(x, y) = ρ

(
(x, y),M

)
является обобщенным (минимаксным) решением за-

дачи Дирихле для уравнения (1.2) с краевым условием (1.4). Рассмотрим график gr u(x, y)
сужения функции u(x, y) на множество R

2 \ M. Он представляет из себя поверхность в рас-
ширенном пространстве позиций, имеющем три координаты x, y, τ. Через каждую его точку(
x, y, u(x, y)

)
∈ gru(x, y) проходит как минимум одна характеристика [1, гл. I, §1.2] уравне-

ния (1.2) — отрезок
[(
x, y, u(x, y)

)
,
(
xp, yp, 0

)]
, где (xp, yp) ∈ ΩM

(
(x, y)

)
.

О п р е д е л е н и е 1 [6]. Биссектрисой L(M) замкнутого множества M ⊂ R
2 назовем

объединение
L(M) =

{
y ∈ R

2 : card
(
ΩM (y)

)
> 1

}

всех точек, для которых множество ΩM (y) состоит из двух и более элементов.

Здесь card
(
ΩM (y)

)
означает мощность множества ΩM (y). Она равна числу элементов, ес-

ли множество ΩM (y) конечно. Однако возможны случаи, например, когда y — центр окруж-
ности ∂O(x, r), дуга которой содержится в Γ, и все элементы дуги могут входить в ΩM (y).
Тогда card

(
ΩM (y)

)
— мощность бесконечного множества. Если для двух различных точек

x1 ∈ Γ, x2 ∈ Γ выполняется x1 ∈ ΩM(y) и x2 ∈ ΩM (y), то будем говорить, что они порож-
дают точку биссектрисы. Согласно классификации Р. Айзекса для задач быстродействия и
дифференциальных игр биссектриса L(M) обладает свойством: из каждой ее точки y ∈ L(M)
исходит более одной оптимальной траектории — отрезка [y,x],x ∈ ΩM(y) [7, пример 6.10.1].
Схожие с биссектрисой многообразия изучаются в теории волновых фронтов под названия-
ми “conflict set” [8], “symmetry set” [9] и “medial axe” [10]. Отметим также, что в геометриче-
ской оптике фундаментальное решение краевой задачи (1.3), (1.4) является гладким в точках
y ∈ G, если card

(
ΩM (y)

)
= 1, и теряет классическое свойство дифференцируемости, когда

card
(
ΩM(y)

)
> 1 [11]. Другим важным применением множества L(M) служит его привлече-

ние для вычисления меры невыпуклости множества M (подробнее см. [12]).

О п р е д е л е н и е 2. Будем называть точку x0 = x(t0) псевдовершиной множества M,
а ŷ — порожденной ею крайней точкой биссектрисы, если существуют последовательность
{(xn, x̃n)}∞n=1 ⊂ M пар точек множества M и последовательность {yn}∞n=1 ⊂ L(M) точек
биссектрисы, для которых выполняются условия

lim
n→∞

(xn, x̃n) = (x0,x0), lim
n→∞

yn = ŷ, ∀n ∈ N {xn, x̃n} ⊆ ΩM(yn).

Если псевдовершина лежит на гладком участке кривой (1.5), важное значение приобретает
отыскание зависимости между значениями параметра t, которые задают проекции точек бис-
сектрисы. Она позволяет строить гладкие участки сингулярного множество L(M). В общем
случае L(M) может содержать точки бифуркации, но их отыскание — уже вторая задача. Она
решается путем выделением тех элементов yi ∈ L(M), для которых card

(
ΩM (yi)

)
> 2. Подроб-

нее особые точки аналогичных биссектрисе множеств в евклидовых пространствах небольшой
размерности изучены, например, В.Д. Седых [13;14].

О п р е д е л е н и е 3. Пусть точка x0 = x(t0) является псевдовершиной множества M.
Будем говорить, что непрерывная функция t1 = g(t2), определенная на некоторой правой
полуокрестности (t0, t0 + ε), ε > 0 — это правое отображение биссектрисы в окрестности псев-
довершин x0, если выполняются условия

∀t2 ∈ (t0, t0 + ε) g(t2) < t0, (1.6)
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lim
t2→t0+0

g(t2) = t0, (1.7)

∀t2 ∈ (t0, t0 + ε) ∃y ∈ L(M) :
{
x
(
g(t2)),x(t2

)}
⊆ ΩM (y). (1.8)

О п р е д е л е н и е 4. Пусть точка x0 = x(t0) — псевдовершина множества M. Будем
говорить, что непрерывная функция t2 = g(t1), определенная на некоторой левой полуокрест-
ности (t0 − ε, t0), ε > 0, является левым отображением биссектрисы в окрестности псевдовер-
шины x0, если выполняются условия

∀t1 ∈ (t0 − ε, t0) g(t1) > t0, (1.9)

lim
t1→t0−0

g(t1) = t0, (1.10)

∀t1 ∈ (t0 − ε, t0) ∃y ∈ L(M) :
{
x(t1),x

(
g(t1)

)}
⊆ ΩM (y). (1.11)

В совокупности условия (1.6) и (1.7) означают, что замыкание графика непрерывной функ-
ции t1 = g(t2) имеет неподвижную точку; здесь g(t0) , lim

t2→t0+0
g(t2) = t0. Аналогично усло-

вия (1.9) и (1.10) означают, что замыкание графика непрерывной функции t2 = g(t1) имеет
неподвижную точку; здесь g(t0) , lim

t1→t0−0
g(t1) = t0. Пары таким образом доопределенных

функций образует непрерывную перепараметризацию кривой Γ в окрестности псевдоверши-
ны:

ğ(t) =





g(t3), t3 ∈ (t0 − ε, t0), ε > 0,

t0, t3 = t0,

g(t3), t3 ∈ (t0, t0 + ε∗), ε∗ > 0.

Подробнее свойства отображений в геометрии изложены, например в [15, §4, 1◦]. Вложе-
ния (1.8) и (1.11) показывают, что x(t1) и x(t2) порождают точку биссектрисы. Заметим,
что есть псевдовершины, в окрестности которых не определено ни одно из выше приведен-
ных отображений. Это может быть особая точка кривой (1.5), такая, что она является общей
проекцией для всех точек одной из ветвей L(M), как в [16, пример 4]. С другой стороны, в
некоторых точках x0 у биссектрисы существуют два различных правых или левых отображе-
ния. Подобный случай обусловливается тем, что одной псевдовершине могут соответствовать
две различные крайние точки, лежащие на нормали к Γ в x0 по разные стороны от x0, как в
[6, пример 4.1].

2. Взаимосвязь между координатами проекций точек биссектрисы

Исследуем случай, когда кривая (1.5) содержит дугу, представимую как график функции
в декартовых координатах.

Рассмотрим наборы из функции f(x), точки x0 и двух чисел ε1 > 0, ε2 > 0, для которых
выполнены следующие условия:

A1. Функция f(x) дифференцируема на интервале (x0 − ε1, x0 + ε2).

A2. Функция f(x) дважды дифференцируема на интервалах (x0 − ε1, x0) и (x0, x0 + ε2).

A3. График f(x) не совпадает с дугой окружности ни на каком интервале

(x1, x2) ⊆ (x0 − ε1, x0 + ε2).

Выделим те кривые Γ, которые содержат отрезки прямых линий. Заметим, что гладкая
кривая может содержать отрезки прямых только в случае, если они гладко сопрягаются дугами
кривых. В качестве параметра в формуле (1.5) в этом случае можно взять абсциссу x точки
x ∈ Γ.
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Предложение. Пусть граница Γ множества M совпадает с графиком явно заданной

функции y = y(x). Если выполнены следующие условия:
1) для функции y = y(x), точки x0 и чисел ε1 > 0, ε2 > 0 справедливы соотношения A.1–A.3;
2) точка x0 =

(
x0, y(x0)

)
, x0 ∈ X, является псевдовершиной множества M, то суще-

ствует такое число r > 0, что для всех пар точек (x1, x2) и (x∗1, x
∗

2) таких, что

∃y ∈ L(M) :
{(

x1, y(x1)
)
,
(
x2, y(x2)

)}
⊆ ΩM (y), (2.1)

∃y∗ ∈ L(M) :
{(

x∗1, y(x
∗

1)
)
,
(
x∗2, y(x

∗

2)
)}

⊆ ΩM(y), (2.2)

x1 ∈ (x0 − r, x0), x∗1 ∈ (x0 − r, x0), (2.3)

x2 ∈ (x0, x0 + r), x∗2 ∈ (x0, x0 + r), (2.4)

неравенство

x1 < x∗1 (2.5)

выполняется тогда и только тогда, когда

x2 > x∗2. (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим xi =
(
xi, y(xi)

)
, x∗

i =
(
x∗i , y(x

∗

i )
)
, i = 1, 2. Без ограни-

чения общности полагаем, что функция y = y(x) является линейной в левой полуокрестности
(x0 − ε, x0), ε > 0, правая односторонняя кривизна k(x0 + 0) > 0. Поскольку кривизна прямой
равна нулю, то большая предельная кривизна находится с правой стороны от точки x0. Рас-
смотрим часть биссектрисы L0(M), лежащую в достаточно малой окрестности ŷ, такой, что
L0(M) вложено в надграфик функции y(x). Поскольку отображение y 7→ ΩM (y) полунепре-
рывно сверху, то найдется число r > 0 такое, что для всех точек x с абсциссой x ∈ (x0−r, x0+r)
порождаемые ими точки биссектрисы y ∈ L(M),x ∈ ΩM(y) принадлежат L0(M). Допустим,
есть точки x1, x2, x

∗

1, x
∗

2 ∈ (x0 − r, x0 + r), для которых выполняются условия (2.1)–(2.5), но не
выполняется (2.6). Значит, отрезок нормали π2 от точки xi до точки y пересекается либо с
отрезком [x∗

1,y
∗], либо с отрезком [x∗

2,y
∗]. Если точка x2 находится на графике левее, чем x∗

2,
то чтобы пересечь нормаль, построенную к Γ в точке x1, прямая π2 должна проходить че-
рез один из данных отрезков. Но два отрезка от точек до их проекции на множество могут
пересекаться только либо в начальной точке, либо в конечной. Точки x1,x2,x

∗

1,x
∗

2 по усло-
виями предложения являются попарно различными, следовательно, отрезки пересекаются в
точке y = y∗. Но в этом случае у точки y = y∗ есть четыре различные проекции на M в
окрестности псевдовершины x0. Это противоречит условию о том, что в любой достаточно
малой окрестности псевдовершины кривая Γ не совпадает с дугой окружности, а значит, у
точек y ∈ L0(M) биссектрисы в достаточно малой окрестности соответствующей x0 крайней
точки ŷ выполняется card

(
ΩM (y)

)
= 2 (подробнее см. [17]). �

Лемма 1. Пусть множество M имеет границу, совпадающую с графиком функции y =
y(x). Если выполнены следующие условия:

1) множество проекций ΩM(y) точки биссектрисы y включает в себя точки x1 =
(
x1,

y(x1)
)

и x2 =
(
x2, y(x2)

)
;

2) x1 < x2;
3) функция y = y(x) в окрестности точки x = x1 совпадает с линейной функцией

y = y0 + a(x− x0), (2.7)

то справедливо равенство

x1 = xc −

√
(x2 − xc)2 +

(
y(x2)− y0 − a(xc − x0)

)2

1 + a2
, (2.8)
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где

xc =
y0 − ax0 + y′(x2)x2 − y(x2)

y′(x2)− a
. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим y = (x∗, y∗) — координаты точки биссектрисы, для
которой точки x1 и x2 входят во множество проекций. По построению y лежит на пересечении
нормалей к Γ в x1 и x2. Обозначим yc — точку пересечения касательных к Γ в тех же точках.
Касательная в точке x1 имеет уравнение (2.7) (будем обозначать ее как γ1), а в точке x2

y − y(x2) = y′(x2)(x− x2)

(будем обозначать ее как γ2). Подставив в последнее выражение значение ординаты из (2.7),
получим равенство y0 + a(xc − x0) − y(x2) = y′(x2)(xc − x2) для абсциссы точки yc. Выделив
из него в явном виде значение xc, можно записать равенство (2.9).

Из условия равенства отрезков, отложенных от точек x1 и x2 до точки пересечения норма-
лей y следует, что равную длину имеют и отрезки, отложенные от x1 и x2 до точки пересечения
касательных yc. Длина первого отрезка, поскольку он лежит на прямой γ1, определяется по
формуле

‖x1 − yc‖ =
|x1 − xc|√
a2 + 1

. (2.10)

Длина второго отрезка (с учетом значения абсциссы точки пересечения нормалей из (2.9) и
того факта, что он вложен в прямую γ2) вычисляется как

‖x2 − yc‖ =

√
(x2 − xc)2 +

(
y(x2)− y0 − a(xc − x0)

)2
. (2.11)

По условию x2 > x1, тогда можно показать, что выполняется

xc > x1. (2.12)

Допустим, что xc < x1. Значит yc лежит в полуплоскости Π−, ограниченной прямой π1, ортого-
нальной к γ1, проходящей через x1, при этом x2 /∈ Π−. Следовательно, угол ∡(yc,x1,x2) в тре-
угольнике △x1xcx2 при вершине x1 больше прямого. Однако поскольку треугольник △x1ycx2

равнобедренный с вершиной xc, то для угла при его вершине выполняется оценка ∡(yc,x1,x2) <
π/2. Получилось противоречие.

Из условия равенства длин (2.10) и (2.11) и оценки (2.12) (которая дает возможность рас-
крыть выражение под модулем) можно найти зависимость для абсцисс точек x1,xc,x2 :

xc − x1√
a2 + 1

=

√
(x2 − xc)2 +

(
y(x2)− y0 − a(xc − x0)

)2
.

Умножив обе части последнего выражения на
√
a2 + 1 (очевидно, что данная величина отлична

от нуля при любом действительном a) и затем прибавив к ним x1, получим равенство (2.8).�

Лемма 2. Пусть множество M имеет границу, совпадающую с графиком функции y =
y(x). Если выполнены следующие условия:

1) множество проекций ΩM(y) точки биссектрисы y включает в себя точки x1 =
(
x1,

y(x1)
)

и x2 =
(
x2, y(x2)

)
;

2) x1 < x2,
3) функция y = y(x) в окрестности точки x = x2 совпадает с линейной функцией (2.7),

то справедливо равенство

x2 = xc +

√
(x1 − xc)2 +

(
y(x1)− y0 − a(xc − x0)

)2

1 + a2
, (2.13)

где

xc =
y0 − ax0 + y′(x1)x1 − y(x1)

y′(x1)− a
. (2.14)
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Д о к а з а т е л ь с т в о полностью аналогично доказательству леммы 1 с той только раз-
ницей, что точка yc пересечения касательных к gr y(x) лежит левее точки x2. Поэтому в форму-
ле (2.13) расстояние между точками yc и x1 прибавляется к абсциссе xc точки yc, вычисляемой
по формуле (2.14). �

Теорема. Пусть граница Γ множества M совпадает с графиком функции y = y(x). Если

выполнены следующие условия:

1) для функции y = y(x), точки x0 и чисел ε1 > 0, ε2 > 0 справедливы соотношения A.1–A.3;

2) точка x0 =
(
x0, y(x0)

)
является псевдовершиной множества M ;

3) в левой полуокрестности (x0 − ε1, x0) функция y(x) совпадает с линейной,

то для некоторого числа ε > 0 существует отображение биссектрисы правой полуокрест-

ности псевдовершины x0, заданное формулой

x1(x2) = x∗c(x2)−

√
(x2 − x∗c(x2))

2 +
(
y(x2)− y0 − y′(x0)(x∗c(x2)− x0)

)2

1 + y′(x0)2
, (2.15)

x∗c(x2) =
y(x0)− y′(x0)x0 + y′(x2)x2 − y(x2)

y′(x2)− y′(x0)
. (2.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку по условиям теоремы в точке x0 выполняются усло-
вия предложения, то в некоторой полуокрестности (x0 − ε, x0) функция x2 = x2(x1), связыва-
ющая абсциссы проекций точек биссектрисы является монотонно убывающей. В точке x = x0
имеет место разрыв кривизны k(x) кривой Γ, обусловленный тем, что в ней смыкаются пря-
мая и часть Γ, прямой не являющейся. При этом знаки односторонней кривизны в x0 слева и
справа совпадают (точнее, k(x0−0) = 0, следовательно, можно считать, что k(x0−0) имеет тот
же знак, что и k(x0 + 0)). Как показано в [18, теорема 3], крайняя точка ŷ, соответствующая
псевдовершине данного типа, единственна и совпадает с тем из предельных положений цен-
тра c(x) кривизны, который ближе к Γ. Поскольку по условию теоремы в достаточно малой
окрестности псевдовершины Γ не содержит дуги окружности, то ΩM (ŷ) = {x0}. Отсюда для
всех точек y ∈ L(M) при y → ŷ пары проекций {x1,x2} ⊆ ΩM (y) сходятся к точке x0, при
этом находясь по разные стороны от нее. То есть в окрестности псевдовершины определены
отображения биссектрисы для координат точек.

По условиям теоремы точка x0 =
(
x0, y(x0)

)
лежит на гладком участке графика функции

y = y(x). Поэтому в ней определена производная y′(x0). Поскольку слева от псевдовершины
кривая Γ совпадает с отрезком прямой γ, то уравнение γ совпадает с уравнением касательной
к Γ в псевдовершине

y = y′(x0)(x− x0) + y(x0). (2.17)

По свойствам псевдовершины гладкой кривой в некоторых достаточно малых полуокрестно-
стях [x0 − ε0, x0] и [x0, x0 + ε0], таких что для каждой точки

(
x2, y(x2)

)
при x2 ∈ (x0, x0 + ε0]

найдется точка
(
x1, y(x1)

)
, x1 ∈ [x0 − ε0, x0) такая что они порождают точку биссектрисы.

Выберем полуокрестность [x0 − ε0, x0) такой, чтобы для точек (x, y) =
(
x1, y(x1)

)
при x1 ∈

[x0−ε0, x0) выполнялось равенство (2.17). Тогда согласно лемме 1 для любой точки
(
x2, y(x2)

)

при x2 ∈ (x0, x0+ ε0] найдется точка с абсциссой x1 такая что эти две точки порождают точку
биссектрисы. Подставив в выражения (2.8), (2.9) в качестве коэффициента a значение y′(x0),
а в качестве значения ординаты y0 — значение y′(x0), получаем выражения (2.15), (2.16). �

Следствие. Пусть граница Γ множества M совпадает с графиком функции y = y(x).
Если выполнены следующие условия:

1) для функции y = y(x), точки x0 и чисел ε1 > 0, ε2 > 0 справедливы соотношения

A.1–A.3;

2) точка x0 =
(
x0, y(x0)

)
является псевдовершиной множества M ;

3) в правой полуокрестности (x0, x0 + ε1) функция y(x) совпадает с линейной,
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то для некоторого числа ε > 0 существует отображение биссектрисы левой полуокрестно-

сти псевдовершины x0, заданное формулой

x2(x1) = x∗c(x1) +

√
(x1 − x∗c(x1))

2 +
(
y(x1)− y0 − y′(x0)(x∗

c(x1)− x0)
)2

1 + y′(x0)2
, (2.18)

x∗c(x1) =
y(x0)− y′(x0)x0 + y′(x1)x1 − y(x1)

y′(x1)− y′(x0)
. (2.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о полностью аналогично доказательству теоремы, но опирается на
лемму 2. �

З а м е ч а н и е. Координаты крайней точки ŷ = (x̂, ŷ) биссектрисы для псевдовершины,
удовлетворяющей условиям теоремы, можно найти как предельное положение центра кривиз-
ны [19, гл. III, §25] графика y = y(x) в точке x = x0 справа:

x̂ = x0 −
y′(x0)

3 + y′(x0)

y′′(x0 + 0)
, (2.20)

ŷ = y(x0)−
y′(x0)

2 + 1

y′′(x0 + 0)
. (2.21)

Аналогично крайняя точка ŷ = (x̂, ŷ) биссектрисы для псевдовершины, соответствующей усло-
виям следствия, совпадает с предельным положением центра кривизны в точке x = x0 слева:

x̂ = x0 −
y′(x0)

3 + y′(x0)

y′′(x0 − 0)
, (2.22)

ŷ = y(x0)−
y′(x0)

2 + 1

y′′(x0 − 0)
. (2.23)

3. Примеры решения задачи 1

П р и м е р 1. Пусть требуется решить задачу 1, выделив рассеивающую кривую, если
множество M есть подграфик функции

y(x) =

{
0, x ∈ (−∞, 0),

2 sec x− 2, x ∈ [0, π/2).
(3.1)

Анализ границы целевого множества показывает, что есть одна псевдовершина x0 =
(
x0,

y(x0)
)
= (0, 0), в ней выполняются условия теоремы. Ей соответствует крайняя точка биссек-

трисы, координаты которой найдены из (2.20), (2.21): ŷ = (0, 0.5). По формуле (2.16) абсцисса
точки пересечения касательной к графику функции (3.1) в точке x2 > x0 и прямой y = 0,
которая совпадает с частью этого графика при x < 0, определяется как

x∗c(x2) =
x2 · 2 sinx2/ cos2 x2 − (2 sec x2 − 2)

2 sinx2/ cos2 x2
= x2 −

cos x2 − cos2 x2
sinx2

.

Подставив x∗c(x2) в (2.15), можно получить отображение биссектрисы в правой полуокрестно-
сти псевдовершины, выполняющееся на интервале (0, π/2) :

x1(x2) = x2 − tg
x2
2

(√
4 tg 2x2 − cos2 x2 + cos x2

)
. (3.2)

Линии уровня Φ функции оптимального результата u(x, y) с шагом 0.2 и рассеивающая кри-
вая L(M) представлены на рис. 1.
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Рис. 1. Граница Γ целевого множества, биссек-
триса L(M) и линии уровня Φ функции опти-
мального результата u(x, y) в примере 1.
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Рис. 2. Граница Γ целевого множества, биссек-
триса L(M), линии уровня Φ функции опти-
мального результата u(x, y), точка y ∈ L(M),
ее проекции x1,x2 ∈ ∂M и оптимальные тра-
ектории [y,x1] и [y,x2] в примере 2.

П р и м е р 2. Пусть требуется решить задачу 1, выделив рассеивающую кривую, если
множество M есть подграфик функции

y(x) =

{
chx− 1, x ∈ (−∞, 0),

0, x ∈ [0,∞).
(3.3)

Анализ границы целевого множества показывает, что есть одна псевдовершина x0 =
(
x0,

y(x0)
)
= (0, 0), в ней выполняются условия следствия. Ей соответствует крайняя точка биссек-

трисы, координаты которой найдены из (2.22), (2.23): ŷ = (0, 1). По формуле (2.19) абсцисса
точки пересечения касательной к графику функции (3.3) в точке x1 < x0 и прямой y = 0,
которая совпадает с частью этого графика при x > x0, вычисляется по формуле

x∗c(x1) =
x1 shx1 − (ch x1 − 1)

shx1
= x1 −

ch x1 − 1

shx1
.

Подставив x∗c(x1) в (2.18), можно получить (после преобразований) отображение биссектрисы
правой полуокрестности псевдовершины, выполняющееся на любом полуинтервале (−ε, 0) при
ε > 0 :

x2(x1) = x1 − shx1. (3.4)

Линии уровня Φ функции оптимального результата u(x, y) с шагом 0.5 и рассеивающая кри-
вая L(M) представлены на рис. 2. На рисунке также обозначена псевдовершины x0, точка
биссектрисы y, ее проекции x1 и x2 на целевое множество M и оптимальные траектории
(пунктирными линиями).

В примерах 1 и 2 формулы (3.2) и (3.4) были получены с использованием того факта,
что часть границы целевого множества является лучом прямой. Однако в общем случае Γ
может иметь более сложную структуру. Покажем, что аналитические формулы отображений
в редких случаях могут быть записаны и для тех псевдовершин, в которых не выполняются
теоретические результаты из разд. 2.

П р и м е р 3. Пусть требуется решить задачу 1, выделив в ней рассеивающую кривую,
если множество M ограниченно сверху кривой Γ =

{(
x(t), y(t)

)
∈ R

2 : t ∈ (−∞,+∞)
}
, где

x(t) =





t− 2

2
√

4t2 + 1
, t ∈ (−∞, 0),

0.25 sin 2t, t ∈ [0, π/4),

0.25, t ∈ [π/4,+∞),

(3.5)
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y(t) =





t2 + 1

4
√

4t2 + 1
, t ∈ (−∞, 0),

0.25 cos 2t, t ∈ [0, π/4),

π/4− t, t ∈ [π/4,+∞).

(3.6)

На границе множества есть одна псевдовершина x0 =
(
x(t0), y(t0)

)
, соответствующая значе-

нию параметра t0 = 0. Производные первого порядка (3.5) и (3.6) в t0 принимают значения
x′(t0) = 0.5, y′(t0) = 0. Важной особенностью псевдовершины является то, что предельные
односторонние значения кривизны

k(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)
(
x′(t)2 + y′(t)2

)3/2

в ней имеют различные знаки: k(t0−0) = 0.25, k(t0+0) = −0.25. Подобная ситуация разобрана
в [6]; согласно теореме 3.1 и следствию 3.1 из [6] крайняя точка имеет координаты ŷ = (0, 0.5).
Отображение биссектрисы левой полуокрестности псевдовершины x0(t0) находится аналити-
чески:

t2(t1) = −0.5 arctg
2t31

3t21 + 1
(3.7)

и справедливо на любом интервале (−ε, 0) при ε > 0. Строгое обоснование формулы (3.7)
строится на том факте, что M можно представить как M = M∗ +O(0, r), где r = 0.25, M∗ =
{(x, y) ∈ R

2 : y 6 x2, x ∈ (−∞, 0]} — подграфик функции f(x) = x2 с областью определения
X = (−∞, 0]. Биссектриса L(M∗) множества M∗ имеет ту особенность, что для всех ее точек
одной из проекцией является x0 = (0.0) (подробнее см. [16, пример 4]). Координаты точки
y∗ = (x∗, y∗) ∈ L(M∗) определяются по формулам

x∗ = −x31, (3.8)

y∗ = 1.5x3
1 + 0.5, (3.9)

где x1 — абсцисса той проекции x1 точки биссектрисы, которая не совпадает с x0. Поскольку
все точки L(M∗) удалены от M∗ на расстояние, большее чем r, то L(M) = L(M∗). Значит,
для точки y∗ с координатами (3.8), (3.9) множество ΩM(y∗) состоит из двух элементов, один
из которых x1 лежит на нормали к графику функции f(x) = x2 в точке x = x1 на расстоянии
r от (x1, x

2
1), а другой x2 — на отрезке [x0,y∗] на расстоянии r от x0. При конкретном x1 < 0

параметр t1 такой, что x(t1) = x1, причем

t1 = x1. (3.10)
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Тогда и параметр t2 такой, что x(t2) = x2, при этом

t2 = 0.5
(
π/2− arctg(y∗/x∗)

)
= 0.5 arctg(x∗/y∗) = 0.5 arctg

−x31
1.5x2

1 + 0.5
. (3.11)

Подставив в равенство (3.11) значение x1 из (3.10), получим (3.7).
Линии уровня Φ функции оптимального результата u(x, y) с шагом 0.125 и рассеивающая

кривая L(M) представлены на рис. 3. График функции оптимального результата u(x, y) на
прямоугольной сетке с ячейкой 0.1 × 0.1 показан на рис. 4.

Заключение

Для одного класса плоских задач управления по быстродействию для случая замкнутого
невыпуклого множества выявлены условия, налагаемые на границу цели, которые допускают
построение сингулярного множества решения в явном аналитическом виде. На основе получен-
ных аналитических соотношений предложены алгоритмы построения линий уровня и графика
функции оптимального результата. Предъявлены примеры задач управления с различной гео-
метрией границы целевого множества, для которых сингулярные множества построены точно,
в аналитической форме.
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