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Рассматривается задача динамического восстановления неизвестного входного воздействия, действую-

щего на систему нелинейных по фазовым переменным и линейных по управлению обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений. В данной статье мы рассмотрим случай отсутствия мгновенных ограничений,

т. е. будем считать, что неизвестное возмущение может быть неограниченным, являясь суммируемой с

квадратом евклидовой нормы функцией. Принимая во внимание этот факт, мы конструируем устойчивый

к информационным помехам и погрешностям вычислений алгоритм решения данной задачи, основанный

на комбинации конструкций теории некорректных задач с известным в позиционных дифференциаль-

ных играх методом экстремального сдвига. Алгоритм ориентирован на случай “непрерывного” измерения

фазовых состояний системы.
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equations.

We study the problem of dynamic reconstruction of an unknown input acting on a system of ordinary

differential equations nonlinear in the state variables and linear in the control. We consider the case of the

absence of instantaneous constraints; i.e., we assume that the unknown perturbation can be unbounded, being

a function summable with the square of the Euclidean norm. Taking this fact into account, we construct an

algorithm for solving this problem that is resistant to information interferences and computational errors. The

algorithm is based on a combination of constructions from the theory of ill-posed problems with the extremal

shift method known in positional differential games. The algorithm is focused on the case of “continuous”

measurement of the states of the system.
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1. Введение. Постановка задачи

Рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений

ẏ(t) = f(t, y(t)) +B(t, y(t))u(t), t ∈ T = [0, ϑ], (1.1)

с начальным условием

y(0) = y0.

Здесь 0 < ϑ < +∞, y ∈ R
N , u ∈ R

r, f(t, y) и B(t, y) — липшицевые (с константой Липши-
ца L) по совокупности переменных векторная и матричная функции, u — возмущение. Предпо-
лагается, что на систему (1.1) действует неизвестное возмущение u(·) ∈ L2(T ;R

r). Измерения
фазовых состояний системы (1.1) осуществляются с ошибкой непрерывно, т. е. в каждый мо-
мент t ∈ T определяется вектор ξh(t) ∈ R

N со свойством

|ξh(t)− y(t)|N ≤ νh(t),

(

ϑ
∫

0

ν2h(t) dt

)1/2

≤ ch, (1.2)
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где функция ξh(·) является измеримой по Лебегу на T , c = const > 0, νh(t) ∈ (0, 1) — величина
ошибки измерения в момент t, число h ∈ (0, 1) характеризует точность измерения, символ | · |N
означает евклидову норму в пространстве R

N . Требуется указать алгоритм приближенного
восстановления неизвестного возмущения по результатам неточных измерений y(t).

Сформулированная выше задача является задачей динамического восстановления (рекон-
струкции). Один из подходов к решению задач динамической реконструкции входа для систем,
описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, был развит в [1–10]. Под-
ход основан на методах теории гарантированного управления [11] и методе сглаживающего
функционала [12]. В случае, когда возмущение стеснено мгновенными ограничениями, обсуж-
даемая задача может быть решена на основе конструкций работ [1; 2; 5; 6]. В данной статье
мы рассмотрим случай отсутствия мгновенных ограничений. Вследствие этого будем считать,
что неизвестное возмущение может быть неограниченным, являясь функцией суммируемой с
квадратом евклидовой нормы. Другие задачи динамического восстановления неограниченных
управлений, методы решения которых основаны на соответствующих модификациях метода
экстремального сдвига, обсуждались, например, в работах [3; 4; 7; 9; 10]. При этом в работах
[3; 4] рассматривался случай измерения “всех” координат. Случай измерения части фазовых
координат обсуждался в работах [7; 9; 10]. Следует отметить, что метод, применяемый к ре-
шению задачи реконструкции в настоящей работе, отличается от стандартных подходов (см.,
например, работы [14;15]).

2. Метод решения задачи

Перейдем к описанию метода решения рассматриваемой задачи. Руководствуясь подхо-
дом, развитым в [1–3], заменим задачу динамической реконструкции задачей позиционного
управления некоторой динамической системой, являющейся по существу копией исходной си-
стемы. В качестве такой вспомогательной системы возьмем систему, описываемую векторным
дифференциальным уравнением

ẇh(t) = f(t, ξh(t)) +B(t, ξh(t))uh(t), t ∈ T, (2.1)

с начальным состоянием wh(0) = ξh(0). Решение этой системы, как и решение системы (1.1),
понимается в смысле Каратеодори. Управляющее воздействие uh(·) в системе (2.1), определя-
емое по правилу

uh(t) = U(ξh(t), wh(t)), t ∈ T, (2.2)

будет аппроксимировать неизвестное возмущение u(·).
Следует отметить, что одно и то же решение системы (1.1) может вызываться не единствен-

ным возмущением. Пусть U(y(·)) — множество всех возмущений из L2(T ;R
r), порождающих

решение y(·) системы (1.1), т. е.

U(y(·)) =
{

ũ(·) ∈ L2(T ;R
r) : ẏ(t)− f(t, y(t)) = B(t, y(t))ũ(t) при п.в. t ∈ T

}

.

Символом u∗(·) обозначим минимальное по L2(T ;R
r)-норме возмущение из U(y(·)), порожда-

ющее решение y(·) системы (1.1), т. е.

u∗(·) = arg min
u(·)∈U(y(·))

|u(·)|L2(T ;Rr).

Нетрудно видеть, что такое возмущение существует и единственно. Следуя принятому в тео-
рии некорректных задач подходу [12], мы будем восстанавливать u∗(t). В дальнейшем символы
k1, k2, . . . , k

(0), k(1), . . . , c(0), c(1), . . . будут означать положительные постоянные, которые могут
быть выписаны в явном виде, символ (·, ·) — скалярное произведение в соответствующем ко-
нечномерном евклидовом пространстве, | · | — модуль числа, ‖ · ‖ — евклидову норму матрицы,
штрих — транспонирование.
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3. Алгоритм решения

Возьмем некоторую функцию α = α(h) : (0, 1) → (0, 1).
Символом Ξ(y(·), h) обозначим совокупность всех измеримых функций ξh(·), удовлетворя-

ющих неравенству (1.2). Будем полагать, что

sup
{

‖B(t, ξh(t))‖ : ξh(·) ∈ Ξ(y(·), h), t ∈ T, h ∈ (0, 1)
}

≤ b∗ ≤ +∞.

Очевидно, такое число b∗ существует.
До начала работы алгоритма фиксируем величину h ∈ (0, 1) и число α = α(h). Управле-

ние uh(·) в системе (2.1) зададим по правилу (2.2), в котором положим

U(ξh(t), wh(t)) = −α−1B′(t, ξh(t))(wh(t)− ξh(t)). (3.1)

На вход системы (2.1) при всех t ∈ T будем подавать управление uh(·) вида (2.2), (3.1).
Обозначим

ε(t) = 0.5|wh(t)− y(t)|2N .

Лемма 1. Пусть u∗(·) ∈ L∞(T ;Rr), α(h) → 0, hα−2(h) → 0 при h → 0. Тогда можно

указать такое h∗ ∈ (0, 1), что при всех h ∈ (0, h∗) и некоторых положительных числах c(0),

c(1), c(2) (которые можно указать явно) справедливы неравенства

ε(t) ≤ c(0)(α(h) + hα−1(h)), (3.2)

ϑ
∫

0

|uh(s)|2r ds ≤ (1 + c(1)hα−2(h))

ϑ
∫

0

|u∗(s)|
2
r ds+ c(2)hα−2(h). (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим (см. (2.2), (3.1)), что

uh(t) = argmin
{

2
(

wh(t)− ξh(t), B(t, ξh(t))u
)

+ α|u|2r : u ∈ R
r
}

. (3.4)

Продифференцировав функцию ε(t), получим

2ε̇(t) + α
(

|uh(t)|2r − |u∗(t)|
2
r

)

= I1 + I2 + α
(

|uh(t)|2r − |u∗(t)|
3
r

)

, (3.5)

где α = α(h),

I1 = 2
(

wh(t)−y(t), f(t, ξh(t))−f(t, y(t))
)

, I2 = 2
(

wh(t)−y(t), B(t, ξh(t))uh(t)−B(t, y(t))u∗(t)
)

.

Из (3.1), (1.2) имеем

|u∗(t)|r ≤ α−1b∗|w
h(t)− ξh(t)|N ≤ α−1b∗νh(t) + α−1b∗(2ε(t))

1/2. (3.6)

В силу (1.2), (3.6) верны неравенства

2νh(t)b∗|u
h(t)|r ≤ 2νh(t)b∗

[

b∗νh(t)α
−1 + b∗α

−1(2ε(t))1/2
]

= 2ν2h(t)b
2
∗α

−1 + 2νh(t)b
2
∗α

−1(2ε(t))1/2 , (3.7)
∣

∣

[

B(t, y(t))−B(t, ξh(t))
]

u∗(t)
∣

∣

N
≤ Lνh(t)|u∗(t)|r. (3.8)

Воспользовавшись (3.8), выводим

I1 ≤ 2(2ε(t))1/2 |f(t, ξh(t))− f(t, y(t))|N ≤ 2(2ε(t))1/2Lνh(t), (3.9)

I2 ≤ 2(2ε(t))1/2
∣

∣B(t, ξh(t))−B(t, y(t))
∣

∣

N
|u∗(t)|r + 2

(

wh(t)− y(t), B(t, ξh(t))(uh(t)− u∗(t))
)
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≤ 2(2ε(t))1/2Lνh(t)|u∗(t)|r

+ 2νh(t)b∗(|u
h(t)|r + |u∗(t)|r) + 2

(

wh(t)− ξh(t), B(t, ξh(t))(uh(t)− u∗(t))
)

. (3.10)

Пусть

γ(t) = 2ε(t) + α

t
∫

0

|uh(s)|2r ds.

Тогда ввиду (3.4), (3.5), (3.7), (3.9), (3.10) справедлива оценка

γ̇(t)− α|u∗(t)|
2
r ≤ 2Lνh(t)(2ε(t))

1/2 + 2b∗νh(t)|u∗(t)|r

+ 2b2∗ν
2
h(t)α

−1 + 2b2∗νh(t)α
−1(2ε(t))1/2 + 2Lνh(t)|u∗(t)|r(2ε(t))

1/2. (3.11)

Воспользовавшись неравенством 2ab ≤ a2 + b2, получаем

2νh(t)L(2ε(t))
1/2 ≤ νh(t)L

2 + 2νh(t)ε(t),

2b2∗νh(t)α
−1(2ε(t))1/2 ≤ 2b4∗νh(t)α

−2 + νh(t)ε(t)α
−1(h),

2νh(t)L|u∗(t)|(2ε(t))
1/2 ≤ νh(t)L

2|u∗(t)|
2
r + 2νh(t)ε(t).

Из (3.11), принимая во внимание приведенные выше оценки, выводим

γ̇(t) ≤ (α + νh(t)L
2)|u∗(t)|

2
r + 2b∗νh(t)|u∗(t)|r

+ 2b4∗ν
2
h(t)α

−2(h) + νh(t)(4 + α−1(h))ε(t) + νh(t)
(

L2 + 2b2∗α
−1(h)νh(t)

)

. (3.12)

В силу включения u∗ ∈ L∞(T ;Rr) можно указать число K > 0 такое, что

vrai sup
s∈[0,ϑ]

|u∗(s)|r ≤ K. (3.13)

Учитывая это неравенство, а также неравенства 2ε(t) ≤ γ(t), νh(t) ≤ 1 и (3.12), будем иметь

γ̇(t) ≤ α|u∗(t)|
2
r +

(

L2K + 2b∗K + L2 + 2νh(t)b
2
∗α

−1(h)
)

νh(t)

+ 2b4∗ν
2
h(t)α

−2(h) + νh(t)(4 + α−1(h))γ(t)

≤ α|u∗(t)|
2
r + k(0)

(

α−1(h) + α−2(h)
)

ν2h(t) + k(1)νh(t) + νh(t)(4 + α−1(h))γ(t).

Применив неравенство Гронуолла [13, с. 487], получаем

γ(t) ≤

[

α

t
∫

0

|u∗(s)|
2
r ds+ k(0)(α−2(h) + α−1(h))

t
∫

0

ν2h(t) ds+ k(1)

t
∫

0

νh(s) ds

]

×

[

1 +

t
∫

0

νh(τ)(4 + α−1(h))
(

exp

t
∫

τ

νh(s)(4 + α−1(h)) ds
)

dτ

]

. (3.14)

Далее, в силу (1.2), при t ∈ T

t
∫

0

νh(s) ds ≤ ϑ1/2

(

ϑ
∫

0

ν2h(s) ds

)1/2

≤ ϑ1/2c h.

Из этого равенства следует, что exp

∫ t

τ
νh(s)(4+α−1(h)) ds ≤ exp{(4+α−1(h))ϑ1/2c h}. Так как

α(h) → 0 и hα−1(h) → 0 при h → 0, то найдется такое число h0 ∈ (0, 1), что при всех h ∈ (0, h0)
справедливо

exp{h(4 + α−1(h))ϑ1/2c} ≤ 1 + k(2)hα−1(h). (3.15)
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Таким образом,
t

∫

0

νh(τ)(4 + α−1(h))

[

exp

t
∫

τ

νh(s)(4 + α−1(h)) ds

]

dτ

≤ (1 + k(2)hα−1(h)) (4 + α−1(h))

t
∫

0

νh(τ) dτ

≤ (4 + α−1(h))ϑ1/2ch(1 + k(2)hα−1(h)). (3.16)

Из (3.16), (3.15), (3.14) следует

γ(t) ≤

[

α

t
∫

0

|u∗(s)|
2
r ds+ k(0)c2h2(α−2(h) + α−1(h)) + k(1)ϑ1/2c h

]

×
[

1 + h(1 + k(2)hα−1(h))(4 + α−1(h))ϑ1/2c
]

. (3.17)

Ввиду сходимости hα−1(h) → 0 при h → 0 найдется также h∗ ∈ (0, h0) такое, что при всех
h ∈ (0, h∗) верны неравенства

hα−1(h) ≤ 1, h(1 + k(2)hα−1(h)) (4 + α−1(h))ϑ1/2c ≤ k(4)hα−1(h). (3.18)

Из (3.17), учитывая (3.18), получаем

γ(t) ≤ α(1 + k(4)hα−1(h))

t
∫

0

|u∗(s)|
2
r ds + k(5)hα−1(h)(1 + hα−1(h))

= α(1 + k(4)hα−1(h))

t
∫

0

|u∗(s)|
2
r ds+ k(6)hα−1(h). (3.19)

Неравенства (3.2), (3.3) следуют из (3.19).
Лемма доказана.

Из приведенной выше леммы стандартным образом (см., например, доказательство [3, тео-
рема 1.2.3]) следует доказательство ниже приведенной теоремы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда uh(·) → u∗(·) в L2(T ;R
r) при

h → 0.

4. Оценка скорости сходимости алгоритма

Для получения оценки скорости сходимости нам понадобится следующая лемма.

Лемма 2 [3, с. 29]. Пусть x1(·) ∈ L∞(T∗;R
n), y1(·) ∈ W (T∗;R

n), T∗ = [a, b], −∞ < a <

b < +∞,
∣

∣

∣

∣

t
∫

a

x1(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

n

≤ ε, |y1(t)|n ≤ K ∀ t ∈ T∗.

Тогда при всех t ∈ T∗ верно неравенство

∣

∣

∣

∣

t
∫

a

(x1(τ), y1(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

≤ ε[K + var(T∗; y1(·))].
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Здесь символ var(T∗; y1(·)) означает вариацию функции y1(·) на отрезке T∗, а символ W (T∗;R
n)

— множество функций y(·) : T∗ → R
n с ограниченной вариацией.

Теорема 2. Пусть u∗(·) — функция ограниченной вариации, B — не зависящая от t, y

(стационарная) матрица, N ≥ r, rankB = r. Пусть также выполнены условия теоремы 1.
Тогда можно указать константу c(3) > 0 такую, что при всех h ∈ (0, h∗) верно неравенство

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u∗(τ)|
2
r dτ ≤ c(3)ρ0(α, h), (4.1)

где ρ0(α, h) = α1/2 + h1/2α−1/2 + hα−2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая липшицевость функции f , а также неравенство (1.2),
заключаем, что для любых t1, t2 ∈ T , t1 < t2 справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u∗(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

=

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

[

ẇh(τ)− ẏ(τ)− f(τ, ξh(τ)) + f(τ, y(τ))
]

dτ

∣

∣

∣

∣

N

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + k1

t2
∫

t1

|ξh(τ)− y(τ)|N dτ

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + L

t2
∫

t1

νh(τ) dτ,

где µh(t) = wh(t)− y(t). Заметим, что

t2
∫

t1

νh(τ) dτ ≤ (t2 − t1)
1/2

(

t2
∫

t1

ν2h(τ) dτ

)1/2

≤ ϑ1/2c h. (4.2)

В силу леммы 1 (см. (3.2)) |µh(t)|N = (2ε(t))1/2 ≤ k1(α + hα−1)1/2. Отсюда, учитывая (4.2),
выводим

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

(uh(t)− u∗(t)) dt

∣

∣

∣

∣

r

≤ k2

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u∗(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

≤ k3(α
1/2 + h1/2α−1/2 + h). (4.3)

Снова воспользовавшись леммой 1 (см. (3.3)), получаем

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u∗(τ)|
2
r dτ =

ϑ
∫

0

|uh(τ)|2r dτ − 2

ϑ
∫

0

(

uh(τ), u∗(τ)
)

dτ +

ϑ
∫

0

|u∗(τ)|
2
r dτ

≤
(

2 + c(1)hα−2
)

ϑ
∫

0

|u∗(τ)|
2
r dτ − 2

ϑ
∫

0

(

uh(τ), u∗(τ)
)

dτ + c(2)hα−2

= 2

ϑ
∫

0

(

u∗(τ)− uh(τ), u∗(τ)
)

dτ + c(1)hα−2

ϑ
∫

0

|u∗(τ)|
2
r dτ + c(2)hα−2, t ∈ T. (4.4)
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Учитывая лемму 2, а также (4.3) и (3.13), будем иметь

sup
t∈T

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(

u∗(τ)− uh(τ), u∗(τ)
)

dτ

∣

∣

∣

∣

≤ k4(α
1/2 + h1/2α−1/2 + h). (4.5)

Из (4.4), (4.5) следует неравенство (4.1).
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Нетрудно видеть, что, если α(h) = c(4)h1/4, то имеет место неравенство

ϑ
∫

0

|uh(t)− u∗(t)|
2
r dt ≤ c(5)h1/4,

где положительная постоянная c(5) не зависит от h и α.
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