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О РЕЛАКСАЦИИ ИГРОВОЙ ЗАДАЧИ СБЛИЖЕНИЯ
С ЭЛЕМЕНТАМИ ПРИОРИТЕТНОСТИ

А.Г. Ченцов

Рассматриваются вопросы, связанные с релаксацией игровой задачи сближения на конечном проме-
жутке времени. В исходной задаче предполагаются заданными замкнутое в пространстве позиций целевое
множество и множество, определяющее фазовые ограничения и имеющее замкнутые в фазовом простран-
стве сечения, отвечающие фиксации моментов времени. Условия окончания игры сближения ослабляются
посредством замены упомянутых множеств окрестностями, определяемыми в различных топологиях про-
странства позиций и имеющих “размеры”, связанные коэффициентом пропорциональности в виде пара-
метра приоритетности. Для каждого значения данного параметра и фиксированной позиции определяется
значение релаксированной задачи, совпадающее с минимаксом в классе квазистратегий для специального
функционала качества. Установлено, что получающаяся при этом функция позиции зависит от парамет-
ра непрерывно как отображение положительной полуоси в тихоновскую степень вещественной прямой с
использованием пространства позиций в качестве индексного множества. Для соответствующих функций
вычисления (при фиксации позиции) указаны области равномерной непрерывности.
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A. G.Chentsov. On the relaxation of a game problem of approach with priority elements.

The issues related to the relaxation of a game problem of approach on a finite time interval are considered. In
the original problem, it is assumed that the following sets are given: a target set closed in the position space and
a set that determines state constraints and whose sections corresponding to fixed times are closed in the state
space. The game termination conditions are relaxed by replacing these sets with their neighborhoods defined
in different topologies of the position space; the “sizes” of the neighborhoods are related by a proportionality
coefficient in the form of a priority parameter. For each value of this parameter and a fixed position, we find
the value of the relaxed problem, which coincides with the minimax in the class of quasi-strategies for a special
quality functional. It is established that the resulting position function depends on the parameter continuously
as a mapping of the positive semiaxis to the Tikhonov power of the real line with the position space as the
index set. Regions of uniform continuity are specified for the corresponding calculation functions (for a fixed
position).
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Введение

Ключевым фактом в теории дифференциальных игр (ДИ) является теорема об альтерна-
тиве Н.Н.Красовского и А.И.Субботина (см. [1;2]). На ее основе было установлено (см. [2]) су-
ществование седловой точки для типичных функционалов качества. Развитие теории ДИ было
связано прежде всего с исследованиями Л.С.Понтрягина, Н.Н.Красовского, А.Б.Куржанско-
го, Ю.С.Осипова, Б.Н.Пшеничного и А.И.Субботина (см. [3–14]). Принципиальный резуль-
тат, связанный с распространением теоремы об альтернативе на случай ДИ, в которой правая
часть управляемого дифференциального уравнения не удовлетворяет условию Липшица по
фазовой переменной, был получен А.В.Кряжимским (см. [15]). В числе ранних исследований
по теории ДИ отметим монографию [16], в которой было указано большое число приклад-
ных задач, приводящих к постановкам теории ДИ, и указаны некоторые методы их решения.
Ограничиваясь сейчас упомянутым кругом вопросов, связанных с альтернативой Красовско-
го — Субботина, заметим, что для решения ДИ традиционно использовались конструкции
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программного управления (см. [2; 5; 6; 14; 17] и др.). В частности, был построен метод про-
граммных итераций (МПИ) (см. [18–22] и др.).

Важно отметить, что МПИ, применяемый в общем случае ДИ, позволил установить неко-
торые свойства множеств позиционного поглощения (МПП) (см. [23] и др.). Это направление
развивается и в настоящей работе, продолжающей [23;24]. В частности, исследуется связь МПП
в ДИ сближения-уклонения с заданными множествами-параметрами и в аналогичной ДИ,
где данные множества заменены окрестностями. При фиксации позиции, не принадлежа-
щей МПП в невозмущенной игре, представляет интерес поиск наименьших размеров окрест-
ностей множеств-параметров, для которых уже данная позиция принадлежит соответству-
ющему МПП; при ослаблении условий окончания игры сближения допускаются различные
степени приоритетности в вопросах, связанных с наведением на ЦМ и соблюдением ФО. Это
достигается введением специального параметра приоритетности в виде коэффициента, обес-
печивающего согласование размеров окрестностей ЦМ и множества, задающего ФО. В этих
условиях удается скаляризовать проблему вышеупомянутого ослабления условий окончания
игры сближения и ввести аналог наименьшего размера окрестностей, при котором еще иг-
рок I гарантирует успешное решение получающейся задачи сближения для соответствующей
начальной позиции. В целом получается неотрицательная функция позиции, зависящая от па-
раметра приоритетности. В статье исследуется упомянутая зависимость и устанавливается ее
непрерывность по упомянутому параметру. При этом используется, установленное в [24], пред-
ставление значений упомянутой функции в терминах минимакса специального функционала
качества в классе квазистратегий игрока I.

1. Общие сведения и обозначения

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки и др.);

∅ — пустое множество,
△
= — равенство по определению. Семейством называем множество,

все элементы которого — множества. Принимаем аксиому выбора. Двум объектам x и y со-
поставляется их неупорядоченная пара {x; y} (см. [25, с. 60]). Тогда каждому объекту z со-

ответствует синглетон {z}
△
= {z; z}, содержащий z. Следуя [25, с. 67], объектам α и β сопо-

ставляем упорядоченную пару (УП) (α, β)
△
= {{α}; {α;β}} с первым элементом α и вторым

элементом β. Для каждой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем первый и второй элемен-

ты h соответственно. Если x, y и z — объекты, то (x, y, z)
△
= ((x, y), z) (см. [26, с. 17]). Если

H — множество, то P(H) есть семейство всех подмножеств (п/м) H, а P ′(H)
△
= P(H) \ {∅}.

Множеству M и непустому семейству M ∈ P ′(P(M)) сопоставляется двойственное семей-

ство CM[M]
△
= {M \ M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)). Если A — семейство и B — множество, то

A|B
△
= {A ∩ B : A ∈ A} ∈ P(P(B)) есть след A на множество B. Для произвольных множеств

S и Λ через ΛS обозначаем (см. [25, с. 77]) множество всех отображений из S в Λ (выражения

g ∈ ΛS и g : S → Λ отождествимы); если h ∈ ΛS и C ∈ P(S), то h1(C)
△
= {h(x) : x ∈ C} ∈ P(Λ) —

образ C при действии h, и (h | C) ∈ SC есть сужение h на C : (h |C)(y)
△
= h(y) ∀y ∈ C. Стан-

дартным образом определяем (см. [25; 26]) операцию декартова произведения; заметим, что

для трех множеств A, B и C, как обычно (см. [26, с. 17]), A × B × C
△
= (A × B) × C, что

согласуется с определением триплета объектов.

Как обычно, R — вещественная прямая, R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ} = [0,∞ [ (промежутки в

R всех типов обозначаем только квадратными скобками, как в [27, с. 35, 36]), N
△
= {1; 2; . . .},

N0
△
= {0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .}; 1,m

△
= {k ∈ N | k 6 m} при m ∈ N. Полагаем, что элементы

N (натуральные числа) не являются множествами; с учетом этого для всяких множества H

и числа k ∈ N вместо H1,k используем более традиционное Hk для обозначения множества
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всех отображений из 1, k в H; данные отображения — кортежи в H “длины” k. Для каждого
семейства H, последовательности (Hi)i∈N ∈ HN и множества H имеем

((Hi)i∈N ↓ H)
def
⇔

((

H =
⋂

i∈N

Hi

)

&(Hk+1 ⊂ Hk ∀k ∈ N)
)

.

Если S — множество, то R+[S]
△
= (R+)

S есть множество всех неотрицательных веществен-
нозначных (в/з) функций на S.

Каждому множеству E сопоставляем семейство (σ − alg)[E] всех σ-алгебр (см. [28; 29])
п/м E; при E ∈ (σ − alg)[E] в виде (E, E) имеем измеримое пространство (ИП). При G ∈
P(P(E)) через σ0E(G) обозначаем σ-алгебру п/м E, порожденную семейством G; σ0E(G) ∈ (σ −
alg)[E]. Если G — топология на E, то множества из σ0E(G) называются борелевскими. Если
X — множество, X ∈ P(P(X)) и Y ∈ P(X), то σ0Y (X|Y ) = σ0X(X )|Y ;

(Y ∈ σ0X(X )) ⇔ (σ0Y (X|Y ) = {Σ ∈ σ0X(X ) | Σ ⊂ Y }). (1.1)

Если (E, E) есть ИП, то через (σ − add)+[E ] обозначаем множество всех в/з неотрицательных
счетно-аддитивных мер на E ; (σ−add)+[E ] ⊂ R+[E ]. Если τ — топология на E, а E = σ0E(τ), то
меры из (σ−add)+[E ] = (σ−add)+[σ

0
E(τ)] называются борелевскими; если (E, τ) — метризуемое

топологическое пространство (ТП), то все меры из (σ−add)+[σ
0
E(τ)] регулярны (см. [30, гл. 1]).

2. Обобщенные программные управления и квазистратегии

В статье рассматривается случай конфликтно-управляемой системы, удовлетворяющей
условиям обобщенной единственности и равномерной ограниченности программных движений,
подобным используемым А.В.Кряжимским в [15]. Действие обычных управляющих функций
рассматривается как частный случай действия обобщенных управлений (ОУ), определяемых
в виде борелевских мер на конечномерных компактах. В этой связи мы сразу введем в рас-
смотрение конструкции ИП, на которых будут определены упомянутые управления-меры.

Фиксируем t0 ∈ R и ϑ0 ∈ R со свойством t0 < ϑ0. Пусть T
△
= [t0, ϑ0], P и Q — непустые

компакты в конечномерных арифметических пространствах. Если t ∈ T , то рассматриваем

компакты [t, ϑ0], Zt
△
= [t, ϑ0] ×Q и Ωt

△
= [t, ϑ0]× P ×Q, оснащаемые σ-алгебрами борелевских

множеств Tt ∈ (σ − alg)[[t, ϑ0]], Dt ∈ (σ − alg)[Zt] и Ct ∈ (σ − alg)[Ωt] соответственно. Итак,
([t, ϑ0],Tt), (Zt,Dt) и (Ωt, Ct) суть ИП. Среди всевозможных борелевских множеств выделяем
цилиндры. Так, при I ∈ Tt имеем I × Q ∈ Dt и I × P × Q ∈ Ct. Кроме того, при D ∈ Dt

реализуется D×P
△
= {(ξ, u, v) ∈ Ωt | (ξ, v) ∈ D} ∈ Ct. Если t ∈ T и θ ∈ [t, ϑ0], то (см. (1.1))

Cθ
t

△
= Ct|[t,θ[×P×Q = {C ∈ Ct | C ⊂ [t, θ[×P ×Q} ∈ (σ − alg)[[t, θ[×P ×Q],

Dθ
t

△
= Dt|[t,θ [×Q = {D ∈ Dt | D ⊂ [t, θ [×Q} ∈ (σ − alg)[[t, θ [×Q];

(2.1)

([t, θ [×P×Q, Cθ
t ) — подпространство ИП (Ωt, Ct); ([t, θ [×Q,D

θ
t ) — подпространство ИП (Zt,Dt)).

Если t ∈ T , то λt ∈ (σ − add)+[Tt] есть след меры Лебега на Tt,

Ht
△
= {η ∈ (σ − add)+[Ct] | η(I × P ×Q) = λt(I) ∀I ∈ Tt},

Et
△
= {ν ∈ (σ − add)+[Dt] | ν(I ×Q) = λt(I) ∀I ∈ Tt}.

Элементы Ht — “совокупные” ОУ на [t, ϑ0], а элементы Et суть ОУ игрока II на том же
промежутке. Полагаем, что Ut и Vt суть множества всех кусочно-постоянных, непрерывных
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справа и непрерывных слева в точке ϑ0 отображений из P [t,ϑ0] и Q[t,ϑ0] соответственно (вве-
дены простейшие релейные программные управления игроков I и II). Тогда Ut × Vt допускает
погружение в Ht, а Vt допускает аналогичное погружение в Et (см. [14, гл. IV, §2]). Пусть

Πt(ν)
△
= {η ∈ Ht | η(D×P ) = ν(D) ∀D ∈ Dt} ∀ν ∈ Et. (2.2)

С учетом (2.1) введем в рассмотрение квазистратегии игрока I, следуя [23, разд. 10] и
фиксируя t ∈ T до тех пор, пока не будет оговорено противное. Тогда (см. (2.1), (2.2))

Ãt
△
=

{

α ∈
∏

ν∈Et

P ′(Πt(ν))
∣

∣ ∀ν1 ∈ Et ∀ν2 ∈ Et ∀θ ∈ [t, ϑ0]

((ν1 | Dθ
t ) = (ν2 | Dθ

t )) ⇒
(

{(η | Cθ
t ) : η ∈ α(ν1)} = {(η | Cθ

t ) : η ∈ α(ν2)}
)

}

есть множество всех квазистратегий игрока I на промежутке [t, ϑ0]. В [23, разд. 10] использу-
ются также более совершенные варианты квазистратегий — квазипрограммы, но в настоящей
работе мы не будем их применять. Отметим также, что в [23, разд. 4] и в [31] приведено топо-
логическое оснащение множеств Ht и Et (имеются в виду относительные ∗-слабые топологии,
обеспечивающие компактность; множества (2.2) также обладают ∗-слабой компактностью),

которое здесь не обсуждается. Отметим, что Πt(·)
△
= (Πt(ν))ν∈Et ∈ Ãt; итак, Ãt 6= ∅.

3. Обобщенные траектории и пучки движений. Метод итераций

Фиксируем n ∈ N в качестве размерности фазового пространства системы

ẋ = f(t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q; (3.1)

в (3.1) P и Q — непустые компакты в R
p и R

q соответственно (p ∈ N, q ∈ N); полагаем, что
f : T × R

n × P × Q → R
n есть непрерывная (по совокупности переменных) функция. Если

t ∈ T, то через Cn([t, ϑ0]) обозначаем множество всех непрерывных функций из [t, ϑ0] в R
n.

При (t, x) ∈ T × R
n и η ∈ Ht имеем обобщенную интегральную воронку системы:

Φ(t, x, η)
△
=

{

x(·) ∈ Cn([t, ϑ0])
∣

∣ x(τ) = x+

∫

[t,τ [×P×Q

f(ξ, x(ξ), u, v) η(d(ξ, u, v)) ∀τ ∈ [t, ϑ0]
}

.

Как и в [15], полагаем, что при (t, x) ∈ T × R
n и η ∈ Ht множество Φ(t, x, η) одноэлементно:

Φ(t, x, η) = {ϕ(·, t, x, η)}, где ϕ(·, t, x, η) = (ϕ(τ, t, x, η))τ∈[t,ϑ0 ] ∈ Cn([t, ϑ0]) есть (обобщенная)
траектория системы (3.1), соответствующая начальной позиции (t, x) и (совокупному) ОУ η.

Через ‖ · ‖ обозначаем евклидову норму в R
n; при c ∈ R+ в виде Bn(c)

△
= {x ∈ R

n | ‖x‖ 6 c}
имеем замкнутый евклидов шар радиуса c. Полагаем в дальнейшем, что ∀α ∈ R+ ∃b ∈ R+

такое, что

ϕ(τ, t, x, η) ∈ Bn(b) ∀t ∈ T ∀x ∈ Bn(a) ∀η ∈ Ht ∀τ ∈ [t, ϑ0] (3.2)

(условие равномерной ограниченности). Напомним, что (см. [23, разд. 4]) при t ∈ T отобра-
жение (x, η) 7→ ϕ(·, t, x, η) : Rn × Ht → Cn([t, ϑ0]) непрерывно (Ht оснащается относительной
∗-слабой топологией, Rn — топологией покоординатной сходимости, а Cn([t, ϑ0]) — топологией
равномерной сходимости). Если (t, x) ∈ T × R

n и α ∈ Ãt, то определен пучок

X[t;x;α]
△
=

{

ϕ(·, t, x, η) : η ∈
⋃

ν∈Et

α(ν)
}

∈ P ′(Cn([t, ϑ0]))

обобщенных траекторий, порожденных квазистратегией α из позиции (t, x).



О релаксации игровой задачи сближения 285

Отметим процедуру МПИ из [31; 32]. Для этого сначала напомним один вариант ОУ, по-
лагая, что B есть σ-алгебра борелевских п/м Q и при t ∈ T Kt есть σ-алгебра борелевских

п/м компакта Yt
△
= [t, ϑ0]× P , причем I × P ∈ Kt при I ∈ Tt; учитываем, что Ωt = Yt ×Q (см.

[26, c. 17]) и K × B ∈ Ct при K ∈ Kt и B ∈ B. Тогда Rt
△
= {µ ∈ (σ − add)+[Kt] | µ(I × P ) =

λt(I) ∀I ∈ Tt} (см. [31; 32]). Полагаем, что δv ∈ (σ − add)+[B] при v ∈ Q есть след меры Ди-
рака, сосредоточенной в точке v, на σ-алгебру B, и при µ ∈ Rt определяем µ ⊗ v ∈ Ht как
единственную с.-а. меру на Ct со свойством (µ⊗ v)(K ×B) = µ(K)δv(B) ∀K ∈ Kt ∀B ∈ B (см.
более подробно в [31; 32]). Отметим, что при (t, x) ∈ T × R

n и v ∈ Q

Xπ(t, x, v)
△
= {ϕ(·, t, x, µ ⊗ v) : µ ∈ Rt} (3.3)

есть непустой компакт в Cn([t, ϑ0]) с топологией равномерной сходимости. В терминах (3.3)
определяем нужный вариант МПИ (итерации стабильности). Итак, при M ∈ P(T ×R

n) пола-
гаем, что оператор A[M ], действующий в P(T × R

n), определяется условием

A[M ](H) =
{

(t, x) ∈ H | ∀v ∈ Q ∃x(·) ∈ Xπ(t, x, v) ∃ϑ ∈ [t, ϑ0] :

((ϑ, x(ϑ)) ∈M)& ((τ, x(τ)) ∈ H ∀τ ∈ [t, ϑ [ )
}

∀H ∈ P(T × R
n).

Если M ∈ P(T × R
n) и N ∈ P(T × R

n), то определена (см. [32, (5.2)]) последовательность
(Wk(M,N))k∈N0

∈ P(T × R
n)N0 , для которой

(W0(M,N)
△
= N)&

(

Wk+1(M,N) = A[M ](Wk(M,N)) ∀k ∈ N0

)

, (3.4)

а также предельное множество (см. [32, (5.3)])

W(M,N)
△
=

⋂

k∈N0

Wk(M,N) ∈ P(T ×R
n). (3.5)

В типичных для задач теории ДИ случаях процедура (3.4), (3.5) обладает целым рядом важ-
ных свойств, для рассмотрения которых введем сейчас нужные топологии на T×R

n (простран-
ство позиций). Через t обозначим обычную топологию покоординатной сходимости в T × R

n,
порождаемую, в частности, метрикой ρ ∈ R+[(T × R

n) × (T × R
n)] вида ((t1, x1), (t2, x2)) 7→

sup({|t1 − t2|; ‖x1 − x2‖}) : (T × R
n) × (T × R

n) → R+. Множества из F
△
= CT×Rn [t] замкнуты

в традиционном смысле. Пусть F ′ △
= F \ {∅}. Другое оснащение (см. [23, разд. 5]) T × R

n

связываем со стандартным произведением τ∂ ⊗ τ
(n)
R

дискретной топологии τ∂
△
= P(T ) на T и

‖ · ‖-топологии τ
(n)
R

на R
n (получающаяся при этом топология метризуема). Для множеств из

F
△
= CT×Rn [τ∂ ⊗ τ

(n)
R

] имеем представление в терминах сечений (см. [32, разд. 4]). Итак, при

H ∈ P(T × R
n) и t ∈ T полагаем, что H〈t〉

△
= {x ∈ R

n | (t, x) ∈ H}, получая t-сечение H. При

F
△
= CRn [τ

(n)
R

] получаем (см. [32, разд. 4]) F = {F ∈ P(T × R
n) | F 〈t〉 ∈ F ∀t ∈ T}. Ясно, что

t ⊂ τ∂ ⊗ τ
(n)
R

и F ⊂ F; полагаем F′ △
= F \ {∅}. Напомним, что (см. [32, разд. 5]) при M ∈ F и

N ∈ F

(Ws(M,N) ∈ F ∀s ∈ N0)&
(

W(M,N) = A[M ](W(M,N)) ∈ F
)

. (3.6)

Еще одно важное свойство: если (Mi)i∈N ∈ FN, (Ni)i∈N ∈ FN, M ∈ P(T × R
n), N ∈ P(T × R

n)
и при этом ((Mi)i∈N ↓M)& ((Ni)i∈N ↓ N), то M ∈ F , N ∈ F и, самое главное,

((Ws(Mi, Ni))i∈N ↓ Ws(M,N) ∀s ∈ N0)& ((W(Mi, Ni))i∈N ↓ W(M,N)). (3.7)

Свойства (3.6), (3.7) являются базовыми. В связи с (3.7) полезно отметить важные следствия
(см. [23, разд. 9; 33, разд. 6]), касающиеся своеобразной “непрерывности сверху” множеств (3.5)
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при M ∈ F и N ∈ F. Заметим, что при M ∈ F ′ и N ∈ F′ множества W(M,N) и N \ W(M,N)
определяют (см. [24]) альтернативное разбиение множества N : при (t, x) ∈ W(M,N) и толь-
ко в этом случае игрок I гарантирует успешное решение задачи (M,N)-сближения в классе
квазистратегий, а при (t, x) ∈ N \ W(M,N) (и только тогда) игрок II гарантирует успешное
решение задачи (M,N)-уклонения в классе стратегий-троек (см. [31;32]). Поэтому построение
и изучение множеств (3.5) являются важной задачей.

П р и м е р. Пусть T = [0, 1], n = p = q = 1, P = [−1, 1], Q = [−2, 2] и f(t, x, u, v) = u + v

при t ∈ T , x ∈ R, u ∈ P и v ∈ Q (скалярное простое движение). Полагаем, что при c ∈ R+

Mc
△
= M

(1)
c ∪M

(2)
c , где M

(1)
c

△
= {1}× ] −∞,−c] и M

(2)
c

△
= {1} × [ c,∞ [ (игра с фиксированным

временем окончания). Пусть N
△
= T × R

n (случай, когда ФО отсутствуют). Тогда, как легко
видеть, W(Mc, N) = {(t, x) ∈ T × R | c + (1 − t) 6 |x|} при c > 0 и W(Mc, N)|c=0 = T × R.
Какой-либо аналог “непрерывности снизу” в точке c = 0 у зависимости

c 7→ W(Mc, N) : R+ → P(T × R)

отсутствует. Множество {(t, x) ∈ T ×R | |x| 6 1−t} образует нарост сужения этой зависимости
на ] 0,∞ [. Отметим, что пример такого типа рассматривался в [23, замечание 8.1].

4. Релаксация игровой задачи сближения

В дальнейшем фиксируем M ∈ F ′ и N ∈ F′. Будем предполагать, что

∃c ∈ R+ : Bn(c) ∩N〈t〉 6= ∅ ∀t ∈ T. (4.1)

При (t, x) ∈ T × R
n полагаем, что ρ((t, x);M)

△
= inf({ρ((t, x), (τ, y)) : (τ, y) ∈ M}); при этом

ρ((t, x);M) ∈ R+. Тогда при ε ∈ R+

S0(M, ε)
△
= {z ∈ T × R

n | ρ(z;M) 6 ε} ∈ F ′. (4.2)

При ε > 0 (4.2) есть замкнутая окрестность M; S0(M, 0) = M. Далее, при S ∈ P ′(Rn) и

x ∈ R
n вводим (‖ · ‖ − inf)[x;S]

△
= inf({‖x − y‖ : y ∈ S}) ∈ R+. Если H ∈ P ′(Rn) и ε ∈ R+, то

B0
n(H, ε)

△
= {x ∈ R

n | (‖ · ‖ − inf)[x;H] 6 ε} ∈ P ′(Rn). В силу (4.1) N〈t〉 ∈ P ′(Rn) при t ∈ T ;

поэтому при ε ∈ R+ определено S(N, ε)
△
= {(t, x) ∈ T × R

n | x ∈ B0
n(N〈t〉, ε)} ∈ P ′(T × R

n).
Ясно, что S(N, 0) = N; при ε ∈ R+ и t ∈ T имеем S(N, ε)〈t〉 = B0

n(N〈t〉, ε). Как следствие,

получаем, что S(N, ε) ∈ F′ ∀ε ∈ R+. Имеем R
<
+

△
= R+\{0} = ] 0,∞ [. Отметим весьма очевидное

предложение.

Предложение 1. Если κ ∈ R
<
+, то T ×R

n =
⋃

ε∈R+

(S0(M, ε) ∩ S(N, κε)).

Из предложения 1 легко следует, что

T × R
n =

⋃

ε∈R+

W(S0(M, ε),S(N, κε)) ∀κ ∈ R
<
+. (4.3)

В свою очередь, с учетом (3.5) и (4.3) имеем, что

T × R
n =

⋃

ε∈R+

Wk(S0(M, ε),S(N, κε)) ∀κ ∈ R
<
+ ∀k ∈ N0. (4.4)
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Легко видеть, что при κ1 ∈ R
<
+, κ2 ∈ [κ1,∞ [ и ε ∈ R

<
+ непременно W(S0(M, ε),S(N, κ1ε)) ⊂

W(S0(M, ε),S(N, κ2ε)) и Wk(S0(M, ε),S(N, κ1ε)) ⊂ Wk(S0(M, ε),S(N, κ2ε)) при k ∈ N0.
С учетом (4.3), (4.4) полагаем при κ ∈ R

<
+ и (t, x) ∈ T × R

n

(

Σ0(t, x | κ)
△
= {ε ∈ R+ | (t, x) ∈ W(S0(M, ε),S(N, κε))} ∈ P ′(R+)

)

&

(

Σ
(k)
0 (t, x | κ)

△
= {ε ∈ R+ | (t, x) ∈ Wk(S0(M, ε),S(N, κε))} ∈ P ′(R+) ∀k ∈ N0

)

. (4.5)

Далее, следуя построениям [24], полагаем при κ ∈ R
<
+ и (t, x) ∈ T × R

n, что

(

ε0(t, x | κ)
△
= inf(Σ0(t, x | κ)) ∈ R+

)

&
(

ε
(k)
0 (t, x | κ)

△
= inf(Σ

(k)
0 (t, x | κ)) ∈ R+ ∀k ∈ N0

)

. (4.6)

Тем самым при κ ∈ R
<
+ определены функции ε0(· | κ)

△
= (ε0(t, x | κ))(t,x)∈T×Rn ∈ R+[T × R

n]

и ε
(k)
0 (· | κ)

△
= (ε

(k)
0 (t, x | κ))(t,x)∈T×Rn ∈ R+[T × R

n], k ∈ N0, свойства которых детально
исследовались в [24] (см. также идейно подобные построения в [34]). Сейчас напомним кратко
лишь некоторые положения [24], полагая, что ≦ есть поточечная упорядоченность на R+[T ×

R
n]. Так, ε

(k)
0 (· | κ) ≦ ε

(k+1)
0 (· | κ) ∀κ ∈ R

<
+ ∀k ∈ N0. Кроме того, имеем, что, как легко видеть,

ε
(k)
0 (· | κ) ≦ ε0(· | κ) при κ ∈ R

<
+ и k ∈ N0. Напомним, что (см. [24]) при κ ∈ R

<
+ и (t∗, x∗) ∈ T×R

n

(

ε
(k)
0 (t∗, x∗ | κ) ∈ Σ

(k)
0 (t∗, x∗ | κ) ∀k ∈ N0

)

&
(

ε0(t∗, x∗ | κ) ∈ Σ0(t∗, x∗ | κ)
)

.

Если κ ∈ R
<
+, то ε0(· | κ) есть точная верхняя грань множества {ε

(k)
0 (· | κ) : k ∈ N0} в частично

упорядоченном множестве (ЧУМ) (R+[T × R
n],≦). Множества (4.5) являются лучами в R+:

при (t, x) ∈ T × R
n и κ ∈ R

<
+ имеем, что

(

Σ
(k)
0 (t, x | κ) = [ ε

(k)
0 (t, x | κ),∞ [ ∀k ∈ N0

)

&
(

Σ0(t, x | κ) = [ ε0(t, x | κ),∞ [
)

.

Отметим, наконец, полезные представления множеств Лебега: если κ ∈ R
<
+ и b ∈ R+, то

(

ε
(k)
0 (· | κ)−1([0, b]) = Wk(S0(M, b),S(N, κb)) ∀k ∈ N0

)

&
(

ε0(· | κ)
−1([0, b]) = W(S0(M, b),S(N, κb))

)

. (4.7)

Предложение 2. Если κ ∈ R
<
+, то

W(M,N) = ε0(· | κ)
−1({0}) = {(t, x) ∈ T × R

n | ε0(t, x | κ) = 0}. (4.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ω последнее множество в (4.8) (прообраз син-
глетона {0}). Тогда в силу (4.7) имеем W(M,N) = W(S0(M, 0),S(N, 0)) = ε0(· | κ)

−1([0, 0]) =
ε0(· | κ)

−1({0}) = Ω. �

Итак, множество, определяющее альтернативное разбиение в основной (M,N)-задаче, сов-
падает с множеством нулей функции ε0(· | κ) при κ ∈ R

<
+. Аналогично проверяется следующее

предложение.

Предложение 3. Если κ ∈ R
<
+ и k ∈ N0, то Wk(M,N) = ε

(k)
0 (· | κ)−1({0}) = {(t, x) ∈

T × R
n | ε

(k)
0 (t, x) = 0}.

Напомним важное для дальнейшего свойство (см. [24, разд. 12]), связанное с представле-
нием значений функции ε0(· | κ) в виде минимакса в классе квазистратегий. Для этого потре-
буются некоторые новые понятия (см. [24]). Так, при κ ∈ R

<
+ введем функцию ζκ ∈ R+[T ×R

n]
посредством правила: если (t, x) ∈ T × R

n, то

ζκ(t, x)
△
=

1

κ
(‖ · ‖ − inf)[x;N〈t〉].
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Далее, полагаем, что ρ(·;M)
△
= (ρ(z;M))z∈T×Rn ∈ R+[T × R

n] и определяем ψκ ∈ R+[T × R
n]

по правилу: если (t, x) ∈ T × R
n, то ψκ(t, x)

△
= sup({ρ((t, x);M); ζκ(t, x)}); ψκ есть точная

верхняя грань в ЧУМ (R+[T ×R
n],≦) неупорядоченной пары {ρ(·;M); ζκ}. Легко видеть, что

при κ ∈ R
<
+ имеют место свойства (ζκ ≦ ε0(· | κ))& (ε0(· | κ) ≦ ψκ). Итак, ζκ и ψκ определяют

порядковый интервал, содержащий функцию ε0(· | κ). С учетом (4.1) имеем, в частности, что
для некоторого c ∈ R

<
+ имеет место Bn(c) ∩N〈t〉 6= ∅ ∀t ∈ T . Выберем и зафиксируем число

c ∈ R
<
+ с упомянутым свойством; при κ ∈ R

<
+, t∗ ∈ T , x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и τ ∈ [t∗, ϑ0]

ζκ(τ, x(τ)) 6
1

κ

[

max
t∈[t∗,ϑ0]

‖x(t)‖ + c

]

. (4.9)

При t ∈ T определяем мультифункцию It ∈ P ′([t, ϑ0])
[t,ϑ0] посредством правила

(

It(t)
△
= {t}

)

&
(

It(ϑ)
△
= [t, ϑ [ ∀ϑ ∈] t, ϑ0]

)

. (4.10)

С учетом (4.9) и (4.10) получаем при κ ∈ R
<
+, t∗ ∈ T , x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]) и ϑ ∈ [t∗, ϑ0], что

ωκ(t∗, x(·), ϑ)
△
= sup

(

{ sup
t∈It∗(ϑ)

ζκ(t, x(t)); ρ((ϑ, x(ϑ));M)}
)

∈ R+. (4.11)

Ясно, что ωκ(t∗, x(·), t∗) = ψκ(t∗, x(t∗)). Полагаем, наконец, при κ ∈ R
<
+ и t∗ ∈ T , что функци-

онал γ
(κ)
t∗

∈ R+[Cn([t∗, ϑ0])] определяется условиями

γ
(κ)
t∗

(x(·))
△
= inf

ϑ∈[t∗,ϑ0]
ωκ(t∗, x(·), ϑ) ∀x(·) ∈ Cn([t∗, ϑ0]). (4.12)

Из (4.11) и (4.12) легко следует, что функционал γ
(κ)
t∗

непрерывен в топологии равномерной
сходимости на Cn([t∗, ϑ0]). Рассмотрим задачу на минимакс этого функционала в классе ква-
зистратегий, фиксируя до конца раздела позицию (t∗, x∗) ∈ T × R

n. При κ ∈ R
<
+ в виде

η 7→ γ
(κ)
t∗

(ϕ(·, t∗, x∗, η)) : Ht∗ → R+

имеем непрерывный (см. разд. 3) функционал на компакте; поэтому (см. (3.1)) при α ∈ Ãt∗

определено конечное значение

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) ∈ R+.

При этом (см. [24]) имеем равенство

ε0(t∗, x∗ | κ) = min
α∈Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)), (4.13)

где κ ∈ R
<
+. Поскольку позиция (t∗, x∗) выбиралась произвольно, (4.13) определяет минимакс-

ное представление для ε0(· | κ) при κ ∈ R
<
+.

5. Зависимость значения релаксированной задачи сближения

от коэффициента приоритетности

В настоящем разделе исследуется вопрос, связанный со свойствами зависимости

κ 7→ ε0(· | κ) : R
<
+ → R+[T × R

n]. (5.1)

Покажем, что (5.1) обладает свойством непрерывности, которое весьма полезно в вопросах
выбора конкретного значения κ ∈ R

<
+ при наличии малых погрешностей. Сначала установим

утверждение.
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Предложение 4. Если (t∗, x∗) ∈ T × R
n, то функция

κ 7→ ε0(t∗, x∗ | κ) : R<
+ → R+ (5.2)

непрерывна на R
<
+ с обычной | · |-топологией.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем (t∗, x∗) ∈ T × R
n и обозначим через ϕ̃ функцио-

нал (5.2); итак, ϕ̃ ∈ R+[R
<
+] и

ϕ̃(κ)
△
= ε0(t∗, x∗ | κ) ∀κ ∈ R

<
+.

Фиксируем, кроме того, χ ∈ R
<
+, получая χ ∈ R+ со свойством χ 6= 0.

Пусть (см. (3.2)) b∗ ∈ R+ таково, что

ϕ(τ, t∗, x∗, η) ∈ Bn(b∗) ∀η ∈ Ht∗ ∀τ ∈ [t∗, ϑ0]. (5.3)

Тогда согласно (4.9) и (5.3) при η ∈ Ht∗ , τ ∈ [t∗, ϑ0] и κ ∈ R
<
+

ζκ(τ, ϕ(τ, t∗, x∗, η)) 6
1

κ
[b∗ + c]. (5.4)

В частности, из (3.1) и (5.4) получаем, что

0 6 ζκ(τ, x(τ)) 6
b∗ + c

κ
∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀τ ∈ [t∗, ϑ0] ∀κ ∈ R

<
+.

Нам, однако, нужны несколько иные оценки. А именно: при η ∈ Ht∗ , τ ∈ [t∗, ϑ0] и κ ∈ R
<
+

|ζκ(τ, ϕ(τ, t∗, x∗, η)) − ζχ(τ, ϕ(τ, t∗, x∗, η))| =
∣

∣

∣

1

κ
−

1

χ

∣

∣

∣
· (‖ · ‖ − inf)[ϕ(τ, t∗, x∗, η);N〈τ〉]. (5.5)

При этом (‖·‖−inf)[ϕ(τ, t∗, x∗, η);N〈τ〉] 6 b∗+c ∀η ∈ Ht∗ ∀τ ∈ [t∗, ϑ0] (учтено второе положение
в (4.1) и конкретный выбор c). Получили, что (см. (5.5))

|ζκ(τ, ϕ(τ, t∗, x∗, η)) − ζχ(τ, ϕ(τ, t∗, x∗, η))|

6
∣

∣

∣

1

κ
−

1

χ

∣

∣

∣
(b∗ + c) ∀η ∈ Ht∗ ∀τ ∈ [t∗, ϑ0] ∀κ ∈ R

<
+. (5.6)

Поэтому (см. (3.1), (5.6)) при α ∈ Ãt∗ , x(·) ∈ X[t∗;x∗;α], τ ∈ [t∗, ϑ0] и κ ∈ R
<
+

|ζκ(τ, x(τ)) − ζχ(τ, x(τ))| 6
∣

∣

∣

1

κ
−

1

χ

∣

∣

∣
(b∗ + c). (5.7)

Используя (5.7), получаем, что ∀ε ∈] 0,∞ [ ∃δ ∈] 0,∞ [ ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ] χ− δ, χ+ δ [

|ζκ(τ, x(τ)) − ζχ(τ, x(τ))| < ε ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀τ ∈ [t∗, ϑ0] (5.8)

(учитываем непрерывность гиперболы на R
<
+). Сравним ε0(t∗, x∗ | χ) и ε0(t∗, x∗ | κ) при κ ∈ R

<
+,

близком к χ. Пусть ε∗ ∈] 0,∞ [. С учетом (5.8) подберем δ∗ ∈] 0,∞ [ такое, что ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ] χ−

δ∗, χ+ δ∗ [ имеем

|ζκ(τ, x(τ)) − ζχ(τ, x(τ))| <
ε∗

2
∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀τ ∈ [t∗, ϑ0]. (5.9)

Тогда, в частности, имеем при κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [, α ∈ Ãt∗ , x(·) ∈ X[t∗;x∗;α], ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

и t̃ ∈ It∗(ϑ)

ζκ(t̃, x(t̃)) < sup
t∈It∗ (ϑ)

ζχ(t, x(t)) +
ε∗

2
(5.10)
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(здесь учитываются (4.10) и (5.9)). Из (5.10) вытекает, что при

κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [, α ∈ Ãt∗ , x(·) ∈ X[t∗;x∗;α], ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x(t)) 6 sup
t∈It∗(ϑ)

ζχ(t, x(t)) +
ε∗

2
. (5.11)

Аналогичным образом устанавливается, что

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

sup
t∈It∗ (ϑ)

ζχ(t, x(t)) 6 sup
t∈It∗(ϑ)

ζκ(t, x(t)) +
ε∗

2
. (5.12)

Из (5.11) и (5.12) получаем, что

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

∣

∣ sup
t∈It∗ (ϑ)

ζκ(t, x(t)) − sup
t∈It∗(ϑ)

ζχ(t, x(t))
∣

∣ 6
ε∗

2
. (5.13)

С учетом (4.11) и (5.13) имеем свойство

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

sup
t∈It∗(ϑ)

ζκ(t, x(t)) 6 ωχ(t∗, x(·), ϑ) +
ε∗

2
. (5.14)

С другой стороны, в силу (4.11) имеем

ρ((ϑ, x(ϑ));M) 6 ωχ(t∗, x(·), ϑ) ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]. (5.15)

Из (4.11), (5.14) и (5.15) вытекает, что

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

ωκ(t∗, x(·), ϑ) 6 ωχ(t∗, x(·), ϑ) +
ε∗

2
. (5.16)

Аналогичным образом получаем свойство (см. (4.11))

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

ωχ(t∗, x(·), ϑ) 6 ωκ(t∗, x(·), ϑ) +
ε∗

2
. (5.17)

Из (5.16), (5.17) имеем, что

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

∣

∣ωκ(t∗, x(·), ϑ) − ωχ(t∗, x(·), ϑ)
∣

∣ 6
ε∗

2
. (5.18)

Из (4.12) и (5.18) следует, в свою очередь, что

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀ϑ ∈ [t∗, ϑ0]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) 6 ωχ(t∗, x(·), ϑ) +
ε∗

2
. (5.19)
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Как следствие, из (4.12) и (5.19) получаем очевидное свойство

γ
(κ)
t∗

(x(·)) −
ε∗

2
6 γ

(χ)
t∗

(x(·)) ∀κ ∈ R
<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α]. (5.20)

Совершенно аналогично устанавливается, что

γ
(χ)
t∗

(x(·)) −
ε∗

2
6 γ

(κ)
t∗

(x(·)) ∀κ ∈ R
<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α]. (5.21)

Из (5.20), (5.21) очевидным образом вытекает, что

∣

∣γ
(κ)
t∗

(x(·)) − γ
(χ)
t∗

(x(·))
∣

∣ 6
ε∗

2
∀κ ∈ R

<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α]. (5.22)

Из (5.22) имеем, в частности, следующее положение:

∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x̄(·) ∈ X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x̄(·)) 6 sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(χ)
t∗

(x(·)) +
ε∗

2
. (5.23)

В свою очередь, из (5.23) вытекает свойство: ∀κ ∈ R
<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) 6 sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(χ)
t∗

(x(·)) +
ε∗

2
. (5.24)

С другой стороны, подобными рассуждениями устанавливается, что
∀κ ∈ R

<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(χ)
t∗

(x(·)) 6 sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) +
ε∗

2
. (5.25)

Из (5.24) и (5.25) получаем систему оценок: ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀α ∈ Ãt∗

∣

∣ sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) − sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(χ)
t∗

(x(·))
∣

∣ 6
ε∗

2
. (5.26)

Тогда в силу (5.26) имеем очевидное свойство: ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [ ∀ᾱ ∈ Ãt∗

min
α∈Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) 6 sup
x(·)∈X[t∗;x∗;ᾱ]

γ
(χ)
t∗

(x(·)) +
ε∗

2
. (5.27)

Из (5.27) получаем, как следствие, что ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [

min
α∈Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(κ)
t∗

(x(·)) −
ε∗

2
6 min

α∈Ãt∗

sup
x(·)∈X[t∗;x∗;α]

γ
(χ)
t∗

(x(·)). (5.28)

Из (4.13) и (5.28) вытекает положение

ε0(t∗, x∗ | κ)− ε0(t∗, x∗ | χ) 6
ε∗

2
∀κ ∈ R

<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [. (5.29)

Аналогичными рассуждениями устанавливается, что

ε0(t∗, x∗ | χ)− ε0(t∗, x∗ | κ) 6
ε∗

2
∀κ ∈ R

<
+∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [. (5.30)
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Теперь в силу (5.29) и (5.30) имеем, что справедливо свойство

∣

∣ε0(t∗, x∗ | κ)− ε0(t∗, x∗ | χ)
∣

∣ 6
ε∗

2
∀κ ∈ R

<
+ ∩ ]χ− δ∗, χ+ δ∗ [.

Поскольку выбор ε∗ был произвольным, получено, что ∀ε ∈] 0,∞ [ ∃δ ∈] 0,∞ [:

∣

∣ε0(t∗, x∗ | κ)− ε0(t∗, x∗ | χ)
∣

∣ < ε ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ, χ+ δ [. (5.31)

При этом и выбор χ был произвольным. Поэтому (см. (5.31)) ∀s ∈ R
<
+ ∀ε ∈] 0,∞ [ ∃δ ∈] 0,∞ [:

∣

∣ε0(t∗, x∗ | κ)− ε0(t∗, x∗ | s)
∣

∣ < ε ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ] s− δ, s + δ [.

Непрерывность функции ϕ̃ установлена. �

Введем | · |-топологию τ+
R

на R+ (если τR — обычная | · |-топология на R, то τ+
R

= τR|R+
);

(R+, τ
+
R
) есть метризуемое ТП; метрика, порождающая τ+

R
, есть (ξ1, ξ2) 7→ |ξ1 − ξ2| : R+ ×

R+ → R+. Рассмотрим топологию ⊗T×Rn

(τ+
R
) тихоновской степени ТП (R+, τ

+
R
) с индексным

множеством T ×R
n. Введем семейство Fin(T ×R

n) всех непустых конечных п/м T ×R
n. Если

g ∈ R+[T × R
n], K ∈ Fin(T × R

n) и ε ∈] 0,∞ [, то полагаем, что

N(g,K, ε)
△
= {h ∈ R+[T × R

n] | |g(t, x) − h(t, x)| < ε ∀(t, x) ∈ K}. (5.32)

Тогда, как легко проверить,

⊗T×Rn

(τ+
R
) =

{

G ∈ P(R+[T × R
n]) | ∀g ∈ G ∃K ∈ Fin(T × R

n) ∃ε ∈] 0,∞ [ : N(g,K, ε) ⊂ G
}

.

Если g ∈ R+[T × R
n], то семейство N[g]

△
= {N(g,K, ε) : (K, ε) ∈ Fin(T × R

n)×] 0,∞ [} образует
локальную базу (фундаментальную систему окрестностей) g в ТП

(R+[T × R
n],⊗T×Rn

(τ+
R
)). (5.33)

В частности, N[g] содержится в семействе всех окрестностей g в ТП (5.33), и каждая такая
окрестность содержит множество из N[g].

Теорема. Отображение

κ 7→ ε0(· | κ) : R
<
+ → R+[T × R

n] (5.34)

непрерывно в смысле R
<
+ с обычной | · |-топологией и ТП (5.33).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства требуемой непрерывности отображе-
ния (5.34) необходима и достаточна его непрерывность в каждой точке из R

<
+. Пусть χ ∈ R

<
+.

Рассмотрим ε0(· | χ) ∈ R+[T × R
n]. Выберем произвольную открытую окрестность G функ-

ции ε0(· | χ) : G ∈ ⊗T×Rn

(τ+
R
) и ε0(· | χ) ∈ G. Используя свойства N[ε0(· | χ)], подберем

K ∈ Fin(T × R
n) и a ∈] 0,∞ [ так, что

N(ε0(· | χ),K,a) ⊂ G. (5.35)

При этом согласно (5.32)

N(ε0(· | χ),K,a) = {h ∈ R+[T × R
n] | |ε0(t, x | χ)− h(t, x)| < a ∀(t, x) ∈ K}. (5.36)

Подберем m ∈ N и кортеж ((ti, xi))i∈1,m : 1,m → T ×R
n, для которого выполнено равенство

K = {(ti, xi) : i ∈ 1,m}. (5.37)
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Из (5.36), (5.37) следует, что

N(ε0(· | χ),K,a) = {h ∈ R+[T × R
n] | |ε0(ti, xi | χ)− h(ti, xi)| < a ∀i ∈ 1,m}. (5.38)

Вместе с тем согласно предложению 4 ∀j ∈ 1,m ∃δ ∈] 0,∞ [:

|ε0(tj, xj | χ)− ε0(tj , xj | κ)| < a ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ, χ + δ [. (5.39)

Тогда (см. (5.39)) для некоторого картежа (δi)i∈1,m : 1,m →] 0,∞ [ имеем следующее свойство:

|ε0(tj , xj | χ)− ε0(tj , xj | κ)| < a ∀j ∈ 1,m ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δj , χ+ δj [.

Поэтому δ̄
△
= inf({δi : i ∈ 1,m}) ∈] 0,∞ [, и при этом

|ε0(tj , xj | χ)− ε0(tj , xj | κ)| < a ∀j ∈ 1,m ∀κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ̄, χ+ δ̄ [. (5.40)

Пусть κ̄ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ̄, χ+ δ̄ [. Тогда ε0(· | κ̄) ∈ R+[T × R

n], и согласно (5.40)

|ε0(tj , xj | χ)− ε0(tj, xj | κ̄)| < a ∀j ∈ 1,m. (5.41)

Как следствие, из (5.38) и (5.41) получаем, что ε0(· | κ̄) ∈ N(ε0(· | χ),K,a) и, в частности
(см. (5.35)), ε0(· | κ̄) ∈ G. Поскольку выбор κ̄ был произвольным, установлено, что

{ε0(· | κ) : κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ̄, χ+ δ̄ [} ⊂ G.

Итак, ∃δ ∈] 0,∞ [:

{ε0(· | κ) : κ ∈ R
<
+ ∩ ]χ− δ, χ+ δ [} ⊂ G.

Поскольку выбор G был произвольным, установлено, что для всякой окрестности G функции
ε0(· | χ) непременно ∃δ ∈] 0,∞ [ : {ε0(· | κ) : κ ∈ R

<
+ ∩ ]χ − δ, χ + δ [} ⊂ G. Это означает, что

отображение (5.34) непрерывно в точке χ. Поскольку χ выбиралось произвольно, получаем,
что (5.34) непрерывно в каждой точке своей области определения, т. е. непрерывно глобально
как отображение из R

<
+ (с | · |-топологией) в ТП (5.33). �

Предложение 5. Если κ1 ∈ R
<
+ и κ2 ∈ [κ1,∞ [, то ε0(· | κ2) ≦ ε0(· | κ1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем κ1 ∈ R
<
+ и κ2 ∈ [κ1,∞ [. Тогда κ2 ∈ R

<
+, и при этом

κ1 6 κ2. Фиксируем позицию (t∗, x∗) ∈ T × R
n. При ε ∈ R+ имеем κ1ε 6 κ2ε и, как следствие,

S(N, κ1ε) ⊂ S(N, κ2ε), а потому W(S0(M, ε),S(N, κ1ε)) ⊂ W(S0(M, ε),S(N, κ2ε)). В частности,

при ε∗
△
= ε0(t∗, x∗ | κ1) ∈ R+

W(S0(M, ε∗),S(N, κ1ε∗)) ⊂ W(S0(M, ε∗),S(N, κ2ε∗)), (5.42)

где ε∗ ∈ Σ0(t∗, x∗ | κ1). Поэтому (t∗, x∗) ∈ W(S0(M, ε∗),S(N, κ1ε∗)) согласно (4.5). С уче-
том (5.42) имеем, что (t∗, x∗) ∈ W(S0(M, ε∗),S(N, κ2ε∗)), и согласно (4.5) ε∗ ∈ Σ0(t∗, x∗ | κ2).
Следовательно (см.(4.6)), ε0(t∗, x∗ | κ2) 6 ε0(t∗, x∗ | κ1). Поскольку (t∗, x∗) выбиралось произ-
вольно, установлено, что ε0(· | κ2) ≦ ε0(· | κ1). �

Предложение 6. Если κ1 ∈ R
<
+ и κ2 ∈ [κ1,∞ [, то ε

(k)
0 (· | κ2) ≦ ε

(k)
0 (· | κ1) ∀k ∈ N0.

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству предложения 5.

Предложение 7. При (t∗, x∗) ∈ T × R
n и b ∈ R

<
+ функция κ 7→ ε0(t∗, x∗ | κ) : [b,∞ [→ R+

равномерно непрерывна.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем (t∗, x∗) ∈ T ×R
n и b ∈ R

<
+. Подберем число b∗ ∈ R

<
+,

для которого (см. (3.2))

ϕ(τ, t∗, x∗, η) ∈ Bn(b∗) ∀η ∈ Ht∗ ∀τ ∈ [t∗, ϑ0]. (5.43)

Напомним, что c > 0. Тогда, как легко проверить (см. (5.43)), при κ1 ∈ [ b,∞ [, κ2 ∈ [ b,∞ [,
η ∈ Ht∗ и t ∈ [t∗, ϑ0]

|ζκ1
(t, ϕ(t, t∗, x∗, η))− ζκ2

(t, ϕ(t, t∗, x∗, η))| 6
|κ1 − κ2|(b∗ + c)

b2
. (5.44)

Тогда, в частности (см. (3.1), (5.44)), получаем, что

∀κ1 ∈ [ b,∞ [ ∀κ2 ∈ [ b,∞ [ ∀α ∈ Ãt∗ ∀x(·) ∈ X[t∗;x∗;α] ∀t ∈ [t∗, ϑ0]

|ζκ1
(t, x(t))− ζκ2

(t, x(t))| 6
|κ1 − κ2|(b∗ + c)

b2
.

Дальнейшее рассуждение подобно обоснованию предложения 4. �
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