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Рассматривается линейная задача с импульсным управлением при наличии воздействия со стороны

неконтролируемой помехи. О помехе известно только множество ее возможных значений, которое являет-

ся связным компактом. Считается, что возможна одна поломка, которая приводит к изменению динамики

управляемого процесса. Время наступление поломки заранее не известно. Известна только длина проме-

жутка времени необходимого на устранение поломки. Цель процесса управления заключается в том, чтобы

значение линейной функции от фазовых координат в фиксированный момент времени принадлежало за-

данному отрезку. Управление строится, исходя из принципа минимизации гарантированного результата.

Противной стороной является помеха и момент наступления поломки. Найдены достаточные условия, при

выполнении которых задача имеет решение. Построено гарантирующее управление.
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disturbance and a possible breakdown.

We consider a linear problem with impulse control under an uncontrolled disturbance. The only information

available about the disturbance is a connected compact set of its possible values. It is believed that one

breakdown may occur and lead to a change in the dynamics of the controlled process. The time of the breakdown

is not known in advance. Only the length of a time interval required to eliminate the breakdown is known. The

goal of the control process is to ensure that the value of a linear function of the phase coordinates at a fixed

point in time belongs to a given closed interval. The control is constructed based on the principle of minimizing

the guaranteed result. The opponents are the disturbance and the time of the breakdown. Sufficient conditions

are found under which the problem has a solution. A guaranteeing control is constructed.
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Введение

Наряду с вероятностными методами решения задач управления с нарушениями в дина-
мике, возникающими в результате поломки, возможно применение метода построения гаран-
тированного результата (см. [1]). Такой подход естественен, если заранее неизвестен момент
поломки, а длина промежутка времени, необходимого на устранение поломки, задана. Если
цель выбора управления заключается в переводе фазового вектора из начального состояния на
заданное замкнутое множество, то эта задача близка к задаче теории дифференциальных игр
преследования-уклонения. Это позволяет в случае линейных систем управления использовать,
например, идеи прямых методов Л.С.Понтрягина (см. [2;3]) при изучении задач с поломками.

К числу первых работ, посвященных задачам управления с поломкой в такой постановке,
относятся исследования М.С.Никольского (см., например, [4–6]). В работах [5; 6] автор отме-
чает, что на детерминированные модели с нарушениями в динамике обратил его внимание
Ю.С.Осипов.

Линейную задачу управления при наличии воздействия со стороны неконтролируемой по-
мехи и с фиксированным моментом окончания процесса управления с помощью линейной
замены переменных (см. [7, с. 160]) можно свести к виду, когда в правой части новых урав-
нений стоит только сумма управления и помехи, значения которых принадлежат заданным
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множествам, зависящим от времени. Эта процедура была применена в [8] при рассмотрении
линейной задачи управления с неконтролируемой помехой и поломкой. В данной задаче тер-
минальная составляющая платы зависит от модуля линейной функции фазовых переменных,
а интегральная составляющая задается интегралом от степени управления. Управление по-
строено, исходя из принципа минимизации гарантированного результата. Противной стороной
является помеха и момент наступления поломки.

Этот подход применим и к линейным задачам с импульсным управлением. Такие задачи
возникают, например, при управлении механическими системами переменного состава, когда
в отдельные моменты времени может отделяться конечное количество реактивной массы (см.
[9, с. 85–87]). Анализ задач импульсного управления усложняется тем, что траектория управ-
ляемой системы может быть разрывной.

Задачам импульсного управления с помехой и дифференциальным играм при отсутствии
нарушений в динамике посвящено достаточное количество работ.

В 1963 г. Н.Н.Красовский (см. [10]) предложил метод решения задач преследования, ос-
нованный на принципе поглощения областей достижимости. В этой работе рассматривались
геометрические, интегральные и импульсные ограничения на выбор управления, введено поня-
тие первого момента поглощения. В работе [11] приводится пример об импульсной встрече двух
точек, когда первый игрок не может поддерживать требуемое включение областей достижимо-
сти. Обсуждается вопрос о возможности применения метода динамического программирова-
ния к задачам импульсной встречи. Идея применения этого метода для решения механических
задач импульсной встречи получила развитие в работах Г.К.Пожарицкого (см. [12]).

В работе [13] доказана теорема об альтернативе для дифференциальных игр с импульс-
ными управлениями в предположении, что целевые координаты вектора состояния меняются
непрерывно. В работах [14; 15] рассматриваются задачи импульсного управления в условиях
неполной информации о фазовом состоянии. В работах [16; 17] рассматриваются линейные
дифференциальные игры преследования, в которых используемые импульсные управления
выражаются при помощи дельта-функции Дирака. В [18; 19] исследуются задачи группового
преследования при импульсных ограничениях на управления.

Важным классом дифференциальных игр являются такие задачи, когда в правой части
уравнений стоит только сумма управлений первого и второго игрока с однотипными ограни-
чениями. В [20] рассмотрена такая дифференциальная игра, в которой на управление первого
игрока наложено импульсное ограничение.

При реализации численных алгоритмов решения задач импульсного управления возникает
необходимость в оценке их множеств достижимости. В работе [21] развивается один из таких
подходов.

В настоящей работе рассматривается линейная задача импульсного управления при на-
личии воздействия со стороны неконтролируемой помехи и с заданным моментом оконча-
ния процесса управления. Считается, что возможна одна поломка, которая приводит к из-
менению динамики управляемого процесса. Время наступление поломки заранее не известно.
Цель выбора импульсного управления заключается в том, чтобы в момент окончания процесса
управления значение заданной линейной функции фазовых координат принадлежало фикси-
рованному отрезку. Найдены достаточные условия, которым должно удовлетворять начальное
значение фазового вектора, для того, чтобы можно было построить импульсное управление,
решающее задачу.

1. Постановка задачи

Рассматривается управляемый процесс

ẋ = A(t)x+ γ(t, τ)φ̇(t)C(t)χ+ η, x(t0) = x0, x ∈ R
d, t0 ≤ t ≤ p. (1.1)

Здесь p — заданный момент окончания процесса управления; t0 — начальный момент времени;
φ ∈ R и χ ∈ N ⊂ R

ρ являются управлениями. Множество N суть связный компакт, симмет-
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ричный относительно начала координат. Помеха η принадлежит связному компакту Q ⊂ R
d.

Непрерывные при t0 ≤ t ≤ p матрицы A(t) и C(t) имеют размерности d × d и d × ρ, соот-
ветственно. Далее, функция γ(t, τ) = 1, если t0 ≤ t < τ или τ + δ ≤ t ≤ p, и γ(t, τ) = 0 при
τ ≤ t < τ + δ.

Такая ситуация может иметь место, когда в момент времени t0 ≤ τ ≤ p происходит поломка
и меняется динамика процесса. Момент поломки τ заранее не известен. Число δ > 0, равное
времени, которое необходимо на устранение поломки, задано.

Управлением является пара функций φ(t) ∈ R и χ : [t0, p]×R
d → R

ρ. На выбор функции φ(t)
накладывается импульсное ограничение

µ(t) = µ(t0)−

t
∫

t0

|dφ(r)| ≥ 0,

где µ(t0) ≥ 0 — начальный запас ресурсов, который можно использовать при формировании
функции φ(t). Функция χ удовлетворяет ограничению

χ(t, x) ∈ N при t ∈ [t0, p] и x ∈ R
d. (1.2)

Помехой η является произвольная функция

η(t, x) ∈ Q при t ∈ [t0, p] и x ∈ R
d. (1.3)

При выборе функции φ(t) можно в отдельные моменты времени осуществлять ее кор-
рекцию, которая производится следующим образом. Начальный момент времени t0 является
моментом коррекции q0. В момент коррекции qi ∈ [t0, p), i ≥ 0 известно состояние x(qi) и остав-
шийся запас ресурсов µ(qi) ≥ 0. Выбираются абсолютно непрерывная неубывающая функция
φi : [qi, p] → R и число ∆i ≥ 0 такие, что

µ(t) = µ(qi)−∆i −

t
∫

qi

φ̇i(r)dr ≥ 0 при qi < t ≤ p. (1.4)

Мгновенно меняется фазовый вектор

x(qi + 0) = x(qi) + ∆iγ(qi, τ)C(qi)χ(qi, x(qi)). (1.5)

Следуя [7], движение системы (1.1), порожденное выбранными функциями (1.2) и (1.3),
строим на отрезке [qi, p] с помощью ломаных xω(t). Для этого берем его разбиение ω с диамет-
ром d(ω)

ω : qi = t(0) < t(1) < . . . < t(l+1) = p, d(ω) = max
0≤j≤l

(t(j+1) − t(j)). (1.6)

Построим при t(0) < t ≤ t(1) функцию xω(t) как решение системы дифференциальных уравне-
ний

ẋω(t) = A(t)xω(t) + γ(t, τ)φ̇i(t)C(t)χ(t(0), xω(t
(0))) + η(t(0), xω(t

(0)))

с начальным условием xω(t
(0)) = x(τi + 0).

Пусть функция xω(t) построена при t(k−1) < t ≤ t(k), 1 ≤ k ≤ l. Обозначим x(k) = xω(t
(k)).

Построим xω(t) при t(k) < t ≤ t(k+1) как решение системы дифференциальных уравнений

ẋω(t) = A(t)xω(t) + γ(t, τ)φ̇i(t)C(t)χ(t(k), xω(t
(k))) + η(t(k), xω(t

(k))) (1.7)

с начальным условием xω(t
(k)) = x(k).

Можно показать, что семейство ломаных xω(t), определенных на отрезке [qi, p], является
равномерно ограниченным и равностепенно непрерывным. По теореме Арцела (см. [22, с. 104])
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из любой подпоследовательности этих ломаных можно выделить равномерно сходящуюся на
отрезке [qi, p]. Под движением, реализовавшимся при выбранных φi(t), χ(t, x), η(t, x) и моменте
поломки τ из состояния x(qi +0), будем понимать любой равномерный предел последователь-
ности ломаных xω(t), у которых диаметр разбиения ω (см. (1.6)) стремится к нулю.

При выборе следующего момента коррекции qi+1 ∈ (qi, p] становится известно, произошла
поломка или нет, и если да, то когда.

Задан вектор ψ0 ∈ R
d, числа ε ≥ 0 и X ∈ R. Цель выбора управления заключается в том,

чтобы выполнялось неравенство

|〈x(p + 0), ψ0〉 −X| ≤ ε.

Здесь 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R
d.

2. Переход к одномерной задаче

Перейдем к новой управляемой системе, в уравнениях движения которой отсутствует фа-
зовый вектор. Рассмотрим при t0 ≤ t ≤ p решение ψ(t) задачи Коши

ψ̇(t) = −A∗(t)ψ(t), ψ(p) = ψ0. (2.1)

Здесь A∗(t) — транспонированная матрица. Положим

b−(t) = min
η∈Q

〈ψ(t), η〉, b+(t) = max
η∈Q

〈ψ(t), η〉. (2.2)

Из связности компакта Q следует (см. [23, с. 333]), что

〈ψ(t), η〉 =
1

2
(b+(t) + b−(t)) + b(t)v, |v| ≤ 1, b(t) =

1

2
(b+(t)− b−(t)) ≥ 0. (2.3)

Обозначим

c(t) = max
χ∈N

〈ψ(t), C(t)χ〉. (2.4)

Из связности и симметрии компакта N имеем, что c(t) ≥ 0 и 〈ψ(t), C(t)χ〉 = −c(t)u, |u| ≤ 1.
Следовательно,

〈ψ(t), γ(t, τ)φ̇(t)C(t)χ〉 = −a(t, τ)φ̇(t)u. (2.5)

Здесь при τ ≤ p обозначено

a(t, τ) = c(t) при t < τ,
a(t, τ) = 0 при τ ≤ t < min(τ + δ; p);

если τ + δ ≤ p, то a(t, τ) = c(t) при τ + δ ≤ t ≤ p,
если τ + δ > p, то a(t, τ) = 0.

(2.6)

Отметим, что функции (2.2) и (2.4) являются непрерывными (см. [24, с. 84, лемма 3.5]). По-
этому непрерывной является и функция b(t) (см. (2.3)).

Перейдем к новой переменной

z = 〈x, ψ(t)〉 +
1

2

p
∫

t

(b+(r) + b−(r)) dr −X. (2.7)

Тогда из (2.1) и (2.7) следует, что z(p) = 〈x(p), ψ0〉 −X. Далее, из (1.5), (2.5) и (2.6) получим,
что

z(qi + 0) = z(qi)−∆ia(qi, τ)ui. (2.8)
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Ломаная zω(t), отвечающая ломаной (1.7), определяется равенствами

żω(t) = −a(t, τ)φ̇i(t)ui + b(t)vi, |ui| ≤ 1, |vi| ≤ 1.

Таким образом, получили одномерную задачу импульсного управления

ż = −a(t, τ)φ̇(t)u+ b(t)v, φ̇(t) ≥ 0, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1 (2.9)

с заранее неизвестным моментом поломки τ < p. Условие окончания принимает следующий
вид:

|z(p)| ≤ ε+ µ(p)a(p, τ), µ(p) ≥ 0. (2.10)

В задаче (2.8)–(2.10) допустимыми управлениями являются абсолютно непрерывная неубы-
вающая функция φ(t) и произвольная функция u(t, z) с |u(t, z)| ≤ 1. Допустимой помехой яв-
ляется произвольная функция v(t, z) с |v(t, z)| ≤ 1. Движение z(t) при qi < t ≤ p определяется
как равномерный предел последовательности ломаных

zω(t) = zω(t
(k))−

t
∫

t(k)

a(r, τ)φ̇i(r) dr u(t
(k), zω(t

(k))) +

t
∫

t(k)

b(r) dr v(t(k), zω(t
(k))) (2.11)

при t(k) < t ≤ t(k+1). Здесь zω(t
(0)) = z(qi + 0).

Далее будем рассматривать задачу (2.8)–(2.10) в более общем случае, когда z, u, v принад-
лежат пространству R

n, | · | — норма в R
n, которую обозначим ‖ · ‖.

Примем

w(z) =
z

‖z‖
при z 6= 0 и w(0) — любое с ограничением ‖w(0)‖ = 1. (2.12)

Рассмотрим при qi ≤ t∗ ≤ t ≤ p задачу

ż = −b(t)w(z) + b(t)v(t, z), z(t∗) = 0. (2.13)

Лемма 1. Для любой допустимой помехи решением задачи (2.13) является только функ-

ция z(t) = 0 при t∗ ≤ t ≤ p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность ломаных zωi
(t) (см. (2.11)), записан-

ных для уравнения (2.13), сходится равномерно на отрезке [qi, p] к функции z(t) при d(ωi) → 0.
Зафиксируем число t∗ < t < p. Пусть t(si) ≤ t∗ < . . . < t(pi) < t ≤ t(pi+1). Из формулы (2.11)
имеем

‖zωi
(t(k+1))‖ ≤

∣

∣

∣

∣

z(t(k))−

t(k+1)
∫

t(k)

b(r) dr

∣

∣

∣

∣

+

t(k+1)
∫

t(k)

b(r) dr.

Из этого неравенства получим (см. [25, с. 83, лемма 10.2]), что

‖zωi
(t(pi+1)‖ ≤ max

(

‖zωi
(t(si)‖; 2 max

si≤j≤pi

t(j+1)
∫

t(j)

b(r) dr

)

.

Отсюда, учитывая условие d(ωi) → 0, равномерную сходимость zωi
(t) → z(t) и теорему об

абсолютной непрерывности интеграла Лебега (см. [22, с. 282]), выводим ‖z(t∗)‖ = 0. �

Лемма 2. Пусть в (2.9) функция φ̇i(t) = 0 при qi ≤ t ≤ p. Тогда для любой допустимой

помехи и любого движения z(t) выполнено неравенство

‖z(t)‖ ≤ ‖z(t∗)‖+

t
∫

t∗

b(r) dr при любых qi ≤ t∗ ≤ t ≤ p (2.14)

при любом моменте поломки.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы (2.11) при φ̇i(t) = 0 следует, что ‖żω(t)‖ ≤ b(t).
Отсюда получим неравенство (2.14). �

3. Основные предположения

Обозначим

t(ε) = inf

{

t ≤ p : ε ≥

p
∫

t

b(r) dr

}

. (3.1)

Предположение 1. Время δ > 0, которое необходимо на устранение поломки, удовле-

творяет неравенству δ < p− t(ε).

Введем в рассмотрению функцию

m(t) = max
t≤r≤p

c(r), t ≤ p, m(t) = 0 при p < t. (3.2)

Эта функция является непрерывной и удовлетворяет условию монотонности m(t∗) ≤ m(t∗)
при t∗ ≤ t∗ ≤ p.

Предположение 2. При любом t < p выполнено неравенство m(t) > 0.

Предположение 3. Существует набор чисел θ0 = p, θk+1 < θk, k ≥ 0 такой, что объ-

единение промежутков [θk+1, θk) при k ≥ 0 совпадает с полуосью (−∞, p), и для каждого

номера k ≥ 0 выполнено одно из следующих условий: либо c(t) = m(t) при всех t ∈ [θk+1, θk],
либо m(θk) = m(t) при t ∈ [θk+1, θk].

Отметим, что в точках θk выполнено равенство

c(θk) = m(θk) при k ≥ 0. (3.3)

Зафиксируем число s < p. Если s ∈ [θi+1, θi), где m(θi) = m(t) при t ∈ [θi+1, θi), положим

f(r, s) = m(s+ δ) при r ∈ [θi+1, s+ δ),

f(r, s) = m(r) при r /∈ [θi+1, s+ δ). (3.4)

Если s ∈ [θj+1, θj), где c(t) = m(t) при t ∈ [θj+1, θj), положим

f(r, s) = m(s+ δ) при r ∈ [s, s+ δ),

f(r, s) = m(r) при r /∈ [s, s+ δ). (3.5)

Тогда из предположения 3 следует, что либо s ∈ [θi+1, θi), либо s ∈ [θj+1, θj).

4. Случай t(ε) ≤ t0 < p

Лемма 3. Пусть t(ε) ≤ t∗ < p, z(t∗) ∈ R и µ(t∗) ≥ 0 таковы, что выполнено неравенство

‖z(t∗)‖ ≤ c(t∗)µ(t∗) + ε−

p
∫

t∗

b(r) dr. (4.1)

Тогда существует такое управление, что для любой допустимой помехи и при любом воз-

можном моменте поломки t∗ < τ ≤ p выполнены неравенства (2.10).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В начале отметим, что из формулы (2.6) следует, что a(p, τ) ≥ 0
при τ ≤ p.

В момент времени q0 = t∗ берем управление

u(t, z) = w(z), φ̇0(t) = 0 при q0 ≤ t ≤ p и ∆0 = 0. (4.2)

Тогда из (1.4) получим, что µ(t) = µ(t∗) при t∗ ≤ t ≤ p. Далее, выполнено неравенство (2.14).
Пусть c(t∗) = 0. Положим в (2.14) t = p. Тогда, используя (4.1), получим, что ‖z(p)‖ ≤ ε,

µ(p) ≥ 0. Стало быть, условия окончания (2.10) выполнены.
Пусть c(t∗) > 0. В момент коррекции q0 = t∗ берем

φ̇0(t) = 0 при t∗ ≤ t ≤ p и ∆0 = min
(

µ(t∗);
‖z(t∗)‖

c(t∗)

)

.

Тогда из (1.4) получим, что µ(t) = µ(t∗) − ∆0 ≥ 0 при всех t∗ ≤ t ≤ p. По условию лем-
мы возможный момент поломки t∗ < τ ≤ p. Поэтому из (2.6) получим, что a(t∗, τ) = c(t∗).
Следовательно, используя (2.8) и (2.12), получим, что

‖z(t∗ + 0)‖ = |‖z(t∗)‖ −∆0c(t
∗)| = max(0; ‖z(t∗ + 0)‖ − c(t∗)µ(t∗)).

Отсюда и из леммы 2 следует, что при любой допустимой помехе выполнено неравенство

‖z(p)‖ ≤ ‖z(t∗ + 0)‖ +

p
∫

t∗

b(r) dr ≤ max

(

p
∫

t∗

b(r) dr; ‖z(t∗)‖ − c(t∗)µ(t∗) +

p
∫

t∗

b(r) dr

)

.

Поэтому, используя (3.1) и (4.1), получим, что ‖z(p)‖ ≤ ε. �

Лемма 4. Пусть t(ε) ≤ t∗ < p, z(t∗) ∈ R
n и µ(t∗) ≥ 0 таковы, что выполнено неравен-

ство

‖z(t∗)‖ ≤ m(t∗)µ(t∗) + ε−

p
∫

t∗

b(r) dr. (4.3)

Тогда существует такое управление, что для любой допустимой помехи при отсутствии

на отрезке [t∗, p] поломки будут выполнены неравенства (2.10).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (4.3), учитывая формулу (3.2), получим, что
существует число t∗ ≤ t∗ ≤ p, при котором

‖z(t∗)‖ ≤ c(t∗)µ(t
∗) + ε−

p
∫

t∗

b(r) dr. (4.4)

Пусть t∗ = t∗. Тогда из (4.4), применяя лемму 3, получим доказываемое утверждение.
Пусть t∗ < t∗ ≤ p. В начальный момент коррекции q0 = t∗ берем управление (4.2). Тогда

при любой допустимой помехе выполнены равенство µ(t) = µ(t∗) и неравенство (2.14) при
t∗ ≤ t ≤ p.

Пусть t∗ = p. Положим в (2.14) t = p. Тогда из (4.4) и (2.14) получим требуемое неравен-
ство (2.10).

Пусть t∗ < t∗ < p. Положим в (2.14) t = t∗ и подставим в него неравенство (4.4). Получим
неравенство (4.1) с заменой в нем t∗ на t∗. Далее применяем лемму 3. �

Теорема 1. Пусть начальное состояние t(ε) ≤ t0 < p, z(t0) ∈ R
n и µ(t0) ≥ 0 таково,

что выполнено неравенство

‖z(t0)‖ ≤ f(t0, s)µ(t0) + ε−

p
∫

t0

b(r) dr при любом t0 ≤ s ≤ p. (4.5)

Тогда существует управление, которое при любой допустимой помехе и при любом моменте

поломки τ ∈ [t0, p] осуществляет выполнение неравенств (2.10).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим в неравенстве (4.5) s = t0 и учтем формулы (3.4) и
(3.5). Получим

‖z(t0)‖ ≤ m(t0 + δ)µ(t0) + ε−

p
∫

t0

b(r) dr. (4.6)

В начальный момент коррекции q0 = t0 берем управление (4.2). Тогда при любой допустимой
помехе и при любом моменте поломки t0 ≤ τ ≤ p выполнены равенство µ(t) = µ(t0) и нера-
венство (2.14) с заменой в нем t∗ на t0. Из этих соотношений и из неравенства (4.6) следует,
что

‖z(t)‖ ≤ m(t0 + δ)µ(t) + ε−

p
∫

t

b(r) dr при t0 ≤ t ≤ p. (4.7)

Из (3.2) вытекает, что m(t0 + δ) ≤ c(p) при t0 + δ ≥ p. Полагая в этом случае в (4.7) t = p,
получим требуемое неравенство (2.10). Будем считать, что t0 + δ < p.

Пусть поломка произошла в начальный момент времени t0. Положим в (4.7) t = t0 + δ.
Поскольку при t0 + δ ≤ t ≤ p поломки нет, то применима лемма 4.

Рассмотрим теперь случай, когда в момент времени t0 поломки еще не было.
Пусть t0 принадлежит промежутку [θj+1, θj), j ≥ 0, на котором выполнено равенство c(t) =

m(t) при θj+1 ≤ t ≤ θj. Тогда из (3.5) следует, что f(t0, s) = c(t0) при любом t0 < s < θj. Отсюда
и из неравенства (4.5) получим неравенство (4.1) с заменой в нем t∗ на t0. Далее применяем
лемму 3.

Пусть t0 принадлежит промежутку [θi+1, θi), i ≥ 0, где m(t0) = m(t) при t0 ≤ t ≤ θi. Из
неравенств (2.14) при t∗ = t0 и (4.5) получим, что при любом t0 ≤ t ≤ p выполнено неравенство

‖z(t)‖ ≤ f(t0, s)µ(t) + ε−

p
∫

t

b(r) dr для всех s ∈ [t0, p]. (4.8)

Пусть поломка произошла при t0 < τ < θi. Тогда из формулы (3.4) следует, что f(t0, τ) =
m(τ + δ). Отсюда и из неравенства (4.8) следует

‖z(t)‖ ≤ m(τ + δ)µ(t) + ε−

p
∫

t

b(r) dr при t0 ≤ t ≤ p. (4.9)

Если τ + δ ≥ p, то полагая в (4.9) t = p, получим требуемое неравенство (2.10).
Пусть τ + δ < p. Положим в (4.9) t = τ + δ. Поскольку на отрезке [τ + δ, p] поломки нет, то

применима лемма 4.
Пусть при t0 ≤ t < θi поломки не было. Подставим в (4.8) любое θi < s ≤ p. Тогда из (3.4)

и (3.5) получим, что f(t0, s) = m(t0) = m(θi). Неравенство (4.8) при t = θi примет вид

‖z(θi)‖ ≤ m(θi)µ(θi) + ε−

p
∫

θi

b(r) dr.

Отсюда и из равенства (3.3) следует, что применима лемма 3. �

5. Случай t0 < t(ε)

Рассмотрим состояние t∗ < t(ε), z(t∗) ∈ R
n и µ(t∗) ≥ 0, удовлетворяющее неравенству

‖z(t∗)‖ ≤ m(t∗)

(

µ(t∗)−

t(ε)
∫

t∗

b(r)

m(r)
dr

)

. (5.1)
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Лемма 5. Пусть t∗ принадлежит промежутку [θj+1, θj), где c(t) = m(t) при θj+1 ≤
t ≤ θj. Тогда управление

u(t, z) = w(z), φ̇0(t) =
b(t)

m(t)
при θj+1 ≤ t ≤ θj, ∆0 =

‖z(t∗)‖

c(t∗)
(5.2)

при любой допустимой помехе обеспечивает при отсутствии поломки на промежутке [θj+1,
θj) выполнение соотношений

‖z(t)‖ = 0, µ(t) ≥

t(ε)
∫

t

b(r)

m(r)
dr при t∗ < t ≤ θj. (5.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (2.6) a(t, τ) = c(t) при любом t < τ ≤ p. Поэтому
из (2.6) при i = 0, q0 = t∗ и ∆0 (см. (5.2)) выводим, что ‖z(t∗+0)‖ = 0. Подставим функцию φ̇0(t)
(см. (5.2)) в формулу (2.9). Получим уравнение (2.13). Из леммы 1 получим первое равенство
в (5.3). Из (1.4) и (5.2) следует, что

µ(t) = µ(t∗)−
‖z(t∗)‖

c(t∗)
−

t
∫

t∗

b(r)

m(r)
dr.

Отсюда, используя неравенство (5.1), имеем неравенство (5.3). �

Лемма 6. Пусть выполнено неравенство (5.1), число t∗ принадлежит промежутку [θi+1,
θi), где m(θi) = m(t) при θi+1 ≤ t ≤ θi. Тогда управление (4.2) при любой допустимой помехе

и при любом возможном моменте поломки t∗ ≤ τ ≤ θi обеспечивает выполнение неравен-

ства (5.1) с заменой в нем t∗ на t при всех t∗ ≤ t ≤ min(t(ε); θi).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим управление (4.2) в (2.9). Из леммы 2 следует, что
при любой допустимой помехе и для любого возможного момента поломки выполнено нера-
венство (2.14). Подставим в него неравенство (5.1). Тогда, учитывая, что µ(t) = µ(t∗) и
m(t) = m(t∗), получим неравенство (5.1) с заменой в нем t∗ на t. �

Лемма 7. Пусть начальное состояние удовлетворяет неравенству (5.1). Тогда суще-

ствует управление, которое при любой допустимой помехе и при отсутствии поломки на

отрезке [t∗, p] обеспечивает выполнение неравенства (2.10).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть числа θk из предположения 3 таковы, что θk+1 ≤ t∗ <
θk < . . . < θq ≤ t(ε) < θq−1. Применяя поочередно леммы 5 и 6, строим управление так, чтобы
при t = t(ε) выполнялось неравенство ‖z(t(ε))‖ ≤ m(t(ε))µ(t(ε)). Из (3.1) следует равенство

ε =

p
∫

t(ε)

b(r) dr. (5.4)

Поэтому при t∗ = t(ε) выполнено неравенство (4.3). Далее применяем лемму 4. �

Теорема 2. Пусть начальное состояние t0 < t(ε), z(t0) ∈ R
n и µ(t0) ≥ 0 удовлетворяет

неравенству

‖z(t0)‖ ≤ f(t0, s)

(

µ(t0)−

t(ε)
∫

t0

b(r)

f(r, s)
dr

)

при любом t0 ≤ s ≤ p. (5.5)

Тогда существует управление, которое при любой допустимой помехе и при любом моменте

поломки τ ∈ [t0, p] осуществляет выполнение неравенства (2.10).



258 В.Н.Ушаков, В.И.Ухоботов, И.В.Изместьев

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t0 ∈ [θj+1, θj), где m(t) = c(t) при θj+1 ≤ t ≤ θj.
Рассмотрим в начале случай, когда поломка произошла в начальный момент времени τ = t0.

Из предположения 1 следует, что t0 + δ ≤ p. Положим в (5.5) s = t0. Тогда из (3.5) получим,
что

‖z(t0)‖ ≤ m(t0 + δ)

(

µ(t0)−

t(ε)
∫

t0

b(r)

f(r, t0)
dr

)

.

Здесь f(r, t0) = m(t0+ δ) при t0 ≤ r < t0+ δ и f(r, t0) = m(r) при t0+ δ ≤ r ≤ p. Отсюда имеем,
что если t0 + δ ≤ t(ε), то

‖z(t0)‖ ≤ m(t0 + δ)

(

µ(t0)−

t(ε)
∫

t0+δ

b(r)

m(r)
dr

)

−

t0+δ
∫

t0

b(r) dr. (5.6)

Если же t(ε) < t0 + δ, то

‖z(t0)‖ ≤ m(t0 + δ)µ(t0)−

t(ε)
∫

t0

b(r) dr. (5.7)

Берем управление (4.2) при q0 = t0. Тогда в случае t0+ δ ≤ t(ε) из (5.6), используя лемму 2
и равенство µ(t0 + δ) = µ(t0), получим неравенство (5.1) с заменой в нем t∗ на t0 + δ. Далее
применяем лемму 7.

Пусть t(ε) < t0+δ. Тогда из неравенства (5.7), используя лемму 2, равенства µ(t0+δ) = µ(t0)
и (5.4), выводим неравенство (4.3) с заменой в нем t∗ на t0 + δ. Далее применяем лемму 4.

Рассмотрим теперь случай, когда в начальный момент времени t0 поломки еще не было.
Положим t1 = θj, если поломка на промежутке [t0, θj) не произошла, и t1 = τ , если момент
поломки τ ∈ (t0, θj). Зафиксируем число t1 ≤ s ≤ p. Из формул (3.4) и (3.5) следует, что
f(r, s) = m(r) при t0 ≤ r < t1. Подставим эту функцию в неравенство (5.5). Учитывая, что
m(r) = c(r) > 0 при t0 ≤ r < t1, получим, что если t1 < t(ε), то

‖z(t0)‖

c(t0)
≤ µ(t0)−

t1
∫

t0

b(r)

c(r)
dr −

t(ε)
∫

t1

b(r)

f(r, s)
dr при t1 ≤ s ≤ p. (5.8)

Если же t(ε) ≤ t1, то

‖z(t0)‖

c(t0)
≤ µ(t0)−

t(ε)
∫

t0

b(r)

c(r)
dr. (5.9)

Возьмем управление (4.2) при q0 = t0. Тогда при t0 < t ≤ t1 будут выполнены соотношения

‖z(t)‖ = 0, µ(t) = µ(t0)−
‖z(t0)‖

c(t0)
−

t
∫

t0

b(r)

f(r, s)
dr. (5.10)

Пусть t(ε) < t1. Тогда из (5.9) и (5.10) получим, что µ(t(ε)) ≥ 0. Отсюда, используя равен-
ства (5.4) и ‖z(t(ε))‖ = 0, получим условие (4.5) с заменой в нем t0 на t(ε). Далее применяем
теорему 1.

Из неравенства (5.10), учитывая неравенство (5.8), получим, что при t1 ≤ t(ε)

µ(t1) ≥

t(ε)
∫

t1

b(r)

f(r, s)
dr при любых t1 ≤ s ≤ p.
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Отсюда и из равенства ‖z(t1)‖ = 0, используя неравенство f(t1, s) ≥ 0 при t1 ≤ s ≤ p, выводим
неравенство (5.5) с заменой в нем t0 на t1.

Если t1 < θj, то пришли к разобранному ранее случаю, когда поломка происходит в на-
чальный момент времени t0 = t1.

Пусть t1 = θj. Переобозначим θj = θi+1. В силу предположения 3 на промежутке [θi+1, θi)
выполнено условие m(t) = m(θi) для всех θi+1 ≤ t ≤ θi.

Итак, пусть t0 ∈ [θi+1, θi) и выполнено неравенство (5.5). Берем управление (4.2) при
q0 = t0. Тогда из (5.5), используя лемму 2 и равенство µ(t) = µ(t0), имеем

‖z(t)‖ ≤ f(t0, s)

(

µ(t)−

t(ε)
∫

t0

b(r)

f(r, s)
dr

)

+

t
∫

t0

b(r) dr при t0 ≤ t ≤ p (5.11)

и любом t0 ≤ s ≤ p.

Пусть поломка произошла в момент времени t0 ≤ τ ≤ θi − δ. Положим в (5.11) s = τ .
Из (3.4) следует, что f(r, τ) = m(θi) при t0 ≤ r < θi и f(r, τ) = m(r) при θi ≤ r ≤ p. Подставим
эту функцию в неравенство (5.11) при t = θi.

Если θi ≤ t(ε), то получим неравенство (5.1) с заменой в нем t∗ на θi. Далее, на отрезке
[θi, p] поломка отсутствует. Применяем лемму 7.

Пусть t(ε) < θi. Тогда из (5.11) следует, что

‖z(θi)‖ ≤ m(θi)µ(θi) +

θi
∫

t(ε)

b(r) dr. (5.12)

Отсюда, используя равенство (5.4), выводим неравенство (4.3) с заменой в нем t∗ на θi. По-
скольку на отрезке [θi, p] поломка отсутствует, то применима лемма 4.

Пусть момент поломки удовлетворяет неравенствам τ < θi < τ + δ. В этом случае из (3.4)
получим, что f(r, τ) = m(τ+δ) при θi+1 ≤ r < τ+δ и f(r, τ) = m(r) при τ+δ ≤ r. Подставим эту
функцию в неравенство (5.11) при s = τ . Тогда, учитывая лемму 2 и равенство µ(τ+δ) = µ(t0),
имеем, что если τ + δ ≤ t(ε), то получим неравенство (5.1) с заменой в нем t∗ на τ + δ. Если
t(ε) < τ + δ, то получим неравенство (4.3) с заменой в нем t∗ на τ + δ. На отрезке [τ + δ, p]
поломки нет. Поэтому применяем леммы 7 и 4.

Пусть при t0 ≤ t < θi поломки не было. Возьмем любое число θi ≤ s ≤ p. Тогда из (3.4)
получим, что f(r, s) = m(r) при t0 ≤ r < θi. Отсюда и из неравенства (5.11), учитывая, что
m(r) = m(θi) при t0 ≤ r ≤ θi, имеем, что если θi ≤ t(ε), то получим неравенство (5.5) с заменой
в нем t0 на θi. Пришли к разобранному в начале доказательства теоремы случаю.

В случае t(ε) < θi получим неравенство (5.12). �

6. Пример

Точка переменного состава, движение которой описывается уравнением Мещерского (см.
[9, с. 85–87])

ẍ = η(t)
Ṁ(t)

M(t)
, x ∈ R

n, (6.1)

преследует точку, которая движется с ограниченной по величине скоростью

ẏ = bv, y ∈ R
n, ‖v‖ ≤ 1, b > 0. (6.2)

Здесь η(t) ∈ R
n —относительная скорость отделения топлива, ее норма ‖η(t)‖ непрерывно

зависит от времени и не возрастает; M(t) — масса в момент времени t. Заданы момент времени
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p > t0 и число ε > 0. Цель преследования заключается в осуществлении неравенства ‖y(p) −
x(p)‖ ≤ ε. Обозначим через M1 неизменяемую часть массы M(t). Положим

φ(t) = ln
M1

M(t)
⇒ φ̇(t) = −

Ṁ(t)

M(t)
.

Уравнение Мещерского (6.1) принимает вид ẋ = −‖η(t)‖φ̇(t)u, u =
η

‖η‖
. Условие не перерас-

хода топлива M(t) ≥M1 запишем неравенством

µ(t) = ln
M(t)

M1
≥ 0.

Считаем, что наряду с непрерывным изменением массы M(t) в отдельные моменты времени
r может происходить мгновенное отделение конечного количества массы 0 ≤M(r)−M(r+0).
Это приводит к мгновенному изменению скорости (см. [9])

ẋ(r + 0) = ẋ(r)−∆u(r), ∆ = µ(r)− µ(r + 0) ≥ 0.

Введем новую переменную z = y − x− (p− t)ẋ. Тогда из уравнений движения (6.1) и (6.2)
получим, что ż = −c(t)φ̇u + bv, ‖u‖ = 1, ‖v‖ ≤ 1. Здесь функция c(t) = (p − t)‖η(t)‖ не
возрастает.

Во время преследования может произойти поломка ‖η(t)‖ = 0 при τ ≤ t < τ + δ в заранее
неизвестный момент времени τ .

Поскольку функция c(t) не возрастает, то из формулы (3.5) получим, что f(r, s) = c(r) при
r < s и s+ δ ≤ r ≤ p; f(r, s) = c(s + δ) при s ≤ r < s+ δ.

Рассмотрим случай, когда начальный момент времени t0 < t(ε) = p − ε/b. Пусть полом-
ка происходит при τ = t0. До момента t0 + δ происходит устранение поломки при функции
φ(t) = 0. В момент времени t0 + δ выбирается управление (5.2), которое в рассматриваемом
примере принимает вид

u(t, z) = w(z), φ̇0(t) =
b

c(t)
при t0 + δ ≤ t ≤ t(ε), ∆0 =

‖z(t0 + δ)‖

c(t0 + δ)
. (6.3)

Это управление мгновенно меняет скорость ẋ и осуществляет равенство

‖z(t)‖ = 0 ⇔ ẋ(t) =
y(t)− x(t)

p− t
при t0 + δ + 0 ≤ t ≤ t(ε).

Отсюда получим, что

∥

∥

∥
y(t(ε)) − x(t(ε)) −

ε

b
ẋ(t(ε))

∥

∥

∥
= ε− b(p− t(ε)).

Поэтому при любом управлении ‖v(t, z)‖ ≤ 1 и при управлении φ̇(t) = 0, t(ε) ≤ t ≤ p будет
выполнено неравенство ‖y(p)− x(p)‖ ≤ ε.

Пусть поломка происходит при t0 < τ < t(ε). Тогда при t0 ≤ t ≤ p выбирается управле-
ние (6.3). При τ ≤ t < τ + δ происходит устранение поломки с функцией φ(t) = 0. В момент
времени τ + δ выбирается управление (6.3) с заменой в нем числа t0 на τ .
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