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МАТРИЧНЫЕ РАЗРЕШАЮЩИЕ ФУНКЦИИ В ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ
ГРУППОВОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ О МНОГОКРАТНОЙ ПОИМКЕ1

Н.Н. Петров

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой преследо-

вателей одного или нескольких убегающих, описываемая системой вида

żij = Aijzij + ui − vj , ui ∈ Ui, vj ∈ Vj .

Целью группы преследователей является поимка не менее q убегающих, причем каждого убегающего

должны поймать не менее чем m различных преследователей, при этом моменты поимки могут не сов-

падать. Терминальные множества — начало координат. В качестве математической основы использу-

ются матричные разрешающие функции, являющиеся обобщением скалярных разрешающих функций.

Получены достаточные условия многократной поимки одного убегающего в классе квазистратегий. В

предположении, что убегающие используют программные стратегии, а каждый преследователь ловит не

более одного убегающего, в терминах начальных позиций получены достаточные условия разрешимости

задачи о многократной поимке заданного числа убегающих. Для доказательства основного результата ис-

пользуется теорема Холла о системе различных представителей. Приведены примеры, иллюстрирующие

полученные результаты.
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N. N.Petrov. Matrix resolving functions in a linear problem of group pursuit with multiple

capture.

A problem of pursuit of one or several evaders by a group of pursuers is considered in a finite-dimensional

Euclidean space. The problem is described by the system

żij = Aijzij + ui − vj , ui ∈ Ui, vj ∈ Vj .

The aim of the group of pursuers is to capture at least q evaders, where each evader must be captured by at least

m different pursuers; the capture moments may be different. The terminal sets are the origin. Matrix resolving

functions, which generalize scalar resolving functions, are used as a mathematical basis. Sufficient conditions

for the multiple capture of one evader in the class of quasi-strategies are obtained. Under the assumption that

the evaders use program strategies and each pursuer captures at most one evader, sufficient conditions for the

solvability of the problem on the multiple capture of a given number of evaders are obtained in terms of the

initial positions. Hall’s theorem on a system of distinct representatives is used to prove the main theorem.

Examples are given to illustrate the obtained results.
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Введение

Дифференциальные игры двух лиц, рассмотренные первоначально Айзексом [1], в настоя-
щее время представляют глубокую содержательную теорию, в которой развиваются различные
подходы к анализу конфликтных ситуаций.

В школе Н.Н.Красовского [2–5] развивается концепция позиционных игр, в основе которой
лежат понятие стабильного моста и правило экстремального прицеливания на него.

1Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания № 075-
00232-20-01, проект FEWS -2020-0010 и РФФИ (проект 20-01-00293).
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В работах Л.С.Понтрягина [6] разработана аналитическая схема нахождения решения ли-
нейных дифференциальных игр на основе альтернированного интегрирования выпуклых мно-
жеств, которая обеспечивает достаточные условия завершения игры за конечное время из
заданных начальных позиций.

В работах А.А.Чикрия [7; 8] был предложен метод скалярных разрешающих функций,
использующий условие Понтрягина и на его основе — теоремы измеримого выбора.

Метод скалярных разрешающих функций получил свое дальнейшее развитие для исследо-
вания линейных и квазилинейных задач группового преследования [9–17]. А.А.Чикрий в своем
исследовании [18] отмечает, что скалярные разрешающие функции осуществляют притяжение
терминального множества с образами некоторых многозначных отображений, которое проис-
ходит в конусе, натянутом на данное множество, что ограничивает возможности для маневра
преследователям.

В [18;19] для анализа игр преследования двух лиц были предложены матричные разреша-
ющие функции. В данной статье на основе методики работ [18;19] рассматриваются матричные
разрешающие функции в линейной задаче группового преследования. Получены достаточные
условия поимки.

1. Постановка задачи о поимке одного убегающего

В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n) n + 1 лиц: n

преследователей P1, . . . , Pn и убегающий E, описываемая системой вида

żi = Aizi + ui − v, zi(0) = z0i , ui ∈ Ui, v ∈ V. (1.1)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, zi, ui, v ∈ R
k, Ui, V — компакты R

k, Ai — постоянные квадратные
матрицы порядка k × k. Считаем, что z0i 6= 0 для всех i ∈ I. Обозначим z0 = {z0i , i ∈ I} —
вектор начальных позиций.

Измеримую функцию v : [0,∞) → V будем называть допустимой. Предысторией функции v
в момент t будем называть сужение функции v на [0, t].

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi,
если определено отображение U0

i , ставящее в соответствие начальным позициям z0, моменту t
и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E измеримую функцию ui(t) со
значениями в Ui.

О п р е д е л е н и е 2. В игре Γ(n) происходит m-кратная поимка (при m = 1 поимка),
если существуют момент T > 0, квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие,
что для любой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [0, T ], существуют моменты τ1, . . . , τm ∈
[0, T ], попарно различные индексы i1, . . . , im ∈ I, для которых zil(τl) = 0 для всех l = 1, . . . ,m.

Предположение 1. Для всех i ∈ I верно 0 ∈ ⋂

v∈V

(

Ui − v
)

.

Рассмотрим произвольную диагональную квадратную матрицу Li порядка k × k вида

Li =









λi1 0 . . . 0
0 λi2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λik









= diag(λi1, λi2, . . . , λik).

Будем отождествлять матрицу Li с вектором (λi1, . . . , λik). Неравенство Li > 0 будем понимать
покоординатно. Введем многозначные отображения

Mi(τ, v) =
{

Li : Li > 0,−Liz
0
i ∈ e−Aiτ

(

Ui − v
)}

.
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В силу предположения 1 для всех i ∈ I, v ∈ V, τ > 0 множества Mi(τ, v) не пусты, 0 ∈ Mi(τ, v).
Определим далее функции λ0

i (τ, v) вида

λ0
i (τ, v) = sup

Li∈Mi(τ,v)
min
j

λij(τ, v). (1.2)

В предположении, что в (1.2) точная верхняя грань достигается, определим множества

M∗
i (τ, v) =

{

Li(τ, v) ∈ Mi(τ, v) : λ
0
i (τ, v) = min

j
λij(τ, v)

}

.

З а м е ч а н и е 1. Если все координаты вектора z0i отличны от нуля, то множество Mi(τ, v)
является компактом, и поэтому точная верхняя грань в (1.2) достигается.

Из [20] следует, что при сделанных предположениях множества Mi(τ, v), M∗
i (τ, v) являют-

ся измеримыми по (τ, v). Селекторы отображения M∗
i (τ, v) будем называть экстремальными.

Среди них по теореме измеримого выбора [21] найдется хотя бы один селектор, измеримый
по (τ, v). Возьмем произвольный измеримый по (τ, v) экстремальный селектор, зафиксируем
его и обозначим L∗

i (τ, v) = diag(λ∗
i1(τ, v), . . . , λ

∗
ik(τ, v)), λ

∗
i (τ, v) = min

j
λ∗
ij(τ, v).

Введем следующие обозначения:

Ω(l) = {(i1, . . . , il) : i1, . . . , il ∈ I и попарно различны},
δ(τ) = inf

v∈V
max

Λ∈Ω(m)
min
l∈Λ

λ∗
l (τ, v), J = {1, . . . , k}.

З а м е ч а н и е 2. Если m = 1, то

δ(τ) = inf
v∈V

max
l∈I

λ∗
l (τ, v) = inf

v∈V
max
l∈I

min
j∈J

λ∗
lj(τ, v).

2. Достаточные условия поимки одного убегающего

Лемма 1. Пусть выполнено предположение 1,

∫ +∞

0
δ(s)ds = +∞. Тогда существует

момент T > 0 такой, что для каждой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [0, T ], найдется

множество Λ ∈ Ω(m) такое, что для всех l ∈ Λ, j ∈ J справедливы неравенства

T
∫

0

λ∗
lj(s, v(s))ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая функция. Тогда для всех
s > 0, l ∈ I, j ∈ J выполняются неравенства

λ∗
lj(s, v(s)) > λ∗

l (s, v(s)).

Поэтому для всех t > 0, l ∈ I, j ∈ J справедливы неравенства

1−
t

∫

0

λ∗
lj(s, v(s))ds 6 1−

t
∫

0

λ∗
l (s, v(s))ds. (2.1)

Кроме того,

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

t
∫

0

λ∗
l (s, v(s))ds > max

Λ∈Ω(m)

t
∫

0

min
l∈Λ

λ∗
l (s, v(s))ds. (2.2)
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Так как для любых неотрицательных чисел aΛ(Λ ∈ Ω(m)) справедливо неравенство

max
Λ∈Ω(m)

aΛ >
1

Cm
n

∑

Λ∈Ω(m)

aΛ, где Cm
n =

n!

(n−m)!m!
,

то из (2.2) получаем

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

t
∫

0

λ∗
l (s, v(s))ds >

1

Cm
n

t
∫

0

∑

Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

λ∗
l (s, v(s))ds

>
1

Cm
n

t
∫

0

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

λ∗
l (s, v(s))ds >

1

Cm
n

t
∫

0

δ(s)ds.

Так как

∫ t

0
δ(s)ds = +∞, то существует T > 0 такой, что

1

Cm
n

∫ T

0
δ(s)ds > 1. Следовательно,

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

T
∫

0

λ∗
l (s, v(s))ds > 1.

Поэтому найдется Λ ∈ Ω(m) такое, что для всех l ∈ Λ имеем

T
∫

0

λ∗
l (s, v(s))ds > 1.

Из последнего неравенства и соотношения (2.1) выводим утверждение леммы.
Лемма доказана.

Определим число

T̂ = inf

{

t > 0: inf
v(·)

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

min
j∈J

t
∫

0

λ∗
lj(s, v(s))ds > 1

}

.

Рассмотрим множества (i ∈ I, j ∈ J)

Tij(v(·)) =
{

t > 0:

t
∫

0

λ∗
ij(s, v(s))ds > 1

}

,

t∗ij(v(·)) =
{

inf{t : t ∈ Tij(v(·))}, если Tij(v(·)) 6= ∅,

+∞, если Tij(v(·)) = ∅.

Предположение 2. Для любых τ ∈ [0, T̂ ], v ∈ V, l ∈ I, J0 ⊂ J селекторы Bl(τ, v) =
diag

(

βl1(τ, v), . . . , βlk(τ, v)
)

вида

βlj(τ, v) =

{

λ∗
lj(τ, v), j ∈ J0,

0, j /∈ J0

удовлетворяют условию Bl(τ, v) ∈ Ml(τ, v).

З а м е ч а н и е 3. При выполнении предположения 1 предположение 2 будет выполнено,
в частности, если для всех i множества Ui имеют вид Ui = [ai1, bi1]× [ai2, bi2]× . . .× [aik, bik].



Матричные разрешающие функции 189

Теорема 1. Пусть выполнены предположения 1, 2,

∫ +∞

0
δ(s)ds = +∞. Тогда в игре Γ(n)

происходит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 следует, что T̂ < +∞. Пусть v : [0, T̂ ] → V —
произвольная допустимая функция. Введем функции β∗

i1(τ, v), . . . , β
∗
lk(τ, v) вида

β∗
ij(t, v) =

{

λ∗
ij(t, v), если t ∈ [0, t∗ij(v(·)),

0, если t ∈ (t∗ij(v(·), T̂ ],

и матрицу

B∗
i (t, v) =









β∗
i1(t, v) 0 . . . 0
0 β∗

i2(t, v) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . β∗

ik(t, v)









.

В силу предположения 2 B∗
i (t, v) является измеримым селектором Mi(t, v). Рассмотрим мно-

гозначные отображения

Ui(τ, v) =
{

ui ∈ Ui : e
−Aiτ (ui − v(τ)) = −B∗

i (τ, v)z
0
i

}

.

Ui(τ, v) 6= ∅ для всех i ∈ I, τ ∈ [0, T̂ ], v ∈ V, и, следовательно, по теореме измеримого выбо-
ра [21] у Ui(τ, v) существует хотя бы один измеримый селектор u∗i (τ, v). Задаем управления
преследователей Pi, i ∈ I, полагая ui(τ) = u∗i (τ, v(τ)), i ∈ I. Покажем, что данные управления
преследователей гарантируют m-кратную поимку убегающего. Решение задачи Коши систе-
мы (1.1) имеет вид

zi(t) = eAit

(

z0i +

t
∫

0

e−Ais(ui(s)− v(s))ds

)

.

В силу выбора управлений преследователей Pi, i ∈ I, получаем

zi(t) = eAit

(

E −
t

∫

0

B∗
i (s, v(s))ds

)

z0i .

Из определения B∗
i (τ, v), леммы 1 следует, что существует множество Λ ∈ Ω(m) такое, что

zl(T̂ ) = 0 для всех l ∈ Λ.
Теорема доказана.

Предположение 3. Матрицы Ai являются диагональными матрицами вида

Ai =









ai1 0 . . . 0
0 ai2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . aik









, причем aij 6 0 для всех i ∈ I, j ∈ J.

Введем многозначные отображения

M0
i (v) =

{

Li : Li > 0,−Liz
0
i ∈

(

Ui − v
)}

.

В силу предположения 1 для всех i ∈ I, v ∈ V множества M0
i (v) не пусты, 0 ∈ M0

i (v).
Определим далее функции λi(v) вида

λi(v) = sup
Li∈M

0

i (v)

min
j

λij(v). (2.3)
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В предположении, что в (2.3) точная верхняя грань достигается, определим множества

Mi(v) =
{

Li(v) ∈ M0
i (v) : λi(v) = min

j
λij(v)

}

.

Пусть далее λ∗
i (v) — измеримый селектор Mi(v),

δ0 = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

λ∗
l (v).

З а м е ч а н и е 4. Если m = 1, то

δ0 = inf
v∈V

max
l∈I

λ∗
l (v) = inf

v∈V
max
l∈I

min
j∈J

λ∗
lj(v).

Лемма 2. Пусть выполнены предположения 1, 3, δ0 > 0. Тогда существует момент

T > 0 такой, что для каждой допустимой функции v(·), v(t) ∈ V, t ∈ [0, T ], найдется мно-

жество Λ ∈ Ω(m) такое, что для всех l ∈ Λ, j ∈ J справедливы неравенства

T
∫

0

e−aljsλ∗
lj(v(s))ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a = max
i∈I,j∈J

aij . Тогда a 6 0, и для всех t > 0, l ∈ I, j ∈ J

справедливы неравенства

t
∫

0

e−aijsλ∗
lj(v(s))ds >

t
∫

0

e−asλ∗
lj(v(s))ds >

t
∫

0

e−asλ∗
l (v(s))ds.

Дальнейшие рассуждения аналогичны рассуждениям при доказательстве леммы 1.
Лемма доказана.

Предположение 4. Селекторы Bl(v) = diag(βl1(v), . . . , βlk(v)) вида

βlj(v) =

{

λ∗
lj(v), j ∈ J0,

0, j /∈ J0

удовлетворяют условию Bl(v) ∈ M0
l (v) для любых v ∈ V, l ∈ I, J0 ⊂ J.

З а м е ч а н и е 5. Отметим, что предположение 4 выполнено не всегда. Пусть в систе-
ме (1.1) k = 2, n = 1, m = 1, z01 = (1, 2), A1 — нулевая матрица и

U1 = V = {(u1, u2) : u1 = u2, u2 ∈ [−1, 1]}.

Возьмем v = 0. Тогда

M0
1(0) =

{

(

λ 0
0 λ/2

)

, λ ∈ [0, 1]
}

.

Поэтому sup
L∈M0

1
(0)

min
j

λ1j =
1

2
. Следовательно,

M1(0) =
{

(

1 0
0 1/2

)

}

и λ∗
1(0) = diag

(

1,
1

2

)

— экстремальный селектор. Однако селектор B1(0) = diag(1, 0) /∈ M0
1(0).

Аналогично, селектор B2(0) = diag
(

0,
1

2

)

/∈ M0
1(0).
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Теорема 2. Пусть выполнены предположения 1, 3, 4, δ0 > 0. Тогда в игре Γ(n) происхо-

дит m-кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы может быть проведено по схеме, приведенной при до-
казательстве теоремы 1 с использованием леммы 2.

П р и м е р 1. Пусть в системе (1.1) k = 2, n = 1, m = 1, V = {0}, z01 = (1, 2), A1 —
нулевая матрица и

U1 = {(u1, u2) : u1 = 0, u2 ∈ [−1, 1]} ∪ {(u1, u2) : u2 = 0, u1 ∈ [−1, 1]}
∪ {(u1, u2) : u1 = u2 ∈ [−1, 1]}.

Тогда

M0
1(0) =

{

(

0 0
0 λ

)

, λ ∈
[

0, 1/2
]

}

∪
{

(

λ 0
0 0

)

, λ ∈ [0, 1]
}

∪
{

(

λ 0
0 λ/2

)

, λ ∈ [0, 1]
}

.

Отсюда sup
L∈M0

1
(0)

min
j

λ1j =
1

2
. Поэтому

M1(0) =
{

(

1 0
0 1/2

)

}

и экстремальный селектор λ∗
1(0) = diag

(

1,
1

2

)

. Управление преследователя P1 на первом шаге

имеет вид u1(t) = 0 − L1z
0
1 = (−1,−1). Тогда z1(t) = (1 − t, 2 − t). В момент t = 1 получаем

z1(1) = (0, 1). На отрезке [1, 2] разрешающая функция имеет вид L1 =

(

0 0
0 1/2

)

. Отметим, что

L1 ∈ M0
1(0). Управление преследователя P1 на отрезке [1, 2] полагаем равным u1(t) = (0,−1).

В момент T = 2 получим z1(2) = 0. Отметим, что использование скалярных разрешающих

функций, т. е. функций вида L =

(

λ 0
0 λ

)

не позволяет получить поимку, так как в этом

случае условие −Lz0 ∈ U1 − v выполнено только для нулевой матрицы L.

П р и м е р 2. Пусть k = 2, n = 3, m = 1, Ui = V = [−1, 1]×[−1, 1], z01 = (1, 1), z02 = (−1, 1),

z03 = (0,−1), матрицы Ai имеют вид Ai =

(

0 0
0 −i

)

. Тогда

M0
1(v) =

{

(

λ1 0
0 λ2

)

, λ1 ∈ [0, 1 + v1], λ2 ∈ [0, 1 + v2]
}

,

M0
2(v) =

{

(

λ1 0
0 λ2

)

, λ1 ∈ [0, 1 − v1], λ2 ∈ [0, 1 + v2]
}

,

M0
3(v) =

{

(

λ1 0
0 λ2

)

, λ1 > 0, λ2 ∈ [0, 1 − v2]
}

.

Поэтому

λ∗
1(v) = min{1 + v1, 1 + v2}, λ∗

2(v) = min{1− v1, 1 + v2},
λ∗
3(v) = 1− v2, δ0 = min

v
max

l
λ∗
l (v) > 0.

Пусть убегающий E использует постоянное управление v0 = (1, 1). Фиксируем λ1 > 0. Тогда на
первом шаге преследователи Pi, i ∈ I, выбирают свои управления ui так, чтобы выполнялись
равенства

ui − v = −L∗
i (v0)z

0
i , где

L∗
1(v0) =

(

2 0
0 2

)

, L∗
2(v0) =

(

0 0
0 2

)

, L∗
3(v0) =

(

λ1 0
0 0

)

.
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Получаем

z1(t) =
(

1− 2t, 3e−t − 2
)

, z2(t) =
(

−1, 2e−2t − 1
)

, z3(t) =
(

0,−3e−3t
)

.

В момент T1 = ln
√
2 имеем z22(T1) = 0. На втором шаге (начиная с момента T1) преследователи

Pi, i ∈ I, выбирают свои управления так, чтобы выполнялись равенства

ui − v = −L∗
i (v0)z

0
i , где

L∗
1(v0) =

(

2 0
0 2

)

, L∗
2(v0) =

(

0 0
0 0

)

, L∗
3(v0) =

(

λ1 0
0 0

)

.

Получаем

z1(t) =
(

1− 2t, 3e−t − 2
)

, z2(t) =
(

−1, 0
)

, z3(t) =
(

0,−3e−3t
)

.

В момент T2 = ln
3

2
имеем z12(T2) = 0. На третьем шаге (начиная с момента T2) преследователи

Pi, i ∈ I, выбирают свои управления так, чтобы были справедливы равенства

ui − v = −L∗
i (v0)z

0
i , где

L∗
1(v0) =

(

2 0
0 0

)

, L∗
2(v0) =

(

0 0
0 0

)

, L∗
3(v0) =

(

λ1 0
0 0

)

.

Выводим
z1(t) =

(

1− 2t, 0
)

, z2(t) =
(

−1, 0
)

, z3(t) =
(

0,−3e−3t
)

.

В момент T3 =
1

2
имеем z11(T3) = 0. Следовательно, в момент T3 происходит поимка убегаю-

щего E. Отметим, что использование в данном примере скалярных разрешающих функций не
позволяет получить поимку.

Приведем теперь условия на параметры игры, при которых поимка гарантирована при
использовании скалярных разрешающих функций.

Предположение 5. В системе (1.1) матрицы Ai имеют вид Ai = aiE, ai 6 0, i ∈ I,
E — единичная матрица и

δ0 = min
v∈V

max
Λ∈Ω(m)

min
l∈Λ

µl(v) > 0,

где µl(v) = sup{µ > 0: − µz0l ∈ Ul − v}.

Теорема 3. Пусть выполнены предположения 1, 5. Тогда в игре Γ(n) происходит m-

кратная поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы может быть проведено по схеме, приведенной
при доказательстве теоремы 1.

Следствие 1. Пусть в системе (1.1) матрицы Ai имеют вид Ai = aiE, ai 6 0, i ∈ I,
E — единичная матрица, Ui = V для всех i ∈ I, V — строго выпуклый компакт с гладкой

границей и

0 ∈
⋂

Λ∈Ω(n−m+1)

Int co{z0l , l ∈ Λ}, (2.4)

где IntA, coA обозначают соответственно внутренность и выпуклую оболочку множества A.
Тогда в игре Γ(n) происходит m-кратная поимка.

Действительно, в этом случае из условия (2.4) следует, что δ0 > 0 [14].
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3. Задача о поимке заданного числа убегающих

В пространстве R
k(k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n, p) n + p лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и p убегающих E1, . . . , Ep, описываемая системой вида

żis = Azis + ui − vs, zis(0) = z0is, ui ∈ Ui, vs ∈ Vs.

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, s ∈ I1 = {1, . . . , p}, zis, ui, vs ∈ R
k, Ui, Vs — компакты R

k, A —
постоянная квадратная матрица порядка k × k. Считаем, что z0is 6= 0 для всех i ∈ I, s ∈ I1.
Обозначим z0 = {z0is, i ∈ I, s ∈ I1} — вектор начальных позиций.

Цель группы преследователей — осуществить поимку не менее чем q убегающих, причем
каждого убегающего должны поймать не менее чем m преследователей (m > 1, 1 6 q 6 p) при
условии, что сначала убегающие выбирают свои управления сразу на [0,∞), а затем пре-
следователи на основе информации о выборе убегающих выбирают свои управления, и, кро-
ме того, каждый преследователь может поймать не более одного убегающего. Считаем, что
n > mq, p > q.

Измеримая функция vs(s ∈ I1) : [0,∞) → Vs называется допустимой.

О п р е д е л е н и е 3. В игре Γ(n, p) происходит m-кратная поимка (при m = 1 поим-

ка) не менее q убегающих, если существует T > t0, при котором для любой совокупности
допустимых управлений vs(t), t ∈ [0,∞), s ∈ I1, убегающих найдутся допустимые управле-
ния преследователей ui(t) = ui(t, z

0
is, vs(t), t ∈ [0,∞), s ∈ I1), i ∈ I, обладающие следующим

свойством: cуществуют множества

M ⊂ I1, |M | = q, {Nα, α ∈ M}, Nα ⊂ I, |Nα| = m для всех α ∈ M,

Nα ∩Nβ = ∅ для всех α 6= β,

такие, что группа преследователей {Pα, α ∈ Nβ} не позднее момента T осуществляет m-
кратную поимку убегающего Eβ , причем если преследователь Pα ловит убегающего Eβ, то
остальные убегающие считаются им не пойманными.

Предположение 6. Для всех i ∈ I, s ∈ I1 верно 0 ∈ ⋂

v∈Vs

(

Ui − v
)

.

Предположение 7. A — диагональная матрица вида

A =









a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ak









, причем aj 6 0 для всех j = 1, . . . , k.

Введем многозначные отображения

Ms
i (v) =

{

Ls
i : L

s
i > 0,−Ls

i z
0
is ∈

(

Ui − v
)}

(v ∈ Vs), Ls
i = diag(λs

i1, . . . , λ
s
ik).

В силу предположения 4 для всех i ∈ I, s ∈ I1, v ∈ Vs множества Ms
i (v) не пусты, 0 ∈ Ms

i (v).
Определим далее функции λi(v) вида

λ
s

i (v) = sup
Ls
i∈M

s
i (v)

min
j

λs
ij(v). (3.1)

В предположении, что в (3.1) точная верхняя грань достигается, определим множества

Ms

i (v) =
{

Ls
i (v) ∈ Ms

i (v) : λ
s

i (v) = min
j

λs
ij(v)

}

.
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Пусть далее λ̃s
i (v) — измеримый селектор Ms

i (v). Обозначим

Ωl(K) = {(i1, . . . , il) : i1, . . . , il ∈ K и попарно различны},

где K — конечное подмножество множества натуральных чисел, и определим

δN (s) = min
v∈Vs

max
Λ∈Ωm(N)

min
l∈Λ

λ̃s
l (v).

Предположение 8. Для любых s ∈ I1, v ∈ Vs, l ∈ I, J0 ⊂ J селекторы Bs
l (v) =

diag(βs
l1(v), . . . , β

s
lk(v)) вида

βlj(v) =

{

λ̃s
lj(v), j ∈ J0,

0, j /∈ J0

удовлетворяют условию Bs
l (v) ∈ Ms

l (v).

Теорема 4. Пусть выполнены предположения 6, 7, 8, и для каждого r ∈ {0, . . . , q − 1}
выполнено следующее условие: для любого множества N ⊂ I, |N | = n − rm найдется мно-

жество M ⊂ I1, |M | = m − r такое, что δN (s) > 0 для всех s ∈ M. Тогда в игре Γ(n, p)
происходит m-кратная поимка не менее q убегающих.

Д о к а з а т е л ь с т в о данной теоремы может быть проведено по схеме, приведенной
при доказательстве теоремы 4.1 [14].
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