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Линейные управляемые объекты интенсивно изучаются в современной теории управления. Важной

динамической характеристикой таких объектов являются их множества достижимости. Например с по-

мощью этих множеств в теории оптимального управления ставятся интересные для приложений задачи.

Зная множества достижимости в различные моменты времени, можно грубо оценить динамические воз-

можности изучаемого управляемого объекта. Отметим, что при отсутствии фазовых ограничений для

вычисления этих множеств эффективным является аппарат опорных функций. При наличии же фазовых

ограничений все становится сложнее. В статье развивается метод приближенного вычисления множеств

достижимости для линейных управляемых объектов при наличии фазовых ограничений. Обосновыва-

ется сходимость этих приближений к искомому множеству достижимости в смысле метрики Хаусдорфа.

Предполагается выпуклость и компактность фазового ограничения и множества, ограничивающего управ-

ления. Для построения приближений используются известная формула Коши и разбиения отрезка [0, T ],
на котором происходит движение, с равномерным шагом. При некотором усилении требований получена

оценка скорости сходимости приближений к искомому множеству.
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Linear controlled objects are intensively studied in modern control theory. An important dynamic characteris-

tic of such objects is their reachable sets. For example, these sets are used in optimal control theory to formulate

problems that are interesting for applications. Knowing reachable sets at different times, one can roughly

estimate the dynamic capabilities of the controlled object under study. Note that in the absence of state

constraints, the techniques of support functions are effective for calculating these sets. Under state constraints,

the calculation becomes more complicated. We develop a method for the approximate calculation of reachable

sets for linear controlled objects under constraints. The convergence of these approximations to the desired

reachable set in the sense of the Hausdorff metric is proved. It is assumed that the state constraint and the set

constraining the control are convex and compact. To construct approximations, we use the Cauchy formula and

a uniform partition of the interval [0, T ] on which the motion occurs. An estimate for the rate of convergence

of approximations to the required set is obtained under some additional assumptions.
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1. Введение

Управляемые процессы при наличии фазовых ограничений являются важным объектом
изучения в математической теории оптимального управления (см., например, [1–4] и др.).
Наличие фазовых ограничений существенно усложняет изучение соответствующих оптими-
зационных задач. Отметим, что важной характеристикой управляемого процесса являются
его множества достижимости (см., например, [3; 4]). Для линейных управляемых объектов
при отсутствии фазовых ограничений была развита теория, позволяющая эффективно вычис-
лять множества достижимости с помощью аппарата опорных функций (см., например, [4]).
Для линейных управляемых объектов при наличии фазовых ограничений конструктивное вы-
числение множеств достижимости представляет значительные трудности.
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Настоящая работа посвящена приближенному вычислению множеств достижимости для
линейных управляемых объектов при наличии выпуклого фазового ограничения и выпуклости
компакта P , ограничивающего векторное управление u.

2. Основная часть

Рассмотрим линейный управляемый объект вида (см. [1–4])

ẋ = Ax+Bu, (1)

где x ∈ R
n (n > 1), u ∈ R

p (p > 1), A, B — матрицы размерности n× n, n× p соответственно,
причем u ∈ P — выпуклому компакту из R

p. Символом R
k, где k > 1, условимся обозначать

евклидово арифметическое пространство, элементами которого являются упорядоченные на-
боры из k чисел, записываемые в виде столбцов. Скалярное произведение векторов x, y из R

k

〈x, y〉 и длина вектора x ∈ R
k : |x| в R

k вводятся стандартным образом.

Для управляемого объекта (1) фиксированы фазовое ограничение G ⊂ R
n, начальное усло-

вие x(0) = x0 ∈ G и момент времени T > 0, причем G — непустой выпуклый компакт. Рассмат-
риваются всевозможные измеримые по Лебегу функции u(t) ∈ P , t ∈ ∆ = [0, T ], называемые
допустимыми управлениями. Обозначим через U множество таких функций. Каждому допу-
стимому управлению u(·) и начальному условию x(0) = x0 отвечает абсолютно непрерывное
решение x(t, u(·), x0), t ∈ ∆, уравнения (1). Нас будут интересовать только такие u(·) ∈ U , для
которых x(t, u(·), x0) ∈ G при всех t ∈ ∆. Множество таких управлений обозначим W . В общем
случае множество W может оказаться пустым. В дальнейшем предполагается, что W 6= ∅.
Множество достижимости D(T, x0) для рассматриваемого управляемого объекта определим
формулой

D(T, x0) =
⋃

u(·)∈W

x(T, u(·), x0). (2)

Напомним, что при u(·) ∈ U для соответствующего решения x(t) = x(t, u(·), x0), t ∈ ∆, спра-
ведлива формула Коши вида

x(t) = etAx0 +

t∫

0

e(t−s)ABu(s) ds, (3)

где etA — экспоненциал матрицы tA, а интеграл понимается в смысле Лебега. С помощью этой
формулы, используя выпуклость множеств P , G, нетрудно обосновать выпуклость множества
D(T, x0) (см. (2)). Используя слабую компактность множества U в гильбертовом пространстве
Lp
2[0, T ] (см. [2]), замкнутость множества G и формулу (3), можно обосновать, что множество

достижимости D(T, x0) — выпуклый компакт. Мы будем заниматься проблемой приближен-
ного в смысле метрики Хаусдорфа вычисления выпуклого компакта D(T, x0).

Разобьем отрезок ∆ на N равных частей (N > 1) точками

ti = ih,

где i = 0, . . . , N , h = T/N . Обозначим

E(h,K) =
⋃

u(·)∈Uh,y∈K

x(h, u(·), y), (4)

где h > 0, K — произвольный непустой компакт из R
n, символом Uh обозначено множество

измеримых функций u(t) ∈ P при t ∈ [0, h], символом x(t, u(·), y) обозначается решение урав-
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нения (1), соответствующее управлению u(·) ∈ Uh и начальному условию x(0) = y. Для мно-
жества E(h,K) (см. (4)) с помощью формулы (3) можно обосновать формулу

E(h,K) = ehAK +

h∫

0

erABP dr, (5)

где “+” означает алгебраическое сложение множеств, а интеграл от многозначного отображе-
ния erABP по отрезку [0, h] понимается в смысле теории многозначных отображений (см. [4]).
Отметим, что в случае выпуклости компакта K множество E(h,K) (см. (5)) является выпук-
лым компактом. Для дальнейшего нам будет полезна следующая цепочка множеств Fi:

F0 = {x0},

(6)
Fi+1 = E(h, Fi) ∩G,

где h = T/N , i = 0, . . . , N−1. Можно показать с помощью формулы Коши (3), что при сделан-
ных выше предположениях все множества Fi, i = 0, . . . , N , являются непустыми выпуклыми
компактами. Нас будет интересовать множество FN как некоторая аппроксимация исследуе-
мого множества D(T, x0) при N → +∞.

Рассмотрим произвольное управление ũ(·) ∈W . Тогда для решения x̃(t) = x(t, ũ(·), x0) при
t ∈ ∆ выполняются включения

x̃(t) ∈ G.

Можно показать с помощью формулы Коши (3), что при i = 0, . . . , N также будут выполняться
включения

x̃(ti) ∈ Fi,

i = 0, . . . , N , и, в частности, x̃(T ) ∈ FN . Из определения множества D(T, x0) (см. (2)) и из
включения x̃(T ) ∈ FN вытекает включение

D(T, x0) ⊂ FN . (7)

В дальнейшем нам будут полезны следующие определения.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть X,Y — непустые компакты из R
n. Хаусдорфово расстояние

h(X,Y ) определяется как наименьшее из ε > 0, при которых одновременно выполняются
включения

X ⊂ Y + Sε, Y ⊂ X + Sε, (8)

где Sε = {x ∈ R
n : |x| 6 ε}.

О п р е д е л е н и е 2. Опорная функция c(X,ψ) непустого компакта X ⊂ R
n при ψ ∈ R

n

определяется формулой
c(X,ψ) = max

x∈X
〈x, ψ〉.

Отметим, что свойства опорных функций обстоятельно изложены в [4].

Целью настоящего исследования — обоснование сходимости выпуклых компактов FN к вы-
пуклому компакту D(T, x0) при N → +∞ в метрике Хаусдорфа и получение некоторой оцен-
ки сверху скорости этой сходимости при некотором добавочном предположении относительно
управляемого объекта (1), вектора x0 и множества G.

Обозначим через UN множество таких û(·) ∈ U , для которых выполняются включения

x(ti, û(·), x0) ∈ Fi,

где i = 0, . . . , N . Отметим, что из формул (6) при i = 0, . . . , N и включения û(·) ∈ UN следуют
соотношения

x(ti, û(·), x0) ∈ G, (9)



Линейные управляемые объекты с фазовыми ограничениями 165

где i = 0, . . . , N . Можно обосновать с помощью формул (3)–(6), что для множества FN спра-
ведлива формула

FN =
⋃

û(·)∈UN

x(T, û(·), x0)). (10)

Используя компактность множества G и формулы (3), (9), можно доказать, что при t ∈ ∆ для
произвольного û(·) ∈ UN выполняется неравенство

ρ(x(t, û(·), x0), G) 6 ch, (11)

где константа c > 0, h = T/N ; величина ρ(y,G) при y ∈ R
n определяется формулой

ρ(y,G) = min
z∈G

|y − z|,

причем константа c не зависит от N . Из соотношения (11) вытекает при t ∈ ∆ включение

x(t, û(·), x0) ∈ G+ Sch,

где “+” означает алгебраическое сложение множеств,

Sch = {x ∈ R
n : |x| 6 ch},

c > 0, h = T/N.

Отметим, что справедливо включение

W ⊂ UN .

Теорема 1. При N → +∞ последовательность выпуклых компактов FN (см.(6), (10))
стремится к выпуклому компакту D(T, x0) в смысле метрики Хаусдорфа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем некоторое положительное ε. C учетом соотноше-
ний (7), (8) для наших целей достаточно убедиться, что при достаточно больших N будет
выполняться включение

FN ⊂ D(T, x0) + Sε.

Допустим, что это обстоятельство не имеет места. Тогда существует такая бесконечная под-
последовательность Nk → +∞, что

FNk
6⊂ D(T, x0) + Sε.

Отсюда вытекает, что для некоторой последовательности управлений ûNk
∈ UNk

выполняется
соотношение

x(T, ûNk
(·), x0) /∈ D(T, x0) + Sε. (12)

Используем теперь слабую компактность множества U в гильбертовом пространстве Lp
2[0, T ]

(см. [2]). Переходя, если надо, к подпоследовательности, и производя соответствующую пере-
нумерацию, можем считать, что последовательность ûNk

(·) при Nk → +∞ слабо сходится в
смысле указанного гильбертова пространства к некоторому управлению u0(·), которое при-
надлежит множеству U , и при этом последовательность функций x(t, ûNk

(·), x0) стремится
равномерно на отрезке [0, T ] к функции x(t, u0(·), x0). Используя соотношения (11), можно по-
казать, что x(T, u0(·), x0) ∈ D(T, x0). Но это включение, на основании сказанного, вступает в
противоречие с соотношением (12). Мы пришли к противоречию со сделанным предположе-
нием.

Теорема доказана.
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Для приложений полезно иметь оценку скорости сходимости последовательности FN , N =
1, 2, . . . , к D(T, x0) в метрике Хаусдорфа. Такого рода оценку удается получить, если выпол-
нено следующее

Предположение. Существуют такое управление u(·) ∈ W и такая константа α > 0,
что при t ∈ ∆ выполняется включение

x(t, u(·), x0) + Sα ⊂ G.

Теорема 2. При этом предположении при N → +∞ хаусдорфово расстояние между

выпуклыми компактами FN и D(T, x0) можно оценить сверху величиной c1/N , где c1 —

некоторая положительная константа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом соотношений (7), (8) для наших целей достаточно
убедиться, что при N > 1 будет выполняться включение

FN ⊂ D(T, x0) + (c2/N)S1,

где c2 — некоторая неотрицательная константа, не зависящая от N . Тогда в качестве кон-
станты c1 можно будет взять константу c2. Фиксируем некоторое N > 1 и рассмотрим неко-
торое управление û(·) из множества UN . Этому управлению соответствует решение x̂(t) =
x(t, û(·), x0), а управлению u(·) — решение x(t) = x(t, u(·), x0). Рассмотрим также управление

uβ(t) = βu(t) + (1− β)û(t) (13)

на ∆, где число β ∈ [0, 1]. Из выпуклости множества P cледует, что uβ(·) ∈ U . Управле-
нию uβ(t) соответствует решение xβ(t, x0), причем в силу формулы Коши (см. (3)) при t ∈ ∆
имеет место равенство

xβ(t) = βx(t) + (1− β)x̂(t). (14)

Так как управление û(·) принадлежит множеству UN , то при t ∈ ∆ имеет место неравен-
ство (11). Прибавим алгебраически шар βSα к обеим частям равенства (14). C помощью пред-
положения и соотношения (11) получаем при t ∈ ∆ включение

xβ(t) + βSα ⊂ βG+ (1− β)(G+ Sch). (15)

Учитывая, что βG+ (1− β)G = G, из (15) при t ∈ ∆ имеем

xβ(t) + βSα ⊂ G+ (1− β)Sch, (16)

где h = T/N . С помощью аппарата опорных функций (см. [4]) из включения (16) при t ∈ ∆
получаем неравенство

〈xβ(t), ψ〉 + βα|ψ| 6 c(G,ψ) + (1− β)ch|ψ|,

где ψ — произвольный вектор из R
n.

До сих пор число β было произвольным числом из отрезка [0, 1]. Рассмотрим следующее
уравнение относительно величины β:

βα = (1− β)ch. (17)

Его решением является величина
βh = ch/(α + ch). (18)

Отметим, что величина βh ∈ [0, 1]. Из соотношений (14)–(18) при t ∈ ∆ и ψ ∈ R
n получаем

неравенство
〈xβh

(t), ψ〉 6 c(G,ψ).
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Отсюда, используя выпуклость компакта G, с помощью аппарата опорных функций (см. [4])
имеем, что при t ∈ ∆

xβh
(t) ∈ G. (19)

Из формулы (14) мы выводим следующее соотношение:

xβh
(T )− x̂(T ) = βh(x(T )− x̂(T )). (20)

С помощью формулы Коши (3) при произвольном u(·) ∈ U нетрудно обосновать неравен-
ство

|x(T, u(·), x0)| 6 c3, (21)

где c3 — некоторая положительная конструктивно вычислимая константа. С помощью нера-
венства (21) из соотношения (20) получаем важное неравенство

|xβh
(T )− x̂(T )| 6 2c3βh. (22)

Отметим, что в силу произвольности выбора управления û(·) из UN в (22) векторы x̂(T ) за-
метают все множество FN . Отсюда и из соотношений (11), (18), (19), h = T/N получаем
включения

FN ⊂ D(T, x0) + 2c3βhS1 ⊂ D(T, x0) + (2cc3T/Nα)S1.

Теперь, полагая c2 = 2cc3T/α, мы получаем искомое включение при N > 1.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Отметим, что управление вида (13) ранее использовалось в [2, с. 927–930]
при доказательстве теоремы 1, которая посвящена численному методу приближенного реше-
ния линейных задач управления с терминальным функционалом при наличии фазового огра-
ничения.
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