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В статье исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и граничного управ-
лений при оптимизации колебательных процессов, описываемых интегро-дифференциальными уравне-
ниями в частных производных с интегральным оператором Фредгольма. Функции внешнего и гранич-
ного воздействий нелинейны относительно управлений. Для функционала Беллмана получено интегро-
дифференциальное уравнение специфического вида и найдена структура его решения, которая позволяет
это уравнение представить в виде системы двух уравнений, имеющих более простой вид. Описан алго-
ритм построения решения задачи синтеза распределенного и граничного управлений, изложена процедура
определения управлений как функции (функционала) от состояния управляемого процесса.
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Введение

Методы теории оптимального управления системами с распределенными параметрами,
в частности, методы построения управления в виде программы или синтеза, все более про-
никают в различные области науки и отрасли производства. Об этом свидетельствует боль-
шой поток исследований задач оптимального управления в частных производных [1–8]. Ма-
тематическая модель многих прикладных задач предполагает исследование интегро-диффе-
ренциальных уравнений в частных производных с интегральным оператором Фредгольма
или Вольтерра [9–11]. Исследования задач управления процессами, описываемыми интегро-
дифференциальными уравнениями в частных производных гиперболического или параболи-
ческого типов, проводились в работах [12–18], где были разработаны методы и алгоритмы
построения оптимального управления в виде программы. Разработан алгоритм построения
полного решения задачи нелинейной оптимизации и доказана сходимость его приближений по
оптимальному управлению, оптимальному процессу и функционалу. Установлено, что наличие
интегрального оператора существенно влияет на процедуру построения приближения полного
решения, в частности, приводит к необходимости исследования сходимости приближений по
“резольвенте” как для оптимального процесса, так и для функционала.



О разрешимости задачи синтеза распределенного и граничного управлений 129

Решение задачи синтеза для управляемых систем с распределенными параметрами стало
возможным после появления работы А.И.Егорова [4], где была изложена процедура вывода
функционального уравнения типа Беллмана на примере управления тепловыми процессами.
При этом им были использованы определение обобщенного решения краевой задачи управля-
емого процесса и дифференциал Фреше для функционала Беллмана.

Для управляемых процессов, описываемых уравнениями в частных производных, первые
исследования начались в работах [5; 6] и получили дальнейшее развитие, например, в рабо-
тах [7; 8]. Однако изучение задачи синтеза по схеме Беллмана — Егорова для управляемых
процессов, описываемых интегро-дифференциальными уравнениями в частных производных,
почти не проводилось. По-видимому, это было связано с интегральным оператором, присут-
ствие которого усложняло вопросы разрешимости уравнения типа Беллмана. В работе [19]
была предложена структура решения уравнения типа Беллмана, согласно которой это урав-
нение распадается на два.

В данной статье исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и
граничного управлений при оптимизации колебательных процессов, описываемых линейными
интегро-дифференциальными уравнениями в частных производных с интегральным опера-
тором Фредгольма в случае, когда функции внешнего и граничного воздействий нелинейны
относительно функции управления. Исследование проводилось по схеме Беллмана — Егоро-
ва [4; 20], и было проверено, что структура решения, предложенная в работе [19], позволяет
преобразовать уравнения типа Беллмана к системе двух уравнений. Таким образом устанавли-
вается, что найденная структура обладает свойством универсальности и оказывается полезной
при исследовании задачи синтеза для управляемых процессов, описываемых интегро-диффе-
ренциальными уравнениями в частных производных.

1. Постановка задачи синтеза

Рассмотрим управляемый колебательный процесс, описываемый краевой задачей

vtt −Av = λ

T
∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)], x ∈ Q, 0 < t < T, (1.1)

v(0, x) = ψ1(x), vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q, (1.2)

Γv(t, x) ≡
n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x) cos(ν, xi) + a(x)v(t, x) = p[t, x, ϑ(t, x)], x ∈ γ, 0 < t < T. (1.3)

Здесь A — эллиптический оператор

Av(t, x) =
n
∑

i,k=1

(aikvxk
(t, x))xi

− c(x)v(t, x), (1.4)

Q — область пространства R
n, ограниченная кусочно-гладкой кривой γ; QT = Q × [0, T );

функции K(t, τ) ∈ H(D), D = {0 ≤ t, τ ≤ T}, ψ1(x) ∈ H1(Q), ψ2(x) ∈ H(Q), aik(x),
a(x) ≥ 0, c(x) ≥ 0 считаются известными; ν — вектор нормали, выходящий из точки x ∈ γ;
f [t, x, u(t, x)] ∈ H(QT ) ∀ распределенного управления u(t, x) ∈ H(QT ), p[t, x, ϑ(t, x)] ∈ H(γT )
∀ граничного управления ϑ(t, x) ∈ H(γT ), γT = γ × (0, T ). При этом a(x) и c(x) — измеримые
функции; H(Y ) — гильбертово пространство квадратично суммируемых функций, определен-
ных на множестве Y ; H1(Y ) — пространство Соболева первого порядка; λ — параметр; T —
фиксированный момент времени. Относительно функций внешнего и граничного воздействий
будем считать, что

fu[t, x, u(t, x)] 6= 0 ∀(t, x) ∈ QT ; pϑ[t, x, ϑ(t, x)] 6= 0 ∀(t, x) ∈ γT , (1.5)
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т. е. они монотонные по функциональной переменной.
В задаче синтеза требуется найти такие управления u0(t, x) ∈ H(QT ) и ϑ0(t, x) ∈ H(γT ),

которые минимизируют интегральный квадратичный функционал

J [u(t, x), ϑ(t, x)] =

∫

Q

[

(v(T, x)− ξ1(x))
2 + (vt(T, x)− ξ2(x))

2
]

dx

+

T
∫

0

(

α

∫

Q

M2[t, x, u(t, x)]dx + β

∫

γ

N2[t, x, ϑ(t, x)]dx

)

dt, α, β > 0, (1.6)

определенный на множестве обобщенных решений краевой задачи (1.1)–(1.5). Здесь ξ1(x) ∈
H(Q); ξ2(x) ∈ H(Q);M [t, x, u(t, x)] ∈ H(QT ) ∀u(t, x) ∈ H(QT ), N [t, x, ϑ(t, x)] ∈ H(γT ) ∀ϑ(t, x) ∈
H(γT ) — заданные функции. При этом искомые управления u0(t, x) и ϑ0(t, x) следует находить
как функцию (функционал) от состояния управляемого процесса, т. е. в виде

u0(t, x) = u[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ QT ,

ϑ0(t, x) = ϑ[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ γT .

Заметим, что согласно условиям (1.5) устанавливается взаимно-однозначное соответствие
между элементами пространства управлений {[u(t, x), ϑ(t, x)]} и пространства состояний управ-
ляемого процесса {v(t, x)}.

2. Обобщенное решение краевой задачи

Как известно [11; 21], при исследовании прикладных задач управления целесообразно ис-
пользовать понятие обобщенного решения краевой задачи.

О п р е д е л е н и е. Под обобщенным решением краевой задачи (1.1)–(1.5) понимается
функция v(t, x) ∈ H(QT ), которая вместе с обобщенными производными vt(t, x) и vxi

(t, x)
удовлетворяет интегральному тождеству

∫

Q

(vt(t, x)φ(t, x))
t2
t1
dx =

t2
∫

t1

{
∫

Q

[

vt(t, x)φt(t, x)−
n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)φxi

(t, x)− c(x)v(t, x)φ(t, x)

+
(

λ

T
∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)]
)

φ(t, x)

]

dx

+

∫

γ

(

p[t, x, ϑ(t, x)] − a(x)v(t, x)
)

φ(t, x)dx

}

dt (2.1)

при любых t1 и t2 (0 < t1 ≤ t ≤ t2 ≤ T ) и для любой функции φ(t, x) ∈ H1(QT ), а также
начальным условиям в слабом смысле, т. е. равенства

lim
t→0

∫

Q

(v(t, x)− ψ1(x))φ0(x)dx = 0, lim
t→0

∫

Q

(vt(t, x) − ψ1(x))φ1(x)dx = 0

выполняются для любых функций φ0(x) ∈ H(Q) и φ1(x) ∈ H(Q).

Теорема 1. Краевая задача (1.1)–(1.5) при каждой паре управлений

{u(t, x), ϑ(t, x) ∈ H(QT )×H(γT )}

имеет единственное обобщенное решение V (t, x) ∈ H1(QT ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно методике работы [21], если провести аналогичные вы-
числения, нетрудно убедиться в справедливости утверждения теоремы. Здесь приводим лишь
основные понятия и формулы, справедливость которых доказана в работах [14; 15].

Решение краевой задачи (1.1)–(1.5) ищем в виде

v(t, x) =

∞
∑

n=1

vn(t)zn(x), vn(t) =

∫

Q

v(t, x)zn(x)dx, (2.2)

где zn(x) при каждом n = 1, 2, 3, . . . определяется как обобщенная собственная функция крае-
вой задачи [21]

Bn[φ(t, x), zj(x)] ≡
∫

Q

(

n
∑

i,k=1

aik(x)φxk
(t, x)zjxi + c(x)zj(x)φ(t, x)

)

dx

+

∫

γ

a(x)zj(x)φ(t, x)dx = λ2j

∫

Q

φ(t, x)zj(x)dx,

Γzj(x) = 0, x ∈ γ, 0 < t < T, j = 1, 2, 3, . . . . (2.3)

Система функций {zj} в совокупности образует полную ортонормированную систему в гиль-
бертовом пространстве H(Q), а соответствующие собственные значения λn удовлетворяют
условиям

λn ≤ λn+1, n = 1, 2, 3, . . . , lim
n→∞

λn = ∞.

Используя подход Лиувилля, коэффициент Фурье vn(t) при каждом фиксированном n =
1, 2, 3, . . . находим как решение линейного интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода вида

vn(t) = λ

T
∫

0

Kn(t, s)vn(s)ds+ an(t), (2.4)

где

Kn(t, s) =
1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)K(τ, s)dτ, Kn(0, s) = 0, n = 1, 2, 3, . . . ,

an(t) = ψ1n cos λnt+
1

λn
ψ2n sinλnt+

1

λn

t
∫

0

sinλn(t− τ)(fn[τ, u] + pn[τ, ϑ])dτ, (2.5)

fn[τ, u] =

∫

Q

f [τ, x, u(τ, x)]zn(x)dx, pn[τ, ϑ] =

∫

γ

p[τ, x, ϑ(τ, x)]zn(x)dx. (2.6)

Решение интегрального уравнения (2.4) находим по формуле [22]

vn(t) = λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ)an(s)ds + an(t), (2.7)

где Rn(t, s, λ) — резольвента ядра Kn(t, s). Резольвента при любом n = 1, 2, 3, . . . является
непрерывной функцией [14;15] для значений параметра λ, удовлетворяющих оценке

|λ| < λ1

T
√
K0

. (2.8)
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Здесь

K0 =

T
∫

0

T
∫

0

K2(t, τ)dτdt,

T
∫

0

Rn(t, s, λ)ds ≤
K0T

(λn − |λ|T
√
K0)2

. (2.9)

Дифференцируя по t формальное решение краевой задачи (1.1)–(1.5)

v(t, x) =
∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

Rn(t, s, λ)an(s)ds+ an(t)

)

zn(x), (2.10)

получим ряд

vt(t, x) =

∞
∑

n=1

(

λ

T
∫

0

R′

nt(t, s, λ)an(s)ds+ a′n(t)

)

zn(x).

Учитывая (2.5)–(2.9) и неравенство

T
∫

0

R2
nt(t, s, λ)ds ≤

TK0λ
2
n

(λn − |λ|T
√
K0)2

,

непосредственными вычислениями можно доказать, что v(t, x) ∈ H(QT ) и vt(t, x) ∈ H(QT )
[14; 15]. Таким образом, обобщенное решение определяется формулой (2.10).

3. О разрешимости задачи синтеза

Для функционала (1.6) определяем функционал Беллмана в виде

S[t, x, ω(t, x)] = min
u∈U,ϑ∈V

{

T
∫

t

(

α

∫

Q

M2[τ, x, u(τ, x)]dx + β

∫

γ

N2[τ, x, ϑ(τ, x)]dx

)

dτ

+

∫

Q

‖ ω(T, x)− ξ(x) ‖2 dx
}

. (3.1)

Здесь ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)} — вектор-функция состояния; ξ(x) = {ξ1(x), ξ2(x)} — вектор-
функция желаемого состояния управляемого процесса в момент времени T ; ‖ . ‖ — норма век-
тора; U — множество допустимых значений управления u(t, x), (t, x) ∈ QT ; V — множество
допустимых значений управления ϑ(t, x), (t, x) ∈ γT .

Согласно схеме Беллмана — Егорова [4; 20], предполагая, что S[t, x;ω(t, x)] как функция
дифференцируема по t и как функционал дифференцируема по Фреше, перепишем (3.1) в
виде

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

∆t = min
u∈U,ϑ∈V

{

t+∆t
∫

t

(

α

∫

Q

M2[τ, x, u(τ, x)]dx + β

∫

γ

N2[τ, x, ϑ(τ, x)]dx

)

dτ

+ ds[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)] + o(∆t) + δ[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)]

}

, (3.2)
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где ∆ω(t, x) = ω[t+∆t, x]− ω[t, x], ds[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)] — дифференциал Фреше, а o(∆t) и
δ[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)] — бесконечно малые величины относительно ∆t.

Поскольку дифференциал Фреше относительно ∆ω(t, x) ∈ H2(QT ) = H(QT ) × H(QT )
∀(t, x) ∈ QT является линейным функционалом, то имеет место равенство

ds[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)] =

∫

Q

m∗(t, x)∆ω(t, x)dx

≡
∫

Q

(

m1(t, x)∆v(t, x) +m2(t, x)∆vt(t, x)
)

dx, (3.3)

где символ * — знак транспонирования; вектор-функция m(t, x) = {m1(t, x),m2(t, x)} является
градиентом функционала S[t, x, ω(t, x)] и принадлежит пространству H2(QT ) почти при всех
(t, x) ∈ QT . Заметим, что m(t, x) определяется в зависимости от функционала S[t, x, ω(t, x)],
т. е.

m(t, x) = m(t, x, S[t, x, ω(t, x)]). (3.4)

Легко проверить, что справедливо тождество

∫

Q

m∗(t, x)∆ω(t, x)dx =

∫

Q

(

m2(t, x)vt(t, x)
)t+∆t

t
dx

+

∫

Q

m1(t, x)∆v(t, x)dx −
∫

Q

∆m2(t, x)vt(t+∆t, x)dx. (3.5)

С учетом соотношений (3.3)–(3.5) равенство (3.2) перепишем в виде

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

∆t = min
u∈U,ϑ∈V

{

t+∆t
∫

t

(

α

∫

Q

M2[τ, x, u(τ, x)]dx + β

∫

γ

N2[τ, x, ϑ(τ, x)]dx

)

dτ

+

∫

Q

(

m2(τ, x)vt(τ, x)
)t+∆t

t
dx+

∫

Q

(

m1(t, x)∆v(t, x) −∆m2(t, x)vt(t+∆t, x)
)

dx

+ o(∆t) + δ[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)]

}

. (3.6)

Пусть m2(t, x) ∈ H1(QT ). Тогда в интегральном тождестве (2.1), полагая φ(t, x) ≡ m2(t, x)
и t1 = t, t2 = t+∆t, имеем

∫

Q

(m2(τ, x)vt(τ, x))
t+∆t
t dt

≡
t+∆t
∫

t

{
∫

Q

[

m2t(τ, x)vt(τ, x)−
n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(τ, x)m2xi

(τ, x) − c(x)v(τ, x)m2(τ, x)

+
(

λ

T
∫

0

K(τ, σ)v(σ, x)dσ + f [τ, x, u(τ, x)]
)

m2(τ, x)

]

dx

+

∫

γ

(

p[τ, x, ϑ(τ, x)] − a(x)v(τ, x)
)

m2(τ, x)dx

}

dτ.
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С учетом этого тождества равенство (3.6) представим в виде

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

= min
u∈U,ϑ∈V

{

1

∆t

t+∆t
∫

t

(

α

∫

Q

M2[τ, x, u(τ, x)]dx + β

∫

γ

N2[τ, x, ϑ(τ, x)]dx

)

dτ

+
1

∆t

t+∆t
∫

t

[

∫

Q

(

m2t(τ, x)vt(τ, x)−
n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(τ, x)m2xi

(τ, x)− c(x)v(τ, x)m2(τ, x)

+
(

λ

T
∫

0

K(τ, σ)v(σ, x)dσ + f [τ, x, u(τ, x)]
)

m2(τ, x)

)

dx

+

∫

γ

(

p[τ, x, ϑ(τ, x)] − a(x)v(τ, x)
)

m2(τ, x)dx

]

dτ

+

∫

Q

[

m1(t, x)
∆v(t, x)

∆t
− ∆m2(t, x)

∆t
vt(t+∆t, x)

]

dx+
o(∆t)

∆t
+
δ[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)]

∆t

}

.

Отсюда, переходя к пределу при ∆t → +0 и после приведения подобных слагаемых, а также
учитывая соотношения

lim
t→+0

o(∆t)

∆t
= 0, lim

t→+0

δ[t, x, ω(t, x);∆ω(t, x)]

∆t
= lim

t→+0

o2(∆t)

∆t
= 0,

получим искомое функциональное уравнение типа Беллмана

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

= min
u∈U,ϑ∈V

{
∫

Q

(

αM2[t, x, u(t, x)] +m2(t, x)f [t, x, u(t, x)]
)

dx

+

∫

γ

(

βN2[t, x, ϑ(t, x)] +m2(t, x)p[t, x, ϑ(t, x)]
)

dx+

∫

Q

(

λ

T
∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

)

m2(t, x)dx

+

∫

Q

m1(t, x)vt(t, x)dx−
∫

Q

[

n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)
]

dx

−
∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx

}

, (3.7)

которое имеет место почти для всех (t, x) ∈ QT и (t, x) ∈ γT .
Далее, используя разложения (2.2) и

m2(t, x) =

∞
∑

j=1

m2j(t)zj(x), m2j (t) =

∫

Q

m2(t, x)zj(x)dx,

а также формулу (2.3), получим соотношение

∫

Q

[

n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)
]

dx+

∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx

=

∞
∑

j=1

m2j (t)

{
∫

Q

[

n
∑

i,k=1

aik(x)vxk
zjxi (x) + c(x)v(t, x)zj(x)

]

dx
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+

∫

γ

a(x)v(t, x)zj(x)dx

}

=

∞
∑

j=1

m2j (t)λ
2
j

∫

Q

v(t, x)zj(x)dx =

∞
∑

j=1

m2j (t)λ
2
jvj(t)

=

∫

Q

∫

Q

m2(t, x)D(λ, x, y)v(t, y)dydx,

где D(λ, x, y) =
∞
∑

i=1

zi(x)λ
2
i zi(y).

Теперь уравнение (3.7) перепишем в следующем виде:

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

= min
u∈U,ϑ∈V

{
∫

Q

(

αM2[t, x, u(t, x)] +m2(t, x)f [t, x, u(t, x)]
)

dx

+

∫

γ

(

βN2[t, x, ϑ(t, x)] +m2(t, x)p[t, x, ϑ(t, x)]
)

dx+

∫

Q

(

λ

T
∫

0

K(t, τ)ϑ(τ, x)dτ

)

m2(t, x)dx

+

∫

Q

(

m1(t, x)ϑt(t, x)−m2(t, x)

∫

Q

D(λ, x, y)v(t, y)dy

)

dx

}

. (3.8)

Согласно (3.1) это уравнение следует рассматривать вместе с условием

S[T, x, ω(T, x)] =

∫

Q

‖ ω(T, x)− ξ(x) ‖2 dx. (3.9)

Таким образом, S[t, x, ω(t, x)] следует находить как решение задачи (3.8), (3.9), которая
называется задачей Коши — Беллмана. Для построения решения этой задачи сначала решаем
задачу минимизации правой части уравнения (3.8). При этом следует различать следующие
случаи.

1. U и V — открытые множества.

2. U — открытое, а V — замкнутое множество.

3. U — замкнутое, а V — открытое множество.

4. U и V — замкнутые множества.

Рассмотрим задачу минимизации в уравнении (3.7) в случае, когда U и V — открытые
множества. Применяя классический метод решения задачи экстремума [24], находим, что “по-
дозрительное на оптимальность” распределенное управление u0(t, x) определяется согласно
условиям оптимальности в виде равенства

2αM [t, x, u(t, x)]Mu[t, x, u(t, x)] +m2[t, x, ω(t, x)]fu[t, x, u(t, x)] = 0 (3.10)

и дифференциального неравенства

2α
(

M [t, x, u(t, x)]Mu[t, x, u(t, x)]
)

u
+m2[t, x, ω(t, x)]fuu[t, x, u(t, x)] > 0,

которые выполняются одновременно почти для всех (t, x) ∈ QT . Дифференциальное неравен-
ство является трудно проверяемым условием. Однако его можно преобразовать к виду

fu[t, x, u(t, x)]

(

M [t, x, u(t, x)]Mu[t, x, u(t, x)]

fu[t, x, u(t, x)]

)

u

> 0, (t, x) ∈ QT , (3.11)

исключив m2[t, x, ω(t, x)] согласно (3.10). Пусть выполнены условия оптимальности (3.10) и
(3.11).Тогда согласно теореме о неявных функциях [23;24] из равенства (3.10) управление u(t, x)
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определяется однозначно, т. е. существует функция ϕ1[.] такая, что

u0(t, x) = ϕ1(t, x,m2[t, x, ω(t, x)], α), (t, x) ∈ QT . (3.12)

Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть функции f [t, x, u(t, x)] и M [t, x, u(t, x)] удовлетворяют условиям (1.5)
и (3.8), а множество U является открытым. Тогда существует функция ϕ1[.], которая од-

нозначно осуществляет синтез распределенного оптимального управления по формуле (3.12).

Аналогичным образом “подозрительное на оптимальность” граничное управление ϑ0(t, x) опре-
деляется согласно условиям в виде равенства

2βN [t, x, ϑ(t, x)]Nϑ[t, x, ϑ(t, x)] +m2[t, x, ω(t, x)]pϑ[t, x, ϑ(t, x)] = 0, (t, x) ∈ γT ,

и дифференциального неравенства

pϑ[t, x, ϑ(t, x)]

(

N [t, x, ϑ(t, x)]Nϑ[t, x, ϑ(t, x)]

pϑ[t, x, ϑ(t, x)]

)

ϑ

> 0, (t, x) ∈ γT , (3.13)

и имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть множество V является открытым и функции p[t, x, ϑ(t, x)], N [t, x,
ϑ(t, x)] удовлетворяют условиям (1.5) и (3.13). Тогда существует однозначная функция ϕ2[.],
которая осуществляет синтез граничного оптимального управления по формуле

ϑ0(t, x) = ϕ2(t, x,m2[t, x, ω(t, x)], β), (t, x) ∈ γT . (3.14)

Теперь найденные по формулам (3.12) и (3.14) управления u0(t, x) и ϑ0(t, x) подставим в
(3.8) и получим уравнение вида

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

=

=

∫

Q

{

αM2[t, x, ϕ1(t, x,m2[t, x, ω(t, x), α])] +m2[t, x, ω(t, x)]f [t, x, ϕ1(t, x,m2[t, x, ω(t, x), α])]
}

dx

+

∫

γ

{

βN2[t, x, ϕ2(t, x,m2[t, x, ω(t, x), β)] +m2[t, x, ω(t, x)] p[t, x, ϕ2(t, x,m2[t, x, ω(t, x), β])]
}

dx

+

∫

Q

{

m1(t, x)ϑt(t, x)−m2(t, x, ω(t, x))

∫

Q

D(λ, x, y)v(t, y)dy

}

dx

+ λ

∫

Q

m2[t, x, ω(t, x)]

T
∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτdx, (3.15)

которое является нелинейным интегро-дифференциальным уравнением сложной природы. Его
решение будем искать в виде

S[t, x, ω(t, x)] = S0[t, x, ω(t, x)] + λS1[t, x, ω(t, x)], (3.16)

где S0[t, x, ω(t, x)] и S1[t, x, ω(t, x)] — неизвестные функции, а λ — параметр уравнения (1.1).
Подставим (3.16) в (3.15) и, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях парамет-
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ра λ, получим следующие уравнения:

−∂S[t, x, ω(t, x)]
∂t

=

=

∫

Q

{

αM2[t, x, ϕ1(t, x,m2[t, x, ω(t, x), α])] +m2[t, x, ω(t, x)]f [t, x, ϕ1(t, x,m2[t, x, ω(t, x), α])]
}

dx

+

∫

γ

{

βN2[t, x, ϕ2(t, x,m2[t, x, ω(t, x), β)] +m2[t, x, ω(t, x)]p[t, x, ϕ2(t, x,m2[t, x, ω(t, x), β])]
}

dx

+

∫

Q

{

m1(t, x)ϑt(t, x)−m2(t, x, ω(t, x))

∫

Q

D(λ, x, y)v(t, y)dy

}

dx, (3.17)

−∂S1[t, x, ω(t, x)]
∂t

=

∫

Q

m2[t, x, ω(t, x)]

T
∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτdx. (3.18)

Согласно (3.16) из (3.9) получим для уравнения (3.17) дополнительное условие вида

S0[T, x, ω(T, x)] =

∫

Q

‖ ω(T, x)− ξ(x) ‖2 dx, (3.19)

а для уравнения (3.18) — условие вида

S1[T, x, ω(T, x)] = 0. (3.20)

Заметим, что задача (3.17), (3.19) может быть исследована независимо от задачи (3.18),
(3.20). В общем случае алгоритм построения решения этих задач не разработан. Тем не ме-
нее на практике предложенная структура (3.16) решения уравнения (3.15) может оказаться
полезной при исследовании задачи синтеза для управляемых процессов, описываемых интегро-
дифференциальными уравнениями.

Таким образом, если U и V — открытые множества, то удается более или менее полно
исследовать разрешимость задачи синтеза и разработать алгоритм построения управлений
u0[t, x, ω(t, x)] и ϑ0[t, x, ω(t, x)] в зависимости от состояния управляемого процесса ω(t, x) в
виде формул (3.12) и (3.14).

В случаях, когда одно или оба из множеств U и V замкнутые, управления u0(t, x) и ϑ0(t, x),
найденные из условия минимизации правой части уравнения (3.8), с учетом граничных зна-
чений множеств U и V будут отличаться от управлений (3.12) и (3.14). Но это не влияет на
сруктуру уравнения типа Беллмана (3.17) и на структуру его решения вида (3.16). Однако в
каждом из этих случаев разрешимость задачи синтеза может быть исследована в отдельности.

Заключение

Использованная методика вывода функционального уравнения для функционала Беллма-
на впервые была разработана А.И.Егоровым на примере управления тепловыми процессами,
описываемыми параболическими уравнениями в частных производных [4]. При этом он отме-
тил [2], что “уравнение Беллмана может дать лишь необходимые условия оптимальности и из-
ложенный метод нельзя считать обоснованным, так как не исследованы дифференцируемость
функционала Беллмана и принадлежность его градиента классу функций H1(QT ). Поэтому
процедуру получения оптимального управления с помощью уравнения Беллмана следует рас-
сматривать как эвристический прием, позволяющий выделить управления, подозрительные



138 А.Керимбеков

на оптимальность”. Тем не менее отдельные исследования [5–8], проведенные по схеме Белл-
мана — Егорова, дают удовлетворительные результаты, то есть удается решить задачу синтеза
для различных управляемых технологических процессов.

В данной статье изложены некоторые особенности рассматриваемой задачи синтеза, в част-
ности, показано, что наличие интегрального оператора Фредгольма существенно влияет на
разрешимость задачи Коши — Беллмана и на структуру решения функционального уравнения
типа Беллмана, а также на построение алгоритма синтезирущих управлений в зависимости от
состояния управляемого процесса.

Полученные результаты могут быть использованы при разработке новых методов иссле-
дования и методов решения нелинейных задач синтеза.
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