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Класс Фиттинга F = ωσR(f, ϕ) = (G : Oω(G) ∈ f(ω′) и Gϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ(G))
называется ωσ-веерным классом Фиттинга с ωσ-спутником f и ωσ-направлением ϕ. Пусть ϕ0 и ϕ1 —
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максимальный внутренний ωσL-спутник ωσ-локального класса Фиттинга. В заключении поставлены во-
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1. Введение

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными.
Изучение формаций и классов Фиттинга часто сводится к рассуждениям, связанным с их

минимальными, максимальными спутниками, а также произведениями. Например, используя
строение спутников и заключения о произведении, Н.Н.Воробьёв и А.Н.Скиба в работе [1]
установили алгебраичность и дистрибутивность решетки всех разрешимых тотально локаль-
ных классов Фиттинга. В. Г.Сафоновым, И.Н.Сафоновой в работе [2] исследовали минималь-
ные тотально локальные не π-нильпотентные классы Фиттинга. Задача изучения критических
неоднопорожденных тотально канонических классов Фиттинга была решена В.Е.Егоровой в
работе [3].

Автор настоящей статьи в работе [4], используя идею разбиения А.Н.Скибы в [5], ввел
ωσ-веерные классы Фиттинга и поставил вопросы изучения их спутников и произведений.
Цель данной работы — описать строение минимального и максимального внутреннего спутни-
ков ωσ-веерных классов Фиттинга и установить, является ли фиттингово произведение двух
ωσ-веерных классов Фиттинга ωσ-веерным классом Фиттинга.
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Класс групп F называется классом Фиттинга, если он замкнут относительно нормальных
подгрупп и произведений нормальных F-подгрупп. Класс групп F называется формацией Фит-

тинга, если F является формацией и классом Фиттинга одновременно. Группа G называется
комонолитической, если в G имеется такая нормальная подгруппа M (комонолит группы G),
что G/M – простая группа и N ⊆ M для любой собственной нормальной подгруппы N груп-
пы G [6].

Если X и V — классы групп, то XV = (G : G имеет нормальную подгруппу N ∈ X с
G/N ∈ V). Если X — класс Фиттинга и V — класс групп, то X ⋄V = (G : G/GX ∈ V) называ-
ется фиттинговым произведением X с V. Пусть F∗ обозначает наименьший класс Фиттинга,
содержащий непустой класс Фиттинга F такой, что (G ×H)F∗ = GF∗ ×HF∗ для всех групп G
и H. Класс Фиттинга F называется классом Локетта, если F = F∗ [7].

Через P обозначим множество всех простых чисел, ∅ 6= ω ⊆ P, ω′ = P \ ω; через π(G) —
множество всех различных простых делителей порядка группы G; через G — класс всех конеч-
ных групп. Пусть Gω и Gω′ — класс всех ω- и ω′-групп соответственно; ω-группа — группа G,
где π(G) ⊆ ω; ωd-группа — группа G, порядок которой делится хотя бы на одно число из ω;
σ = {σi | i ∈ I}, где σi 6= ∅ для любого i ∈ I, P = ∪i∈Iσi и σi ∩ σj = ∅ для всех i 6= j (см. [5]);
ωσ = {ω ∩ σi | ω ∩ σi 6= ∅}, ωσ(G) = {ω ∩ σi | ω ∩ σi ∩ π(G) 6= ∅}, ωσ(F) = {ωσ(G) | G ∈ F} для
любого класса групп F.

Функция f : ωσ ∪ {ω′} → {классы Фиттинга групп}, где f(ω′) 6= ∅, называется ωσR-функ-

цией; функция ϕ : ωσ ∪ {ω′} → {непустые формации Фиттинга} называется ωσFR-функцией;
ωσFR-функции ϕ0 и ϕ1 определяются следующим образом: ϕ0(ω

′) = Gω, ϕ0(ω ∩ σi) = G(ω∩σi)′

для любого ω ∩ σi ∈ ωσ, ϕ1(ω
′) = Gω, ϕ1(ω ∩ σi) = Gω∩σi

G(ω∩σi)′ для любого ω ∩ σi ∈ ωσ.

Класс Фиттинга F = ωσR(f, ϕ) = (G : Oω(G) ∈ f(ω′) и Gϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) для всех
ω ∩ σi ∈ ωσ(G)), где f — ωσR-функция, ϕ — ωσFR-функция, называется ωσ-веерным классом

Фиттинга с ωσ-спутником f и ωσ-направлением ϕ. Назовем ωσ-спутник f класса Фиттинга
F = ωσR(f, ϕ) внутренним, если f(ω′) ⊆ F и f(ω ∩ σi) ⊆ F для любого ω ∩ σi ∈ ωσ. Класс
Фиттинга F = ωσR(f, ϕ) называется ωσ-полным классом Фиттинга и обозначается через
F = ωσAR(f), если ϕ = ϕ0. Назовем ωσ-локальным классом Фиттинга и обозначим через
F = ωσLR(f), если ϕ = ϕ1.

Пусть µ1 и µ2 — произвольные ωσR-функции (ωσFR-функции). Полагаем, что µ1 ≤ µ2,
если µ1(ω

′) ⊆ µ2(ω
′) и µ1(ω ∩ σi) ⊆ µ2(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ (см. [4]).

2. Основная часть

Пусть {fj | j ∈ J} — множество ωσR-функций. Обозначим через ∩j∈Jfj такую ωσR-
функцию f , что f(ω′) = ∩j∈Jfj(ω

′) и f(ω ∩ σi) = ∩j∈Jfj(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Лемма 1. Пусть ϕ — произвольная ωσFR-функция, F = ∩j∈JFj, где Fj = ωσR(fj, ϕ),
j ∈ J . Тогда F = ωσR(f, ϕ), где f = ∩j∈Jfj.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H = ωσR(f, ϕ). Покажем, что F = H.

1) Пусть G ∈ F. Так как F = ∩j∈JFj, то G ∈ Fj для любого j ∈ J . Из Fj = ωσR(fj, ϕ)
получаем, что Oω(G) ∈ fj(ω

′) и Gϕ(ω∩σi) ∈ fj(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ(G) и для любого
j ∈ J . Тогда Oω(G) ∈ ∩j∈Jfj(ω

′) = f(ω′) и Gϕ(ω∩σi) ∈ ∩j∈Jfj(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi) для всех
ω ∩ σi ∈ ωσ(G). Следовательно, G ∈ H и F ⊆ H.

2) Пусть T ∈ H. Тогда Oω(T ) ∈ f(ω′) = ∩j∈Jfj(ω
′) и Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) = ∩j∈Jfj(ω ∩ σi)

для всех ω ∩ σi ∈ ωσ(T ). Отсюда следует, что Oω(T ) ∈ fj(ω
′) и Tϕ(ω∩σi) ∈ fj(ω ∩ σi) для всех

ω ∩ σi ∈ ωσ(T ) и для любого j ∈ J . Поэтому T ∈ Fj, j ∈ J , а значит, T ∈ ∩j∈JFj = F. Таким
образом, H ⊆ F.

Из 1) и 2) следует, что F = H.

Лемма доказана.
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О п р е д е л е н и е 1. Пусть {fj | j ∈ J} — множество всех ωσ-спутников ωσ-веерного
класса Фиттинга F с ωσ-направлением ϕ. ωσ-спутник f класса Фиттинга F назовем минималь-

ным ωσ-спутником, если f является минимальным элементом множества {fj | j ∈ J}.

Пусть X — непустое множество групп. Напомним, что fit(X) обозначает пересечение всех
классов Фиттинга, содержащих X ([6]). Аналогично обозначим через ωσR(X, ϕ) пересечение
всех ωσ-веерных классов Фиттинга c ωσ-направлением ϕ, содержащих X.

Теорема 1. Пусть X — непустой класс групп. Тогда ωσ-веерный класс Фиттинга F =
ωσR(X, ϕ) с ωσ-направлением ϕ, где ϕ0 ≤ ϕ, обладает единственным минимальным ωσ-спут-

ником f таким, что

f(ω′) = fit(Oω(G) : G ∈ X),

f(ω ∩ σi) = fit(Gϕ(ω∩σi) : G ∈ X), если ω ∩ σi ∈ ωσ(X),

f(ω ∩ σi) = ∅, если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно примеру 2) из [4] G является ωσ-веерным классом
Фиттинга с ωσ-направлением ϕ, где ϕ0 ≤ ϕ. Кроме того, X ⊆ G. Значит, класс Фиттинга
F = ωσR(X, ϕ) существует и множество L всех его ωσ-спутников непусто. Обозначим через f1
пересечение всех элементов из L. Тогда по лемме 1 F = ωσR(f1, ϕ). Так как f1 ≤ fi для любого
fi ∈ L, то f1 — единственный минимальный ωσ-спутник класса Фиттинга F.

Пусть f — ωσR-функция, описанная в заключении теоремы. Покажем, что f = f1. Пусть
T ∈ X. Тогда Oω(T ) ∈ f(ω′) и из ωσ(T ) ⊆ ωσ(X) выводим, что Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) для всех
ω ∩ σi ∈ ωσ(T ). Значит, T ∈ ωσR(f, ϕ) и X ⊆ ωσR(f, ϕ). Следовательно, F = ωσR(X, ϕ) ⊆
ωσR(f, ϕ).

Покажем, что ωσR(f, ϕ) ⊆ F. Если G ∈ X, то из X ⊆ F получаем, что G ∈ F = ωσR(f1, ϕ),
а значит, Oω(G) ∈ f1(ω

′). Так как f1(ω
′) — класс Фиттинга, то f(ω′) = fit(Oω(G) : G ∈ X) ⊆

f1(ω
′).

Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ(X). Тогда найдется такая группа H ∈ X ⊆ F, что ω ∩ σi ∈ ωσ(H). Из
F = ωσR(f1, ϕ) следует, что Hϕ(ω∩σi) ∈ f1(ω ∩ σi). Поэтому f1(ω ∩ σi) 6= ∅. Если G ∈ X и
ω ∩ σi ∈ ωσ(G), то из X ⊆ F = ωσR(f1, ϕ) имеем, что Gϕ(ω∩σi) ∈ f1(ω ∩ σi). Пусть теперь
ω ∩ σi ∈ ωσ(X) \ ωσ(G). Тогда G — (ω ∩ σi)

′-группа. Так как по условию ϕ0 ≤ ϕ, то G ∈
G(ω∩σi)′ = ϕ0(ω ∩ σi) ⊆ ϕ(ω ∩ σi), а значит, Gϕ(ω∩σi) = 1 ∈ f1(ω ∩ σi). Поскольку f1(ω ∩ σi) —

класс Фиттинга, то f(ω ∩ σi) = fit(Gϕ(ω∩σi) : G ∈ X) ⊆ f1(ω ∩ σi). Если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(X), то
f(ω∩σi) = ∅ ⊆ f1(ω∩σi). Таким образом, f ≤ f1. Пусть S ∈ ωσR(f, ϕ). Тогда Oω(S) ∈ f(ω′) ⊆
f1(ω

′) и Sϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) ⊆ f1(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ(S). Значит, S ∈ ωσR(f1, ϕ) = F

и ωσR(f, ϕ) ⊆ ωσR(f1, ϕ) = F.
Следовательно, F = ωσR(f, ϕ) и f ∈ L. Поскольку f1 — единственный минимальный ωσ-

спутник класса Фиттинга F, то из f ≤ f1 получаем, что f = f1.
Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть fi — минимальный ωσ-спутник ωσ-веерного класса Фиттинга Fi

c ωσ-направлением ϕ, где ϕ0 ≤ ϕ, i = 1, 2. Тогда и только тогда F1 ⊆ F2, когда f1 ≤ f2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f1 ≤ f2. Как и в доказательстве теоремы 1, можно пока-
зать, что F1 = ωσR(f1, ϕ) ⊆ ωσR(f2, ϕ) = F2.

Пусть F1 ⊆ F2. Покажем, что f1 ≤ f2. Так как F1 = ωσR(F1, ϕ) и F2 = ωσR(F2, ϕ), то из
теоремы 1 вытекает, что

f1(ω
′) = fit(Oω(G) : G ∈ F1) ⊆ fit(Oω(G) : G ∈ F2) = f2(ω

′),

f1(ω ∩ σi) = fit(Gϕ(ω∩σi) : G ∈ F1) ⊆ fit(Gϕ(ω∩σi) : G ∈ F2) = f2(ω ∩ σi),

если ω ∩ σi ∈ ωσ(F1) ⊆ ωσ(F2),

f1(ω ∩ σi) = ∅ ⊆ f2(ω ∩ σi),

если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(F1).
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Тогда по определению f1 ≤ f2.

Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть X — непустой класс групп. Тогда ωσ-полный класс Фиттинга F =
ωσAR(X) обладает единственным минимальным ωσ-спутником f таким, что

f(ω′) = fit(Oω(G) : G ∈ X),

f(ω ∩ σi) = fit(O(ω∩σi)′(G) : G ∈ X), если ω ∩ σi ∈ ωσ(X),

f(ω ∩ σi) = ∅, если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(X).

Следствие 3. Пусть X — непустой класс групп. Тогда ωσ-локальный класс Фиттинга

F = ωσLR(X) обладает единственным минимальным ωσ-спутником f таким, что

f(ω′) = fit(Oω(G) : G ∈ X),

f(ω ∩ σi) = fit(Oω∩σi,(ω∩σi)′(G) : G ∈ X), если ω ∩ σi ∈ ωσ(X),

f(ω ∩ σi) = ∅, если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(X).

О п р е д е л е н и е 2. Назовем ωσ-направление ϕ ωσ-веерного класса Фиттинга главным,
если ϕ(ω ∩ σi)G(ω∩σi)′ = ϕ(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Теорема 2. Пусть M и H — ωσ-веерные классы Фиттинга с внутренними ωσ-спут-

никами m и h соответственно и с главным ωσ-направлением ϕ, где ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1. Тогда

F = M ⋄ H является ωσ-веерным классом Фиттинга с ωσ-направлением ϕ и с внутренним

ωσ-спутником f таким, что

f(ω′) = F,

f(ω ∩ σi) = M ⋄ h(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ(H),

f(ω ∩ σi) = m(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(H).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F1 = ωσR(f, ϕ), где f — ωσR-функция, описанная в
заключении теоремы.

1) Покажем, что F ⊆ F1. Допустим противное, и пусть T — группа наименьшего порядка
из F \ F1. Тогда T — комонолитическая с комонолитом M = TF1 .

Так как T ∈ F и Oω(T ) ⊳ T , то Oω(T ) ∈ F = f(ω′).

a) Пусть T = TM. Тогда T ∈ M, и с учетом M = ωσR(m,ϕ) имеем, что Tϕ(ω∩σi) ∈ m(ω∩σi)
для всех ω ∩ σi ∈ ωσ(T ).

Если ω∩σi ∈ ωσ(H), то найдется такая группа H ∈ H, что ω∩σi ∈ ωσ(H). Из H = ωσR(h, ϕ)
следует, что Hϕ(ω∩σi) ∈ h(ω∩σi). Поэтому h(ω∩σi) 6= ∅. Тогда, учитывая, что m — внутренний
ωσ-спутник класса Фиттинга M, получем Tϕ(ω∩σi) ∈ m(ω∩σi) ⊆ M ⊆ M⋄h(ω∩σi) = f(ω∩σi).

Если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(H), то Tϕ(ω∩σi) ∈ m(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi).

Таким образом, T ∈ F1. Получили противоречие.

б) Пусть T 6= TM. Тогда TM ⊆ M . Из T ∈ F = M ⋄H следует, что T/TM ∈ H.

Допустим, что T/M является ω′-группой. Тогда L = Oω′

(T ) ⊆ M ∈ F1. Так как T/L ∈
Gω′ ⊆ G(ω∩σi)′ и T/L ∼= T/Lϕ(ω∩σi)/L/Lϕ(ω∩σi), то T/Lϕ(ω∩σi) ∈ ϕ(ω ∩ σi)G(ω∩σi)′ для всех
ω∩σi ∈ ωσ(L) = ωσ(T ). Поскольку ϕ является главным ωσ-направлением, то ϕ(ω∩σi)G(ω∩σi)′ =

ϕ(ω ∩ σi), а следовательно, T/Lϕ(ω∩σi) ∈ ϕ(ω ∩ σi). Отсюда Tϕ(ω∩σi) ⊆ Lϕ(ω∩σi). Из L ∈ F1

получаем, что Lϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi). Тогда Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) для любого ω ∩ σi ∈ ωσ(T ), а
значит, T ∈ F1. Получили противоречие. Следовательно, T/M является ωd-группой.

Так как T/M ∼= T/TM/M/TM, то ωσ(T/M) ⊆ ωσ(T/TM) ⊆ ωσ(H). Тогда для всех ω ∩ σi ∈
ωσ(T/M), учитывая, что ϕ(ω ∩ σi) — формация и M — класс Фиттинга, по п. 3) леммы 1



92 О.В.Камозина

из [8] имеем (T/TM)ϕ(ω∩σi) ∼= Tϕ(ω∩σi)TM/TM
∼= Tϕ(ω∩σi)/Tϕ(ω∩σi) ∩ TM = Tϕ(ω∩σi)/(Tϕ(ω∩σi))M.

Из T/TM ∈ H = ωσR(h, ϕ) выводим, что (T/TM)ϕ(ω∩σi) ∈ h(ω ∩ σi), а значит,

Tϕ(ω∩σi)/(Tϕ(ω∩σi))M ∈ h(ω ∩ σi).

Следовательно, Tϕ(ω∩σi) ∈ M ⋄ h(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi) для любого ω ∩ σi ∈ ωσ(T/M).
Если ω ∩ σi ∈ ωσ(T ) \ ωσ(T/M), то T/M является (ω ∩ σi)

′-группой. Теперь, как и выше,
можно показать, что Tϕ(ω∩σi) ⊆ Mϕ(ω∩σi). Из M ∈ F1 имеем, что Mϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi). Тогда
Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi).

Таким образом, T ∈ F1. Получили противоречие. Отсюда, F ⊆ F1.
2) Покажем, что F1 ⊆ F. Допустим противное, и пусть T — группа наименьшего порядка

из F1 \ F. Тогда T — комонолитическая с комонолитом M = TF.
Из T ∈ F1 следует, что Oω(T ) ∈ f(ω′) = F. Допустим, что T/M является ω′-группой.

Поэтому T = Oω(T ) ∈ F; противоречие. Следовательно, T/M является ωd-группой.
Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ(T/M) ⊆ ωσ(T ). Так как T ∈ F1, то Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi). Поскольку m и

h — внутренние ωσ-спутники классов Фиттинга M и H соответственно, то

m(ω ∩ σi) ⊆ M ⊆ M ⋄ H = F

и h(ω ∩ σi) ⊆ H, а значит, M ⋄h(ω ∩ σi) ⊆ M ⋄H = F. Отсюда Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩σi) ⊆ F, поэтому
Tϕ(ω∩σi) ⊆ M .

Так как ϕ ≤ ϕ1, то ϕ(ω ∩ σi) ⊆ ϕ1(ω ∩ σi) = Gω∩σi
G(ω∩σi)′ . По п. 1) леммы 1 из [8] имеем

Tϕ1(ω∩σi) ⊆ Tϕ(ω∩σi) ⊆ M . По п. 7) леммы 1 из [8] получаем

Tϕ1(ω∩σi) = TGω∩σi
G(ω∩σi)

′ = (TG(ω∩σi)
′ )Gω∩σi .

Если TG(ω∩σi)
′ 6= T , то TG(ω∩σi)

′ ⊆ M и T/M ∼= T/TG(ω∩σi)
′/M/TG(ω∩σi)

′ ∈ G(ω∩σi)′ ; противоре-

чие. Следовательно, TG(ω∩σi)
′ = T . Значит, Tϕ1(ω∩σi) = TGω∩σi = Oω∩σi(T ) ⊆ M и

T/M ∼= T/Oω∩σi(T )/M/Oω∩σi(T ) ∈ Gω∩σi
.

Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(H). Тогда

Oω∩σi(T ) = Tϕ1(ω∩σi) ⊆ Tϕ(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi) = m(ω ∩ σi) ⊆ M.

Так как T/Oω∩σi(T ) ∈ Gω∩σi
⊆ Gω, то по п. 5) леммы 1 из [8] Oω(T ) = Oω(Oω∩σi(T )) ∈ m(ω′).

Пусть ω ∩ σj ∈ ωσ(T ) \ {ω ∩ σi}. Вследствие Oω∩σi(T ) ⊆ Tϕ(ω∩σi) имеем

T/Tϕ(ω∩σi) ∼= T/Oω∩σi(T )/Tϕ(ω∩σi)/Oω∩σi(T ) ∈ Gω∩σi
⊆ G(ω∩σj )′

и ω∩σj ∈ ωσ(Tϕ(ω∩σi)). Поскольку ϕ является главным ωσ-направлением, то ϕ(ω∩σj)G(ω∩σj )′ =

ϕ(ω ∩ σj), и по п. 9) леммы 1 из [8] получаем Tϕ(ω∩σj ) = (Tϕ(ω∩σi))ϕ(ω∩σj ). Из Tϕ(ω∩σi) ∈ M =
ωσR(m,ϕ) следует, что (Tϕ(ω∩σi))ϕ(ω∩σj ) ∈ m(ω∩σj). Отсюда выводим, что Tϕ(ω∩σj ) ∈ m(ω∩σj),
и по определению T ∈ M ⊆ F; противоречие.

Таким образом, ω ∩ σi ∈ ωσ(H). Поскольку M ⊆ M ⋄ H = F и T 6∈ F, то T 6∈ M. По-
этому T 6= TM и TM ⊆ M . По п. 3) леммы 1 из [8] MM = M ∩ TM, значит, MM = TM.
Из M ∈ F = M ⋄ H следует, что M/MM = M/TM ∈ H. Так как T/M ∈ Gω∩σi

и T/M ∼=
T/TM/M/TM, то ωσ(T/TM) ⊆ ωσ(H). Для всех ω ∩ σk ∈ ωσ(T/TM) ⊆ ωσ(T ) из T ∈ F1 получа-
ем, что Tϕ(ω∩σk) ∈ f(ω ∩ σk) = M ⋄ h(ω ∩ σk). По п. 3) леммы 1 из [8], как и выше, имеем

(T/TM)ϕ(ω∩σk) = Tϕ(ω∩σk)/(Tϕ(ω∩σk))M ∈ h(ω ∩ σk).

В силу п. 2) леммы 3 из [4] можем считать, что h(ω′) = H. Так как Oω(T ) ∈ F = M ⋄ H, то по
п. 3) леммы 1 из [8]

Oω(T/TM) = Oω(T )TM/TM
∼= Oω(T )/Oω(T ) ∩ TM = Oω(T )/(Oω(T ))M ∈ H = h(ω′).
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Следовательно, по определению T/TM ∈ H, а значит, T ∈ M ⋄H = F. Получили противоречие.
Поэтому F1 ⊆ F.

Из 1) и 2) следует, что F = F1.

Теорема доказана.

Следствие 4. Пусть M и H — ωσ-полные классы Фиттинга с внутренними ωσ-спут-

никами m и h соответственно. Тогда F = M ⋄H является ωσ-полным классом Фиттинга с

внутренним ωσ-спутником f таким, что

f(ω′) = F,

f(ω ∩ σi) = M ⋄ h(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ(H),

f(ω ∩ σi) = m(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(H).

Следствие 5. Пусть M и H — ωσ-локальные классы Фиттинга с внутренними ωσ-

спутниками m и h соответственно. Тогда F = M ⋄ H является ωσ-локальным классом

Фиттинга с внутренним ωσ-спутником f таким, что

f(ω′) = F,

f(ω ∩ σi) = M ⋄ h(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ(H),

f(ω ∩ σi) = m(ω ∩ σi), если ω ∩ σi ∈ ωσ \ ωσ(H).

О п р е д е л е н и е 3. Пусть {fj | j ∈ J} — множество всех внутренних ωσ-спутников
ωσ-веерного класса Фиттинга F с ωσ-направлением ϕ. Назовем ωσ-спутник f класса Фиттин-
га F внутренним максимальным ωσ-спутником, если f является максимальным элементом
множества {fj | j ∈ J}.

Теорема 3. Пусть F — ωσ-полный класс Фиттинга. Тогда F обладает единственным

максимальным внутренним ωσ-спутником h таким, что

h(ω′) = F, h(ω ∩ σi) = F для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H = ωσAR(h), где h — ωσR-функция, описанная в за-
ключении теоремы, и m — минимальный ωσ-спутник класса Фиттинга F. По следствию 2
получаем, что m(ω′) ⊆ F = h(ω′) и m(ω ∩ σi) ⊆ F = h(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ, а значит,
m ≤ h. Поэтому, как и в доказательстве теоремы 1, можно показать, что F ⊆ H.

Допустим, что F ⊂ H и T — группа наименьшего порядка из H \ F. Тогда T — комоноли-
тическая с комонолитом M = TF. Так как T ∈ H = ωσAR(h), то Oω(T ) ∈ h(ω′) = F, поэтому
Oω(T ) ⊆ M . Отсюда T/M ∼= T/Oω(T )/M/Oω(T ) ∈ Gω.

Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ(T/M) ⊆ ωσ(T ). Поскольку T ∈ H = ωσAR(h), имеем O(ω∩σi)
′

(T ) ∈
h(ω∩σi) = F, а значит, O(ω∩σi)

′

(T ) ⊆ M . Тогда T/M ∼= T/O(ω∩σi)
′

(T )/M/O(ω∩σi)
′

(T ) ∈ G(ω∩σi)′ ;
противоречие. Таким образом, F = H.

Пусть f1 — произвольный внутренний ωσ-спутник класса Фиттинга F. Тогда f1(ω
′) ⊆ F =

h(ω′) и f1(ω ∩ σi) ⊆ F = h(ω ∩ σi) для всех ω ∩ σi ∈ ωσ. Следовательно, f1 ≤ h. В силу
произвольности выбора внутреннего ωσ-спутника f1 получаем, что h — единственный макси-
мальный внутренний ωσ-спутник класса Фиттинга F.

Теорема доказана.

Следующее утверждение очевидно.

Следствие 6. Пусть hi — максимальный внутренний ωσ-спутник ωσ-полного класса

Фиттинга Fi, i = 1, 2. Тогда и только тогда F1 ⊆ F2, когда h1 ≤ h2.
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Лемма 2. Пусть f — внутренний ωσ-спутник ωσ-веерного класса Фиттинга F с глав-

ным ωσ-направлением ϕ, где ϕ1 ≤ ϕ. Тогда

1) f(ω ∩ σi)Gω∩σi
⊆ F для всех ω ∩ σi ∈ ωσ;

2) если ϕ = ϕ1, то F обладает ωσ-спутником h таким, что

h(ω′) = F,

h(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi)Gω∩σi
для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ. Допустим, что f(ω ∩ σi)Gω∩σi
6⊆ F и T —

группа наименьшего порядка из f(ω∩σi)Gω∩σi
\F. Тогда T — комонолитическая с комонолитом

M = TF. Поскольку f — внутренний ωσ-спутник класса Фиттинга F, то f(ω ∩ σi) ⊆ F, и по
п. 2) леммы 1 из [8] получаем, что Tf(ω∩σi) ⊆ TF = M ∈ F. Из T ∈ f(ω ∩ σi)Gω∩σi

следует, что
существует N ⊳ T , N ∈ f(ω ∩ σi), такая, что T/N ∈ Gω∩σi

. Отсюда N ⊆ Tf(ω∩σi) и

T/Tf(ω∩σi)
∼= T/N/Tf(ω∩σi)/N ∈ Gω∩σi

.

Следовательно, T/M ∼= T/Tf(ω∩σi)/M/Tf(ω∩σi) ∈ Gω∩σi
⊆ Gω. Поэтому из M ∈ F = ωσR(f, ϕ)

и п. 5) леммы 1 из [8] выводим Oω(T ) = Oω(M) ∈ f(ω′).
Так как ϕ1 ≤ ϕ, то ϕ1(ω ∩ σi) = Gω∩σi

G(ω∩σi)′ ⊆ ϕ(ω ∩ σi). Тогда по п. 1) леммы 1 из [8]

получаем, что Tϕ(ω∩σi) ⊆ TGω∩σi
G(ω∩σi)

′ . Из Gω∩σi
⊆ Gω∩σi

G(ω∩σi)′ по п. 1) леммы 1 из [8] имеем

TGω∩σi
G(ω∩σi)

′ ⊆ Oω∩σi(T ). Поскольку T/Tf(ω∩σi) ∈ Gω∩σi
, то Oω∩σi(T ) ⊆ Tf(ω∩σi). Поэтому

Tϕ(ω∩σi) ⊆ Oω∩σi(T ) ⊆ Tf(ω∩σi) ∈ f(ω ∩ σi).

Пусть ω ∩ σj ∈ ωσ(T ) \ {ω ∩ σi}. Тогда ω ∩ σj ∈ ωσ(Oω∩σi(T )). Так как

T/Oω∩σi(T ) ∈ Gω∩σi
⊆ G(ω∩σj )′

и ϕ является главным ωσ-направлением, то ϕ(ω ∩ σj)G(ω∩σj )′ = ϕ(ω ∩ σj), и по п. 9 леммы 1

из [8] получаем, что Tϕ(ω∩σj) = (Oω∩σi(T ))ϕ(ω∩σj ). Из Oω∩σi(T ) ∈ f(ω ∩ σi) ⊆ F = ωσR(f, ϕ)
выводим, что (Oω∩σi(T ))ϕ(ω∩σj ) ∈ f(ω ∩ σj). Значит, Tϕ(ω∩σj ) ∈ f(ω ∩ σj), и по определению
T ∈ F; противоречие.

Таким образом, f(ω ∩ σi)Gω∩σi
⊆ F.

2) Пусть H = ωσR(h, ϕ), где ϕ = ϕ1 и h — ωσR-функция, описанная в заключении п. 2)
леммы. Поскольку f(ω∩σi) ⊆ f(ω∩σi)Gω∩σi

= h(ω∩σi) для всех ω∩σi ∈ ωσ и f — внутренний
ωσ-спутник класса Фиттинга F, а значит, f(ω′) ⊆ F = h(ω′), то f ≤ h. Как и в доказательстве
теоремы 1, можно показать, что F ⊆ H.

Допустим, что H 6⊆ F и T — группа наименьшего порядка из H \ F. Тогда T — комоноли-
тическая с комонолитом M = TF. В силу п. 2) леммы 3 из [4] можем считать, что f(ω′) = F.
Так как T ∈ H = ωσR(h, ϕ), то Oω(T ) ∈ h(ω′) = F = f(ω′). Из T 6∈ F выводим, что Oω(T ) ⊆ M
и T/M ∼= T/Oω(T )/M/Oω(T ) ∈ Gω.

Пусть ω ∩ σi ∈ ωσ(T/M) ⊆ ωσ(T ). Так как T ∈ H = ωσR(h, ϕ), то Tϕ(ω∩σi) ∈ h(ω ∩ σi) =
f(ω ∩ σi)Gω∩σi

. Как и в доказательстве теоремы 2, можно показать, что

Tϕ(ω∩σi) = TGω∩σi
G(ω∩σi)

′ = (TG(ω∩σi)
′ )Gω∩σi = Oω∩σi(T ).

Отсюда Oω∩σi(T ) ∈ f(ω∩σi)Gω∩σi
. Поскольку T/Oω∩σi(T ) ∈ Gω∩σi

, то, учитывая п. 1) леммы,
имеем T ∈ (f(ω ∩ σi)Gω∩σi

)Gω∩σi
= f(ω ∩ σi)Gω∩σi

⊆ F; противоречие.
Таким образом, H ⊆ F и F = H.
Лемма доказана.

О п р е д е л е н и е 4. ωσ-спутник f назовем ωσL-спутником, если f(ω ∩ σi) — класс
Локетта для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.
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Лемма 3. Пусть f1 и f2 — внутренние ωσL-спутники ωσ-локального класса Фит-

тинга F. Тогда

1) f1(ω ∩ σi)Gω∩σi
, f2(ω ∩ σi)Gω∩σi

— классы Локетта для всех ω ∩ σi ∈ ωσ;
2) f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

= f2(ω ∩ σi)Gω∩σi
для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Поскольку Gω∩σi
— формация, то в силу утверждения 1.25

из [7, гл. 10] Gω∩σi
является классом Локетта, и в силу замечаний 1.11 из [7, гл. 9]

f1(ω ∩ σi) ⋄Gω∩σi
= f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

.

Согласно п. b) леммы 1.26 из [7, гл. 10] фиттингово произведение двух классов Локетта снова
класс Локетта. Тогда f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

— класс Локетта. Аналогично f2(ω ∩ σi)Gω∩σi
является

классом Локетта.
2) Так как F = ωσLR(f1) и F = ωσLR(f2), то по лемме 2 F = ωσLR(h1) и F = ωσLR(h2),

где h1(ω
′) = F, h1(ω ∩ σi) = f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

⊆ F для всех ω ∩ σi ∈ ωσ и h2(ω
′) = F, h2(ω ∩ σi) =

f2(ω ∩ σi)Gω∩σi
⊆ F для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Допустим, что существует ω ∩ σi ∈ ωσ такое, что h1(ω ∩ σi) 6⊆ h2(ω ∩ σi) и H — группа из
h1(ω∩σi) \h2(ω∩σi). Рассмотрим группу T = H ≀Zω∩σi

= [K]Zω∩σi
, где K — база регулярного

сплетения T , Zω∩σi
∈ Gω∩σi

.
Поскольку H 6∈ h2(ω ∩ σi) и по п. 1) леммы h2(ω ∩ σi) — класс Локетта, то по п. а) утвер-

ждения 2.1 из [7, гл. 10] Th2(ω∩σi) = K1, где K1 — база сплетения Hh2(ω∩σi) ≀ Zω∩σi
. Тогда по

п. d) леммы 18.2 из [7, гл. A]

T/Th2(ω∩σi) = T/K1
∼= (H/Hh2(ω∩σi)) ≀ Zω∩σi

.

Таким образом, ω ∩ σi ∈ ωσ(T/Th2(ω∩σi)).
Так как H ∈ h1(ω ∩ σi), то K ∈ h1(ω ∩ σi), а значит, K ⊆ Th1(ω∩σi). Поскольку T/K ∼=

Zω∩σi
∈ Gω∩σi

, то T/K/Th1(ω∩σi)/K
∼= T/Th1(ω∩σi) ∈ Gω∩σi

. Следовательно,

T ∈ h1(ω ∩ σi)Gω∩σi
= (f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

)Gω∩σi
= f1(ω ∩ σi)Gω∩σi

= h1(ω ∩ σi) ⊆ F = ωσLR(f2).

Тогда Oω∩σi,(ω∩σi)
′

(T ) ∈ f2(ω ∩ σi). Вследствие T/Oω∩σi,(ω∩σi)
′

(T ) ∈ Gω∩σi
G(ω∩σi)′

T ∈ f2(ω ∩ σi)Gω∩σi
G(ω∩σi)′ = h2(ω ∩ σi)G(ω∩σi)′ .

Отсюда T/Th2(ω∩σi) ∈ G(ω∩σi)′ .
Получили противоречие. Следовательно, h1(ω ∩ σi) ⊆ h2(ω ∩ σi). В силу симметрии h2(ω ∩

σi) ⊆ h1(ω ∩ σi), а значит, f1(ω ∩ σi)Gω∩σi
= f2(ω ∩ σi)Gω∩σi

для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.
Лемма доказана.

О п р е д е л е н и е 5. Пусть {fj | j ∈ J} — множество всех внутренних ωσL-спутников
ωσ-веерного класса Фиттинга F с ωσ-направлением ϕ. Назовем ωσL-спутник f класса Фиттин-
га F внутренним максимальным ωσL-спутником, если f является максимальным элементом
множества {fj | j ∈ J}.

Теорема 4. Пусть f — внутренний ωσL-спутник ωσ-локального класса Фиттинга F.

Тогда F обладает единственным максимальным внутренним ωσL-спутником h таким, что

h(ω′) = F,

h(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi)Gω∩σi
= h(ω ∩ σi)Gω∩σi

для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как F = ωσLR(f), то по п. 2) леммы 2 F = ωσLR(h), где
h(ω′) = F, h(ω ∩ σi) = f(ω ∩ σi)Gω∩σi

для всех ω ∩ σi ∈ ωσ.
Пусть f1 — произвольный внутренний ωσL-спутник класса Фиттинга F. Тогда f1(ω

′) ⊆ F =
h(ω′), и в силу п. 2) леммы 3

f1(ω ∩ σi) ⊆ f1(ω ∩ σi)Gω∩σi
= f(ω ∩ σi)Gω∩σi

= h(ω ∩ σi)
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для всех ω ∩ σi ∈ ωσ. Отсюда следует, что f1 ≤ h. Учитывая п. 1) леммы 2 и п. 1) лем-
мы 3, получаем, что h — максимальный внутренний ωσL-спутник класса Фиттинга F. В силу
произвольности выбора внутреннего ωσL-спутника f1 получаем, что h — единственный мак-
симальный внутренний ωσL-спутник класса Фиттинга F.

Кроме того, h(ω ∩ σi)Gω∩σi
= (f(ω ∩ σi)Gω∩σi

)Gω∩σi
= f(ω ∩ σi)Gω∩σi

= h(ω ∩ σi) для всех
ω ∩ σi ∈ ωσ.

Теорема доказана.

Заключение

В продолжении данных исследований возникают следующие вопросы.

Вопрос 1. Описать ωσ-веерные классы Фиттинга с алгебраическими, дистрибутивными,
булевыми, стоуновыми решетками.

Вопрос 2. Изучить однопорожденные произведения ωσ-веерных классов Фиттинга.

Вопрос 3. Изучить критические ωσ-веерные классы Фиттинга.
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