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Ранее автором были описаны с точностью до сопряжения все пары (A,B) нильпотентных подгрупп A и
B в конечной группе G с цоколем L2(q), для которых A∩Bg 6= 1 для любого элемента g из G. Аналогичное
описание было позднее получено автором для примарных подгрупп A и B в конечной группе G с цоколем
Ln(2m). В этой работе дается описание с точностью до сопряжения всех пар (A,B) нильпотентных под-
групп A и B конечной группы G с цоколем L3(q) или U3(q), для которых A∩Bg 6= 1 для любого элемента
g из G. Полученные результаты подтверждают в рассмотренных случаях гипотезу о том, что в конечной
простой неабелевой группе G для любой ее нильпотентной подгруппы N найдется такой элемент g, что
N ∩Ng = 1 (задача 15.40 из “Коуровской тетради”).
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Введение

Пусть G — конечная группа, A и B — ее подгруппы. Определим множество MG(A,B) как
множество всех минимальных по включению пересечений вида A∩Bg, где g ∈ G, а mG(A,B) —
как подмножество всех минимальных по порядку элементов из MG(A,B). Определим также
подгруппы MinG(A,B) = 〈MG(A,B)〉 и minG(A,B) = 〈mG(A,B)〉. Автором (см. [1, теоре-
ма 2.18]) были изучены пересечения абелевых подгрупп в произвольных конечных группах и
было доказано, что MinG(A,B) ≤ F (G) для абелевых подгрупп A и B.

Однако пример группы G = E9 ⋋D8, в которой D8 действует точно на E9 и A = B = D8,
показывает, что MinG(A,B) = minG(A,B) = D8 6≤ F (G) = E9, хотя A и B — минимальные
неабелевы группы. Более того, можно рассмотреть пример группы G = C2 × Σ4, в которой
ввиду леммы 2, приведенной ниже, существуют четверная подгруппа A и подгруппа B ≃ D8

такие, что A ∩Bg1 ≤ F (G) и A ∩Bg2 6≤ F (G) для некоторых элементов g1 и g2 из G.

Эти примеры относятся к разрешимым группам. Первый опубликованный пример конеч-
ной почти простой группы G с нильпотентными подгруппами A и B, для которых minG(A,
B) 6= 1, появился в нашей работе, написанной в соавторстве с В.Д.Мазуровым [2, теорема 1].

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 20-01-00456, и проекта повышения
конкурентоспособности ведущих университетов России (соглашение 02.А03.210006 от 27.08.2013).



О пересечениях нильпотентных подгрупп в конечных группах с цоколем 71

Это была группа G = Σ8, в которой A = B ∈ Syl 2(G). В этой же работе было доказано, что в
простой неабелевой группе G для любых ее примарных подгрупп A и B имеем MinG(A,B) = 1,
а для группы G = Σn также MinG(A,B) = 1 при n ≥ 5, за исключением указанной группы
G ≃ Σ8. Позднее автором в [3] было доказано, что MinG(A,B) = 1 для любой почти простой
группы G и любых ее примарных p-подгрупп A и B, где p ≥ 5 — простое число. Для случаев
p = 2, 3 имеются исключения.

Для конечной простой неабелевой группы G и ее нильпотентной подгруппы N в “Коуров-
ской тетради” [4] поставлен вопрос 15.40: “Верно ли, что N ∩Ng = 1 для некоторого элемента g
из G?’

Положительный ответ на этот вопрос для знакопеременной группы G получен Р.К.Кур-
мазовым в [5].

Кроме того, в [6, теорема 2] для группы G с цоколем L2(q) и ее нильпотентных подгрупп A
и B было дано описание подгруппы minG(A,B) 6= 1, из которого следовал ответ на вопрос 15.40
из “Коуровской тетради” в этом случае.

В данной работе, продолжая исследование, начатое в [7], мы рассматриваем случай груп-
пы G с цоколем, изоморфным L3(q) или U3(q), и нильпотентными подгруппами A и B из G,
для которых minG(A,B) 6= 1. Доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть G — конечная группа с цоколем L3(q) или U3(q), A и B — нильпо-

тентные подгруппы из G и S — силовская 2-подгруппа из G. Тогда следующие утверждения

равносильны:

(1) A ∩Bg 6= 1;
(2) MinG(A,B) 6= 1;
(3) minG(A,B) 6= 1;
(4) A и B — 2-подгруппы из G и с точностью до сопряжения либо

(а) G ≃ Aut (L3(2)) и (A,B) = (S, S), либо

(б) Soc (G) ≃ L3(4), G = Soc (G)〈τ〉 или G = Soc (G)〈τ, f〉, где инволюции τ и f ин-

дуцируют на Soc (G) нетривиальные графовый и полевой автоморфизмы соответственно,

A ∩B ∩ Soc (G)〈τ〉 > minG(S, S), причем A ≥ MinG(S, S) или B ≥ MinG(S, S).

З а м е ч а н и е 1. Подгруппы minG(S, S) и MinG(S, S) из утверждения (4б) теоремы в
случае Soc(G) ≃ L3(2

m) приведены в лемме 4.

1. Обозначения и предварительные сведения

Обозначения в основном стандартны (см., например, [8; 9].
Симметрическая и знакопеременная группы степени n обозначаются через Σn и An соот-

ветственно.

Лемма 1 [2, теорема 2]. Пусть G — конечная простая неабелева группа, A и B — ее

примарные подгруппы. Тогда MinG(A,B) = 1.

Лемма 2 [1, теорема 2.18]. Пусть G — конечная группа, A и B — ее абелевы подгруппы.

Тогда MinG(A,B) ≤ F (G).

Лемма 3 [10, теорема]. Пусть G — конечная группа, A — абелева подгруппа и B — ниль-

потентная подгруппа из G. Тогда A ∩Bg ≤ F (G) для некоторого элемента g из G.

Лемма 4 [7, теорема 1]. Пусть G — конечная группа с цоколем, изоморфным Ln(2
m), S —

силовская 2-подгруппа из G. Если minG(S, S) 6= 1, то выполняется одно из следующих утвер-

ждений:
(1) m = 1 , n ≥ 3, G ≃ Aut (Ln(2)), minG(S, S) = S при n = 2k + 1 и minG(S, S) =

O2(NG(P )) при n = 2k, где P — параболическая подгруппа, соответствующая центральной

вершине в схеме Дынкина для Ln(2);
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(2) m = 2, n = 3, G = Soc (G)〈τ〉 или G = Soc (G)〈τ, f〉, где инволюции τ и f индуцируют

на Soc (G) нетривиальные графовый и полевой автоморфизмы соответственно, minG(S, S) =
〈τS〉, 〈τS〉 > Z(S0), где S0 = S ∩ Soc (G), причем MinG(S, S) = S0〈τ〉.

Лемма 5 [6, теоремы 1 и 2]. Пусть G — конечная группа с цоколем, изоморфным L2(q),
где q нечетно, S — силовская 2-подгруппа из G, A и B — нильпотентные подгруппы из G.

Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) MinG(A,B) 6= 1;
(2) minG(A,B) 6= 1;
(3) либо q = 2m − 1 — простое число Мерсенна, G ≃ Aut (L2(q)), пара (A,B) с точ-

ностью до сопряженности совпадает с парой (S, S), MG(A,B) = mG(A,B) и MinG(A,B) =
minG(A,B) = S, либо q = 9, G ≃ Aut (L2(9)), пара (A,B) с точностью до сопряженности

принадлежит множеству {(S, S), (minG(S, S), S), (S,minG(S, S))}, MG(A,B) = mG(A,B) и

MinG(A,B) = minG(A,B) = 〈i, j〉 ≃ D16, где i и j — инволюции из G\G′ и |CS(i)| = |CS(j)| = 8.

2. Доказательство теоремы

Пусть выполняются условия теоремы. Положим K = Soc(G). Тогда K = Lǫ
3(q), где q = rm

для простого числа r и ǫ = ±1, причем K = L3(q) при ǫ = 1 и K = U3(q) при ǫ = −1. Пусть
G0 = G ∩ Inndiag(K) и G = G/K.

Равносильность утверждений (1), (2) и (3) в теореме следует непосредственно из опреде-
лений подгрупп MinG(A,B) и minG(A,B). Поэтому для доказательства теоремы достаточно
доказать, что, (3) ⇔ (4). Но (4) ⇒ (3) ввиду лемм 4 и 5 и [7, теорема 2]. Поэтому достаточно
доказать, что (3) ⇒ (4).

Допустим, что утверждение (3) ⇒ (4) ложно. Пусть G — контрпример наименьшего поряд-
ка к этому утверждению. Тогда в группе G может существовать несколько пар нильпотентных
подгрупп A и B, для которых утверждение (3) ⇒ (4) ложно. Выберем среди этих пар такую,
для которой число |A||B| минимально.

Лемма 6. G = AK = BK, G нильпотентна и q = rm ≥ 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что q ≤ 4. Тогда подгруппа K изоморфна L3(2), L3(4)
или U3(4). Отсюда ввиду [11, теоремы 1 и 2] получаем, что K ≃ L3(2) или L3(4), а подгруппы
A и B являются 2-подгруппами. Но тогда ввиду лемм 4 и 5 и [7, теорема 2] группа G — не
контрпример к теореме. Следовательно, q ≥ 5.

Допустим, что G1 := AK < G. Тогда |G1| < |G| и в подгруппе G1 для подгрупп A и
B1 = B ∩ G1 выполняются условия теоремы. По индукции MinG1

(A,B1) = 1. Поэтому для
некоторого элемента g1 из G1 имеем 1 = A∩Bg1

1 = A∩ (G1 ∩B)g1 = A∩Bg1 , что противоречит
выбору числа |A||B|. Следовательно, G = AK. Аналогично, G = BK.

Так как G ≃ AK/K ≃ A/A∩K и подгруппа A нильпотентна, то и группа G нильпотентна. �

Лемма 7. Op(A) = Ω1(Op(A)) для любого p ∈ π(A), причем силовские p-подгруппы из G
циклические, за исключением, быть может, случая, когда p ≤ 3 и силовская p-подгруппа из

G изоморфна E4 или E9. В любом случае группа G абелева.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что Ω1(Op(A)) < Op(A) для некоторого p ∈ π(A).
Тогда по выбору числа |A||B| имеем Ω1(Op(A))Op′(A) ∩ Bg = 1 для некоторого элемента g
из G. В частности, Op′(A) ∩ Bg = 1. Но A ∩ Bg 6= 1, так как minG(A,B) 6= 1. Поэтому D :=
Op(A)∩Bg 6= 1. Но D содержит элемент порядка p из Ω1(Op(A)). Поэтому Ω1(Op(A))∩Bg 6= 1
и, следовательно, Ω1(Op(A))Op′(A) ∩ Bg 6= 1; противоречие. Значит, Op(A) = Ω1(Op(A)) для
любого p ∈ π(A)

По лемме 6 G = G/K ≃ A/A ∩ K ≃ A, следовательно, группа G нильпотентна. Пусть
p ∈ π(A). По доказанному в предыдущем абзаце Op(A) ≤ Ω1(Op(A)).
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Согласно [12, (9-1)] Aut (K) = Inndiag(K) ⋋ (ΦK × ΓK), где Inndiag(K) — подгруппа
внутренне-диагональных автоморфизмов группы Aut (K), а ΦK и ΓK — подгруппы поле-
вых и графовых автоморфизмов соответственно. Кроме того, в факторгруппе Out (K) =
Aut (K)/Inn (K) имеем |Outdiag(K)| = (3, q − ε), |ΓK | ≤ 2, подгруппа ΦK циклическая,
[ΦK ,ΓK ] = 1 и инволютивный графовый автоморфизм инвертирует Outdiag(K).

В силу равенства Op(A) = Ω1(Op(A)) порядок силовской p-подгруппы в ΦK не превосхо-
дит p. Поэтому силовская p-подгруппа из G изоморфна либо Cp, либо E4, когда p = 2 и в ΦK

и ΓK есть инволюции, либо E9, когда p = 3, в Out (K) есть полевой автоморфизм порядка 3 и
3|(q − ε).

В любом случае группа G абелева. �

Лемма 8. Подгруппы A и B не являются примарными. Каждая из них имеет неабелеву

силовскую подгруппу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что первое утверждение леммы неверно. Тогда мож-
но считать, что подгруппа A примарна. Поэтому ввиду леммы 6 и [3, теорема 2B] подгруппа
A является 2-группой, G = AK и либо q = 9, либо q ≥ 5 — простое число Ферма или Мер-
сенна. Если G = K, то по лемме 1 имеем A ∩ Bg = 1; противоречие. Поэтому ввиду леммы 7
и [8, теорема 2.5.12, определение 2.5.13] G ≃ Aut (L3(9)), либо |G : K| = 2, причем при q 6= 9
имеем G = K〈τ〉, где τ —нетривиальный графовый автоморфизм группы K.

Пусть S — силовская 2-подгруппа в G, содержащая A, z — инволюция из Z(S) ∩ K и
C = CG(z). Тогда A ≤ C. Cогласно [8, табл. 4.5.1] слой L∗ подгруппы C изоморфен SL2(q) и
CK(L∗) — циклическая подгруппа порядка q − ε.

Предположим, что 2-ранг группы CG(L
∗) не меньше 2, Тогда некоторая инволюция j из

G\K централизует L∗. Допустим, что j индуцирует на K полевой или графово-полевой ав-
томорфизм. Тогда согласно [12, (15-4)] j действует на L∗ как полевой или графово-полевой
автоморфизм. Отсюда следует, что q = 9. Ввиду [13] имеем G ≃ U3(9).2 и C = D × C1,
где D ≃ D10 и C1 ≃ SL2(9).2. В подгруппе D любые две различные силовские 2-подгруппы
пересекаются тривиально. Из описания множества минимальных по включению пересечений
силовских 2-подгрупп в группе C1, приведенном в лемме 5, следует, что в группе C1 найдутся
силовские 2-подгруппы Q1 и Q2 такие, что Q1 ∩ Q2 ≃ C4. Значит, в C найдутся силовские
2-подгруппы T1 и T2 такие, что T1 ∩ T2 ≃ C4. Поскольку A — 2-группа, то выбор числа |A||B|
показывает, что и B — 2-группа. Из теоремы Бэра — Судзуки (см. [9, теорема 2.66]) следует,
что Bg ∩ Z(C) = 1 для некоторого элемента g из G. Положим B1 = Bg ∩ C. Поскольку B1 —
2-группа, без ограничения общности можно считать, что A и B1 лежат в T1 и T2 соответствен-
но. Поэтому A∩B1 < T1 ∩T2

∼= C4. Но B1 ∩ 〈z〉 = 1. Значит, B1 ∩ (T1 ∩T2) = 1. Следовательно,
A ∩ B1 = 1. Но тогда и A ∩ B1 = A ∩ Bg ∩ C = 1. Противоречие с выбором числа |A||B|.
Следовательно, можно считать, что j = τ , и в любом случае G ≥ K〈τ〉, где τ индуцирует на
K графовый автоморфизм. Но это противоречит строению группы CK(τ) (см. [8, табл. 4.5.1]).

Таким образом, 2-ранг группы CG(L
∗) равен 1. По теореме Бэра — Судзуки (см. [9, теоре-

ма 2.66]) CG(L
∗)∩Bh = 1 для некоторого элемента h из G. Рассмотрим подгруппу B1 = C∩Bh.

В факторгруппе Ĉ = C/CG(L
∗), изоморфной подгруппе из Aut (L∗) по лемме 5 имеем, что либо

q = 9, либо q — простое число Мерсенна. Если q — простое число Мерсенна, то Ŝ = min̂(Â, B̂1).
Это означает, что A и B1 содержат Z(S), так как |Z(S)| = 2. Противоречие. Если же q = 9,

то |Ŝ : min̂(Â, B̂1)| ≤ 2, причем по лемме 5 min
Ĉ
(Â, B̂1) ≃ D16. Поэтому снова A и B1 содер-

жат Z(S). Противоречие.

Второе утверждение леммы следует из леммы 3. �

Лемма 9. (|A|, r) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что лемма неверна. Тогда (|A|, r) 6= 1 и, следователь-
но, можно взять элемент a порядка r из Z(A).
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Допустим, что Or(A)∩K = 1. Тогда, поскольку |Outdiag(K)| = (3, q−ε), a индуцирует на K
нетривиальный графовый, полевой или графово-полевой автоморфизм. Если Or′(CG(a)) 6= 1,
то согласно [8, теорема 7.7.1(B)] имеем K ≃ L3(4), что противоречит лемме 6. Следовательно,
Or′(CG(a)) = 1. Пусть a индуцирует на K полевой или графово-полевой автоморфизм. Тогда
исходя из [12, (9-5)] CG(O

r′(CK(a))) = 〈a〉. Если Or′(CK(a)) — разрешимая подгруппа, то,
учитывая, что по лемме 6 имеем q ≥ 5, ввиду [12, (9-1)] либо a индуцирует графово-полевой
автоморфизм и K ≃ L3(4), что невозможно, либо a индуцирует на K полевой автоморфизм, и
в этом случае K ≃ U3(4), что также невозможно. Следовательно, Or′(CK(a)) — неразрешимая
подгруппа. В этом случае по теореме Бэра — Судзуки 〈a〉∩Bh = 1 для некоторого элемента h из
G. К тому же согласно [12, (9-1)] централизатор CK(a) изоморфен L3( r

√
q) или U3( r

√
q). Поэтому

для подгруппы T = CG(a) в факторгруппе T̃ = T/〈a〉 для Ã, B̃1, где B1 = Bh∩T по индукции

и лемме 8 получаем minT̃ (Ã, B̃1 = 1̃). По лемме 1 из [7] minG(A,B) = 1; противоречие.

Итак, a индуцирует на K нетривиальный графовый автоморфизм. Так как |a| = 2, то
r = 2 и согласно [14, (9-3)] слой L∗ группы CK(a) изоморфен L2(2

m). Заметим, что по [12,
(15-4)] полевые или графово-полевые автоморфизмы порядка 2 группы K действуют как по-
левые или графово-полевые автоморфизмы соответственно и на L∗. Рассмотрим подгруппу
R = AL∗. Поскольку O2(A) ∩ K = 1, то |O2(R)| = 2. По лемме 7 в факторгруппе A/A ∩ K
силовские подгруппы нечетного порядка циклические. К тому же A ∩ K ≤ CK(a). Поэтому
A1 := CA(L

∗) = CR(L
∗) — абелева подгруппа. По лемме 3 имеем A1 ∩ Bg = 1 для неко-

торого элемента g из G, и для подгруппы B1 = Bg ∩ R в факторгруппе R̂ = R/A1 имеем
min

R̂
(Â, B̂1) = 1̂. Поэтому ввиду [7, лемма 1] minG(A,B) = 1. Противоречие с выбором числа

|A||B|.
Таким образом, Or(A) ∩ K 6= 1. Согласно [8, следствие 3.1.4] подгруппа A лежит в N =

NG(R), где N — r-скованная группа и Or′(N) = 1. Рассмотрим подгруппу P = Or(N)A.
Подгруппа P r-замкнута. Поэтому, ввиду [3, теорема B2] либо Or(P )∩Bh = 1, либо K ≃ L3(4),
что невозможно по лемме 6. Значит, Or(P ) ∩ Bh = 1. Так как Or′(A) действует точно на
Or(P ), то по P × Q-лемме Томпсона (см. [9, предложение 4.9]) Or′(A) действует точно на
P1 = COr(P )(Or(A)).

Предположим, что порядок группы A нечетен. Тогда согласно [15, теорема 1.1] имеем
Or′(A) ∩ Or′(A)

t = 1 для некоторого t ∈ P1. Без ограничения общности можно считать, что
B1 = Bh ∩ P ≤ Or′(A). Так как B1 ∩Or(A) = 1 и Or(A) = (Or(A))

t, то D := B1 ∩ (Or′(A)) 6= 1.
Поэтому 1 6= D ≤ Or′(A) ∩ (Or′(A))

t = 1; противоречие. Следовательно, порядок группы A
четен.

Предположим, что r = 2. Если Or′(A) ∩ (Or′(A))
t = 1 для некоторого t из P1, то, как в

предыдущем абзаце, приходим к противоречию. Поэтому Or′(A) ∩ (Or′(A))
t 6= 1 для любого

t из P1. Отсюда согласно [15, теорема 1.1] Or′(A) содержит секцию, изоморфную Cp ≀ Cp для
некоторого нечетного простого числа p. Из леммы 7 следует, что p = 3 и силовская 3-подгруппа
из G может быть только E9, иначе при r = 2 подгруппа Or′(A) не может содержать секцию,
изоморфную Cp ≀Cp. Кроме того, Or′(A)∩K лежит в некоторой параболической подгруппе из
K с циклическими силовскими подгруппами, так что по лемме 7 и Or′(A)/Or′(A) ∩K имеет
циклические силовские подгруппы. Пусть x —элемент порядка 3 из K∩A. Поскольку x ∈ Z(A)
и порядок централизатора CG(x) четен, то исходя из [8, табл. 4.1.4] CG(x) имеет слой L∗ ≃
L2(2

n). Рассмотрим подгруппу R = AL∗. Так как O2(A)∩K > 1, то для A1 := CA(L
∗) = CR(L

∗)
имеем | A1 |<| A |. По выбору числа |A||B| имеем A1 ∩ Bg = 1 для некоторого элемента g из
G, а для подгруппы B1 = Bg ∩ R в факторгруппе R̂ = R/A1 имеем min

R̂
(Â, B̂1) = 1̂. Поэтому

ввиду леммы 1 из [7] minG(A,B) = 1. Это противоречит выбору числа |A||B|.
Таким образом, r > 2 и Or′(A) имеет секцию, изоморфную D8. По лемме 7 в факторгруппе

G = G/K имеем O2(G)
∼→ E4. Следовательно, найдется инволюция i из Z(A) ∩ A′, лежащая

в K. Cогласно [8, табл. 4.5.1] слой L∗ подгруппы CG(i) изоморфен SL2(q) и CG0
(L∗) — цик-

лическая подгруппа порядка q − ε. Если 2-ранг CG(L
∗) не меньше 2, то некоторая инволюция

j из G\G0 централизует L∗ и поэтому согласно [12, (9-5)] инволюция j индуцирует графо-
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вый автоморфизм на K, иначе компоненты в CK(j) определены над полем порядка
√
q, что

невозможно. Противоречие с [8, табл. 4.5.1]. Поэтому 2-ранг CG(L
∗) равен 1 и для подгруппы

M = L∗A получаем, что A1 := CM (L∗) ≤ A и силовские подгруппы подгруппы A1 имеют
ранга 1. По лемме 3 имеем A1 ∩Bh = 1 для некоторого h из G, и для подгруппы B1 = Bh ∩M

в факторгруппе M̂ = M/A1 имеем min
M̂
(Â, B̂1) = 1̂ в силу того, что 2r делит |A|. Поэтому

ввиду леммы 1 из [7] minG(A,B) = 1. �

Лемма 10. Порядок группы A четен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что лемма неверна. Тогда число |A| нечетно. Поэтому
по лемме 8 некоторое простое число p ≥ 5 делит |A|. По лемме 9 (r, |A|) = 1. Возьмем в Z(A)
элемент a порядка p.

Предположим, что a 6∈ K. Тогда a индуцирует на K нетривиальный полевой автоморфизм
с CK(a) = Lǫ

3( p
√
q). Следовательно, по [12, (9-5)] имеем CG(O

r′(CK(a))) = 〈a〉. Значит, для
подгруппы 〈a〉 по теореме Бэра — Судзуки имеем 〈a〉 ∩Bg = 1 для некоторого g из G. Таким
образом, для B1 = CG(a) ∩ Bg в силу нечетности |A| в факторгруппе T = CG(a)/〈a〉 имеем
minT (A,B1) = 1. По лемме 1 из [7] minG(A,B) = 1; противоречие. Таким образом, a является
полупростым элементом из K.

Предположим, что CG(a) — неразрешимая группа. Тогда согласно [8, теорема 4.8.2] в
CG0

(a) имеется единственная компонента L∗ ≃ L2(q) или SL2(q) и CG0
(L∗) — абелева под-

группа. Следовательно, в подгруппе R = AL∗ имеем C1 := CR∩G0
(L∗) — абелева подгруппа

и элементы из A ∩ G0 индуцируют на L∗ внутренне-диагональные автоморфизмы нечетного
порядка. Отсюда по лемме 3 C1 ∩ Bg = 1 для некоторого элемента g из G и для подгруппы
B1 = Bg ∩R в случае A ≤ G0 по индукции для R̂ = R/C1 имеем min

R̂
(Â, B̂1) = 1̂, так как Â и

B̂1 имеют нечетные порядки. Отсюда по лемме 1 из [7] minG(A,B) = 1, что противоречит вы-
бору числа |A||B|. Следовательно, A 6≤ G0. Но если в CR(L

∗) силовские подгруппы абелевы, то
снова по лемме 3 имеем CR(L

∗)∩Bg = 1 и, как и выше, получаем противоречие. Следователь-
но, в CR(L

∗) есть неабелева силовская подгруппа. Поскольку CG0
(L∗) — абелева подгруппа,

то по лемме 3 имеем CG0
(L∗) ∩ Bg = 1 для некоторого g из G. Следовательно, в разности

CR(L
∗)\CR∩G0

(L∗) есть элемент x простого порядка t, индуцирующий на K нетривиальный
полевой автоморфизм. Но это невозможно, так как CG0

(x)
∼→ Inndiag(Lǫ

3( t
√
q) и 〈a〉 ∗L∗ лежит

в CK(x), но поле определения компоненты L∗ имеет порядок q, а в CG0
(x) поле определения

L∗ должно иметь порядок t
√
q. Противоречие. Следовательно, CR(L

∗) — абелева подгруппа и,
как и выше, G — не контрпример к теореме.

Значит, группа CG0
(a) разрешима. Если в CG0

(a) есть разрешимая компонента, то ввиду
[16, (9.1)] q = 2, 3 и G — не контрпример к теореме по [7].

Поэтому T = CG0
(a) — максимальный тор в G0. Если G = G0, то по лемме 3 T ∩Bg = 1 для

некоторого элемента g из G. Противоречие с выбором пары (A,B). Следовательно, G 6= G0.
По лемме 6 G = AK ≤ AG0. Поэтому G = AG0 и в разности G\G0 = AG0\G0 найдется
элемент x простого порядка t. Так как |x| нечетен, то x индуцирует нетривиальный полевой
автоморфизм на K. Но x 6∈ Z(A), иначе, согласно [12, (9-5)] 〈x〉 = CG(O

t(CK(x)) и, как это
уже подробно было доказано в лемме 9, получаем противоречие. Поэтому нильпотентность
A влечет, что Ot(A ∩ T ) 6= 1 и x действует нетривиально на Ot(A ∩ T ). С другой стороны,
COt(A∩T )(x) 6= 1. Пусть x1 — элемент порядка t из COt(A∩T ) ∩ Z(A). Рассмотрим CG0

(x1).
Предположим, что ordt(q) = 1. Тогда исходя из [8, теорема 4.8.2] для слоя L∗ централи-

затора CG0
(x1) имеем L∗ ≃ SL2(q) или L2(q) и CG0

(L∗) — абелева подгруппа. Допустим, что
в CG(L

∗)\CG0
(L∗) есть элемент y простого порядка t1. Согласно [12, (9-1)] и нечетности |x|

элемент x индуцирует нетривиальный полевой автоморфизм на L∗. Элемент y централизует
подгруппу 〈x1〉 ∗ L∗. Но ввиду [12, (9-1)] CG0

y
∼→ Inndiag(Lǫ

3( t1

√
q) и согласно [8, теорема 4.8.2]

содержит единственную компоненту, определенную над полем порядка t1

√
q. Противоречие с

тем, что CG0
(y) ≥ 〈x1〉∗L∗, где L∗ определена над полем порядка q. Следовательно, CG(L

∗) не
содержит элементов простого порядка вне CG0

(L∗). Поэтому по лемме 3 имеем CG(L
∗)∩Bg = 1
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для некоторого элемента g из G. Тогда в подгруппе M = NG(L
∗) имеем CM (L∗) ∩ Bg = 1 и

в факторгруппе M̂ = M/CM (L∗)
∼→ Aut (L∗) для подгруппы B1 = M ∩ Bg по индукции име-

ем min
M̂
(A, B̂1) = 1̂ в силу нечетности Â. Следовательно, по лемме 1 из [7] minG(A,B) = 1.

Противоречие с выбором числа |A||B|.
Итак, ordt(q) > 1.
Допустим, что ordt(q) = 2. Тогда t|(q2−1) и t ∤ (q−ε). Согласно [8, теорема 4.8.2] CG0

(x1)
∼→

Cq2−1, поэтому силовская t-подгруппа T1 в торе T циклическая порядка ≥ t2 в силу того, что
x действует нетривиально на этой подгруппе T1. По лемме 7 силовские подгруппы нечетного
порядка в G имеют простой порядок, за исключением, возможно, случая t = 3, когда K
имеет диагональный автоморфизм порядка 3. Но в этом случае 3|(q − ǫ), что в нашем случае
невозможно. Поэтому силовская t-подгруппа T0 в A имеет вид T0 = T1 ⋋ 〈x〉.

Допустим, что подгруппа T0 имеет класс нильпотентности 2. Так как t нечетно и в T0

каждый элемент имеет вид t0 = t1x1, где t1 ∈ T1 x1 ∈ 〈x〉, то по известной формуле (см.,
например, [17, с. 15]) tt0 = tt1t

t
2[t1, t2]

t = tt1. Следовательно, Ω1(T0) 6= T0, что противоречит
лемме 7.

Если же класс группы T0 больше 2, то достаточно взять факторгруппу T̂0 = T0/T3, где

T3 ≤ T1 и T̂0 имеет класс два. Снова получаем, что Ω1(T0) < T0, что противоречит лемме 7.
Следовательно, ordt(q) > 2.
Так как K ≃ Lǫ

3(q), то ordt(q) ≤ 3. Поэтому ordt(q) = 3. Значит, t|(q3−ε), причем t ∤ (q2−1).
Ввиду [8, теорема 4.8.2] T

∼→ Cq2+εq+1. Поскольку из леммы 3 следует, что T∩Bg = 1, то G 6= G0

и, как и в случае ordt(q) = 2, найдется элемент x, индуцирующий на K полевой автоморфизм
порядка t. Дословно повторяя рассуждения случая ordt(q) = 2, получаем, что Ω1(T0) < T0 для
T0 ∈ Syl t(A). Противоречие с леммой 7. �

Лемма 11. G — не контрпример к теореме.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что лемма неверна. Тогда по лемме 10 порядок |A|
четен, а по лемме 7 факторгруппа G/K абелева с силовскими подгруппами простого поряд-
ка, за исключением, может быть, силовской 2-подгруппы, которая вкладывается в E4, или
силовской 3-подгруппы, которая вкладывается в E9.

Предположим, что O2(A)∩G0 = O2(A)∩K = 1. Тогда инволюция i ∈ Z(A) индуцирует на
K нетривиальный полевой, графово-полевой или графовый автоморфизм.

Пусть выполняется случай графово-полевого или полевого автоморфизмов. Тогда согласно
[12, (9-5)] имеем CG(O

2′(CK(i))) = 〈i〉.
Если O2′(CK(i)) — неразрешимая подгруппа, то F (CG(O

2′(CK(i)))) = 〈i〉. По теореме Бэ-
ра — Судзуки 〈i〉∩Bg = 1 для некоторого элемента g из G. К тому же для подгрупп C = CG(i)
и B1 = Bg∩C в факторгруппе Ĉ = C/〈i〉 ≃ Lǫ

3(
√
q) в силу леммы 8 число |Â| не является степе-

нью двойки. Следовательно, по индукции min
Ĉ
(Â, B̂1) = 1̂ и по лемме 1 из [7] minG(A,B) = 1,

что противоречит выбору пары (A,B). Поэтому O2′(CK(i)) — разрешимая подгруппа. Если
инволюция i индуцирует на K графово-полевой автоморфизм, то исходя из [12, (9-5)] имеем
K ≃ L3(4), что невозможно по лемме 6. Если i индуцирует на K полевой автоморфизм, то
K ≃ U3(4), что также невозможно по лемме 6.

Значит, инволюция i индуцирует на K графовый автоморфизм и, следовательно, по лем-
ме 9 имеем r > 2. Так как по лемме 6 q = rm ≥ 5, то по [8, табл. 4.5.1] O2′(CK(i)) — неразре-
шимая подгруппа, что, как и выше, приводит к противоречию с выбором пары (A,B).

Таким образом, O2(A)∩K 6= 1. С учетом [8, табл. 4.5.1] в K один класс инволюций, можно
считать, что инволюция a из Z(O2(A) ∩ K) лежит в Z(S) для S ∈ Syl 2(G). Поскольку по
лемме 9 r > 2, а по лемме 6 q = rm ≥ 5, то по [8, табл. 4.5.1] слой L∗ подгруппы CG0

(a)
изоморфен квазипростой группе SL2(q) и CG0

(L∗) — циклическая группа порядка q − ε.
Рассмотрим подгруппы R = L∗A, A0 = CA(L

∗) и R0 = CR(L
∗). По определению R0 ≥ A0.

Поскольку образ подгруппы R0 в факторгруппе R/L∗ нильпотентен и подгруппа R0 нормаль-
на в R, то подгруппа R0 нильпотентна. Если |R0| < |A|, то по выбору числа |A||B| имеем
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R0 ∩Bg = 1 для некоторого элемента g из G. Далее, рассуждения последнего абзаца из до-
казательства леммы 8 показывают, что G — не контрпример к теореме. Поэтому |R0| ≥ |A|.
Но R0 = A0Z(L∗), где |Z(L∗)| = 2. Поэтому |R0| ≤ 2|A0|. Значит, |A| ≤ |R0| ≤ 2|A0|, откуда
|A : A0| ≤ 2. Последнее неравенство влечет, что O(A) ≤ A0. По лемме 8 O(A) 6= 1, и согласно
[8, табл. 4.5.1] и [12, (5-4)] O(A) ≤ CG0

(L∗) и любая инволюция из CG0
(L∗)\Z(L∗) инвертирует

O(A). Поэтому CR(L
∗) = CG0

(L∗) = O(A)Z(L∗). Так как группа O2(A) неабелева, то можно
считать, что 〈i〉 = Z(L∗) и G/G0 ≃ E4. Но тогда по [12, (9-1)] некоторая инволюция f из
G \G0 индуцирует на K нетривиальный полевой автоморфизм и, следовательно, по [12, (5-4)]
f действует нетривиально на L∗. Но тогда |R0| < |A|; противоречие. �

Приведенная выше лемма 11 завершает доказательство теоремы.
Теорема доказана.
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