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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ С ЧЕТЫРЬМЯ КЛАССАМИ
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Продолжается изучение конечных групп, имеющих точно четыре класса сопряженных максималь-
ных подгрупп. Группы с этим свойством названы 4M -группами. В первой части были описаны про-
стые 4M -группы и непростые неразрешимые 4M -группы без нормальных подгрупп простого индекса
(т. е. 4M -группы, совпадающие со своим коммутантом). Во второй части начато исследование конеч-
ных неразрешимых 4M -групп, имеющих нормальную максимальную подгруппу. При этом используются
ранние результаты Г. Паздерского о строении конечных групп, имеющих точно два класса сопряжен-
ных максимальных подгрупп, и результаты автора о строении конечных групп, которые имеют точно три
класса сопряженных максимальных подгрупп. Результаты первых двух частей напоминаются во введении
в теоремах 1–3. В настоящей третьей части работы (см. теорему 4) получено полное описание конечных
непростых почти простых 4M -групп. Доказательства полученных результатов основываются на работах
многих авторов, изучавших строение максимальных подгрупп различных классов конечных простых и
почти простых групп.
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V. A.Belonogov. Finite groups with four conjugacy classes of maximal subgroups. III.

We continue the study of finite groups with exactly four conjugacy classes of maximal subgroups. Groups with
this property are called 4M -groups. In the first part of this series of papers, we described simple 4M -groups and
nonsimple nonsolvable 4M -groups without normal subgroups of prime index. In the second part, we started the
investigation of finite nonsolvable 4M -groups with a normal maximal subgroup using G. Pazderski’s results on
the structure of finite groups with exactly two conjugacy classes of maximal subgroups and the author’s results
on the structure of finite groups with exactly three conjugacy classes of maximal subgroups. The results of parts
I and II are recalled in the introduction in Theorems 1–3. In the present third part, a complete description of
finite nonsimple almost simple 4M -groups is given (see Theorem 4). The proofs of the results are based on
the works of many authors who studied the structure of maximal subgroups of finite simple and almost simple
groups from various classes.
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Введение

В предлагаемой статье продолжается изучение конечных групп, имеющих точно четыре
класса сопряженных максимальных подгрупп, начатое в [1] и [2], с учетом результатов рабо-
ты [3]. Список обозначений приводится в конце этого введения.

О п р е д е л е н и е 1. Группа, имеющая точно n классов сопряженных максимальных
подгрупп (n — натуральное число), называется nM -группой.

Понятно, что конечные 1M -группы — это примарные неединичные циклические группы,
а конечные абелевы 2M -группы — циклические бипримарные.

Конечные неабелевы 2M -группы были описаны в 1964 г. Г. Паздерским в [4], и этот резуль-
тат является, по-существу, первым шагом в изучении nM -групп. Данные группы бипримарны
и являются полупрямыми произведениями нормальной и циклической силовских подгрупп.

Описание конечных 3M -групп (разрешимых и неразрешимых) было получено автором в
1986 г. в работе [5], где, в частности, был доказан следующий результат.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-01-00456).



6 В.А.Белоногов

Предложение 1 [5, теорема 1]. Конечная неразрешимая группа G есть 3M -группа, если
и только если G/Φ(G) — простая группа, изоморфная L2(7) или L2(2

r), где r — простое
число.

Ввиду работ [4; 5] конечные nM -группы при n ≤ 3 известны.

Сформулируем теперь результаты о 4M -группах, доказанные в [1] и [2]. Теоремы этой
серии работ имеют номера 1–3.

Теорема 1 [1, теорема 1]. Конечная простая группа G является 4M -группой, если и толь-
ко если выполнено одно из следующих условий:

(1) G ∼= L2(11);

(2) G ∼= L2(p), где p — простое число, p > 3 и p ≡ ±3,±13 (mod 40);

(3) G ∼= L2(p
rm), где p, r — простые числа, r > 2 при p > 2, m ∈ N и pm > 2;

(4) G ∼= L3(3);

(5) G ∼= U3(q), где q = 3 или q = 22
m

, m ∈ N;
(6) G ∼= Sz(2r), где r — простое число (r > 2).

Теорема 2 [1, теорема 2]. Пусть G — конечная непростая группа без нормальных под-
групп простого индекса. Равносильны следующие утверждения:

(1) G — 4M -группа и Φ(G) = 1;

(2) G = P ⋋M , где P — минимальная нормальная p-подгруппа в G при некотором прос-
том p, MG = 1 и M/Φ(M) изоморфна L2(7) или L2(2

r) при некотором простом r.

Теорема 3 [2, теорема 3]. Пусть G — конечная неразрешимая группа, имеющая нормаль-
ную подгруппу простого индекса p. Предположим, что G есть 4M -группа и Φ(G) = 1. Тогда
выполнено одно из следующих условий:

(1) G = P × L, где |P | = p и L изоморфна L2(7) или L2(2
r), где r — простое число;

(2) группа G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу S, причем S =
L1×· · ·×Lt, где L1, . . . , Lt — изоморфные простые неабелевы группы, t делит |G/S| и G/S
есть разрешимая группа не более чем c двумя классами сопряженных максимальных
подгрупп.

В настоящей работе исследуется строение таких групп G в случае, когда t = 1, т. е. когда
группа G непростая и имеет простой цоколь S.

Предварительно введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть S = L2(q), где q = p2k, p > 2 — простое число и k ∈ N.
Хорошо известно (см., например, лемму 4.1 ниже), что Out(S) = 〈δ〉 × 〈ϕ〉, где δ и ϕ — образы
в Out(S) диагонального и полевого автоморфизмов группы S. Положим

PGL−

2 (q) := S.〈δϕk〉 (δϕk — инволюция).

Заметим, что PGL2(q) = S.〈δ〉, PΓL2(q) = PGL2(q).〈ϕ〉 и PΣL2(q) = S.〈ϕ〉 при любом q.

Главным результатом статьи является теорема 4 (продолжаем нумерацию теорем, начатую
в статьях этой серии).

Теорема 4. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с простым цоко-
лем S. Тогда группа G является 4M -группой, если и только если S ∼= L2(q), где q = pf , p —
простое число, f ∈ N, и выполнено одно из условий

(1) q = 2r, где r — простое нечетное число и G ∼= PΣL2(q);

(2) q = p2
m

, где p > 2, m ∈ N, и G изоморфна PGL2(q) или PGL−

2 (q);

(3) q = p, где p = 5 или p ≡ ±1 (mod 8), и G ∼= PGL2(q).
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Как видим, условие (1) задает бесконечную серию конечных непростых почти простых
4M -групп при четном q, условие (2) задает две бесконечные серии таких групп при каждом
простом p > 2, а условие (3) — одну бесконечную серию таких групп при заданных простых q.
Условие G ∼= PGL2(q) в п. (3) теоремы 4 непосредственно следует из равенства q = p, так как
по условию теоремы G ≤ Aut(S) ∼= S.Out(S) = S.〈δ〉.

Для завершения описания 4M -групп предстоит еще (в следующих работах) исследовать

1) конечные 4M -группы с непростым цоколем (группы п. (2) теоремы 3 при t ≥ 2),

2) конечные разрешимые 4M -группы.

Краткое сообщение о некоторых результатах настоящей статьи сделано в [6].

Используемые в статье обозначения в основном стандартные (см., например, [7–10]). Через
N обозначено множество всех натуральных чисел. Если m,n ∈ N, то запись m | n означает,
что m делит n. Через Cn, En и Dn обозначаются соответственно циклическая, элементарная
абелева и диэдральная группы порядка n; при этом условимся, что D2 := C2 и D4 := E4 (знак
“ :=” означает “по определению равно”). Используются также записи A ∼= B (A изоморфно B)
и A . B (A изоморфно подгруппе из B). Рассматриваются только конечные группы.

Если H — подгруппа группы G, то {H}G := {Hg|g ∈ G} есть класс сопряженных подгрупп
группы G, содержащий подгруппу H, и HG — пересечение всех подгрупп группы G, сопряжен-
ных с H в G (ядро H в G). Если S ⊳ G (S — собственная нормальная подгруппа группы G) и
H < S, то класс подгрупп {H}S группы S называется G-инвариантным, если {H}S = {H}G.
Подгруппа группы G, порожденная ее подмножеством M , обозначается через 〈M〉.

Запись H ⋖ G означает, что H есть максимальная подгруппа в G; m(G) обозначает чис-
ло классов сопряженных максимальных подгрупп группы G. Классы сопряженных (макси-
мальных) подгрупп группы G мы будем называть иногда просто классами (максимальных)
подгрупп группы G; Φ(G) – подгруппа Фраттини группы G.

Используются также следующие обозначения из Атласа конечных групп [7, с. XX]. Запись
G = A.B означает, что группа G имеет нормальную подгруппу, изоморфную A, фактор-группа
по которой изоморфна B (т. е. G есть расширение подгруппы A с помощью группы B). В случае
расщепляемого расширения подгруппы A с помощью подгруппы B вместо точки может быть
использован знак ⋋ (в частности, в настоящей статье) или знак “ :” (например, в [7]). Запись
G = A ⋋ B равносильна записи G = B ⋌ A; каждую из них можно прочитать как “G есть
полупрямое произведение A на B”.

1. Первые примеры непростых почти простых 4M -групп

Первые примеры непростых почти простых 4M -групп приведены автором в тезисах [3].
Отметим некоторые из них и приведем необходимые доказательства.

Лемма 1.1 [3, предложение 1]. Пусть G — непростая почти простая 4M -группа с цо-
колем S. Тогда

(1) S не является спорадической простой группой;

(2) если S ∼= An с n ∈ N, то G/S — примарная циклическая группа,

и тогда либо
(2.1) n = 5 и G ∼= S5 (это равносильно п. (1) леммы 2.5 ниже),

либо

(2.2) n = 6, Inn(A6) < G < Aut(A6) и G ≇ S6 (существуют точно две такие подгруп-
пы G в Aut(A6); п. (2.2) равносилен объединению пп. (4) и (5) леммы 1.3 ниже).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) : Если S — спорадическая простая группа, то согласно Атла-
су конечных групп (см. [7, с. viii]) G ∼= Aut(S) = S.C2 и число классов максимальных подгрупп
в такой G для любой спорадической простой группы S более четырех.
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(2) : Пусть S ∼= An (n ≥ 5). Тогда согласно [10, теорема 2.3] и [7]
либо n 6= 6 и Aut(An) ∼= Sn,
либо n = 6, Aut(A6) ∼= PΓL2(9) и Aut(A6)/Inn(A6) ∼= E4.

В любом случае должно быть G = S.C2.
Пусть n 6= 6. Тогда число классов максимальных подгрупп в G равно четырем при n = 5 и

больше четырех при n > 6, что следует из [7] при n ≤ 13 и п. (I) основной теоремы в [11] (при
n ≥ 13 достаточно подсчитать лишь максимальные подгруппы вида Sm × Sk, где n = m+ k с
m 6= k). Следовательно, в этом случае G есть 4M -группа, если и только если n = 5.

При n = 6 утверждение леммы непосредственно следует из [7, p. 4].
Лемма 1.1 доказана.

Из теоремы 1 и леммы 1.1 непосредственно вытекает следующая лемма.

Лемма 1.2. Цоколь конечной почти простой 4M -группы G является группой лиева ти-
па.

Естественно начать изучение конечных непростых почти простых 4M -групп с “маленьких”
групп. Обратимся к Атласу конечных групп [7], в котором для 93 конечных простых групп S
выписаны списки их максимальных подгрупп и также списки максимальных подгрупп всех
подгрупп вида Inn(S).X из Aut(S). При этом группа Inn(S).X отождествляется там с S.X, и
из этих групп G = S.X легко выбрать все возможные 4M -группы. Таким образом, получа-
ем 11 непростых почти простых 4М-групп небольшого порядка для первого знакомства (см.
лемму 1.3) и можем уже использовать их для формирования и проверки некоторых гипотез
(например, о строении максимальных подгрупп).

Попутно укажем в этих группах G = S.X (S — цоколь группы G) так называемые новин-
ки — novelty (см. [12, p. 10]); это максимальные подгруппы M из G такие, что M = NG(M ∩S),
но M ∩S не является максимальной подгруппой в S (если M ⋖G — не новинка, то M ∩S⋖S).

Лемма 1.3. Пусть G — непростая почти простая 4M -группа с цоколем S. Предполо-
жим, что S есть произвольная конкретная простая группа, рассматриваемая в Атласе
конечных групп [7]. Тогда верно одно из следующих утверждений (группа G — зана с точно-
стью до изоморфизма, в скобках записаны типы ее максимальных подгрупп):

(1) G = PGL2(5) = S.C2, S = L2(5)
(максимальные подгруппы: S, C5 ⋋ C4, S4, C2 × S3);

(2) G = PGL2(7) = S.C2, S = L2(7)
(максимальные подгруппы: S, C7 ⋋ C6, D12 (novelty), D16 (novelty));

(3) G = PΣL2(8) = S.C3, S = L2(8)
(максимальные подгруппы: S, E8 ⋋ C7 ⋋ C3, C9 ⋋C6, C7 ⋋ C6);

(4) G = PGL2(9) = S.C2, S = L2(9) (∼= U2(9) ∼= A6)
(максимальные подгруппы: S, E9 ⋋ C8, D20 (novelty), D16 (novelty)):

(5) G = PGL−

2 (9) = M10 = S.C2, S = L2(9)
(максимальные подгруппы: S, E9 ⋋Q8, C5 ⋋ C4 (novelty), C8 ⋋C2) (novelty);

(6) G = PGL2(17) = S.C2, S = L2(17)
(максимальные подгруппы: S, C17 ⋋ C16, D36, D32);

(7) G = PGL2(23) = S.C2, S = L2(23)
(максимальные подгруппы: S, C23 ⋋ C22, D48, D44);

(8) G = PGL2(25) = S.C2, S = L2(25)
(максимальные подгруппы: S, E25 ⋋ C24, D52, D48);

(9) G = PGL−

2 (25) = S.C2, S = L2(25)
(максимальные подгруппы: S, E25 ⋋ Z12 ⋋ C2, C13 ⋋ C4, Q8 × S3);

(10) G = PGL2(31) = S.C2, S = L2(31)
(максимальные подгруппы: S, C31 ⋋ C30, D64, D60);

(11) G = PΣL2(32) = S.C5, S = L2(32)
(максимальные подгруппы: S, E32 ⋋ C31 ⋋ C5, C33 ⋋ C10, C31 ⋋ C10).
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Далее находим очень естественную по своему построению бесконечную серию почти про-
стых 4M -групп G, цоколи которых S суть простые 3M -группы; в этом случае согласно пред-
ложению 1 S изоморфна L2(2

r) при некотором простом r или L2(7) (но группа L2(7) в серии
не участвует).

Лемма 1.4. При любом простом числе r равносильны условия
(1) G — непростая почти простая 4M -группа с цоколем S ∼= L2(2

r);

(2) G ∼= Aut(S) ∼= PΣL2(2
r) = S.Cr (максимальные подгруппы группы G имеют типы: S,

(E2r ⋋ C2r−1)⋋ Cr, C2r+1 ⋋C2r, (C2r−1 ⋋ C2)⋋ Cr ).

Cлово “непростая” в п. (1) леммы 1.4 может быть опущено ввиду предложения 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что выполнено условие (1). Тогда согласно [10,
теорема 3.2(ii), с. 50] Out(L2(p

f )) ∼= C(2,p−1) × Cf , так что в нашем случае Out(S) ∼= Cr и
Aut(S) ∼= S.Cr с S ∼= L2(2

r), а поскольку по [5] S имеет точно 3 класса максимальных подгрупп
с представителями H1 = C2r ⋋ C2r−1 (группа Фробениуса), H2 = C2r+1 ⋋ C2

∼= D2(2r+1), H3 =
C2r−1⋋C2

∼= D2(2r−1), то эти классы G-инвариантны, и, следовательно, G имеет максимальные
подгруппы типов Mi = Hi.Cr (3 класса). Если G имеет еще максимальную подгруппу M, не
сопряженную с этими Mi = Hi.Cr и отличную от S, то она должна иметь вид M = S0.Cr, где
S0 = S ∩ M < S. Но тогда с точностью до сопряженности S0 ≤ Hi для некоторого i ≤ 3 и,
значит, M = S0.Cr ≤ Hi.Cr = Mi, что противоречиво. Отсюда следует условие (2).

Из условия (2), очевидно, следует (1).

Лемма 1.4 доказана.

Непростая почти простая 4M -группа G с цоколем S, изоморфным 3M -группе L2(7) (упомя-
нутым перед леммой 1.4), согласно [7] изоморфна 4M -группе PGL2(7). Отсюда и из леммы 1.4
выводим

Следствие 1. Пусть G — непростая почти простая группа, цоколь которой является
3M -группой. Тогда G является 4M -группой.

Отметим еще, что лемма 1.4 подтверждает реальность (выполнимость) утверждения (1) ос-
новной теоремы 4, и, очевидно, верно следующее предложение.

Предложение 2. Утверждение теоремы 4 справедливо, если q ≤ 31 или q = 2r, где r —
простое число.

2. Некоторые предварительные результаты

Согласно классификации конечных простых групп (см. [9]) каждая конечная простая неа-
белева группа S является знакопеременной, спорадической группой или группой лиева типа.

З а д а ч а : для каждой конечной простой неабелевой группы S выяснить, существуют ли
непростые почти простые 4M -группы с цоколем S. Если “да”, то указать их.

Некоторые простые примеры таких групп указаны в разд. 1. Здесь же мы приведем ряд
предварительных результатов общего характера, которые, в частности, будут использованы
и в других работах рассматриваемой серии. Вычисления, связанные с конкретными сериями
конечных почти простых групп, приведены в разд. 3 и 4.

Лемма 2.1. Конечная неразрешимая 4M -группа имеет не более одной нормальной мак-
симальной подгруппы.

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из теоремы 2 работы [5], по которой
конечная группа, имеющая не более двух классов сопряженных ненормальных максимальных
подгрупп, разрешима.
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Лемма 2.2. Пусть G — конечная группа, удовлетворяющая условию (2) теоремы 3. То-
гда

(1) G изоморфна подгруппе из Aut(S) и G/S изоморфна подгруппе из Out(S);

(2) G/S есть либо примарная циклическая группа, либо неабелева бипримарная 2M -группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) есть [2, лемма 1]. Утверждение (2) непосред-
ственно вытекает из теоремы 3 и леммы 2.1.

Лемма 2.2 доказана.

Отметим, что в леммах 2.3–2.6 на G и S накладываются гораздо более слабые ограничения,
а именно лишь одно условие S ⊳ G.

По аналогии с [13, Satz 7.8] (где подобное свойство силовской подгруппы названо “аргумен-
том Фраттини” ) cледующий факт можно назвать “обобщенным аргументом Фраттини”.

Лемма 2.3. Пусть S ⊳ G и H — ненормальная подгруппа из S такая, что {H}S = {H}G

(т. е. класс {H}S G-инвариантен). Тогда G = NG(H)S и, следовательно, существует M ⋖G
такая, что M = NG(H)S0, где S0 = M ∩ S < S (и H ≤ S0 ⊳ M).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию для любого g ∈ G\S существует элемент s = sg ∈ S
такой, что Hg = Hs и, значит, gs−1 ∈ NG(H) и g ∈ NG(H)s ⊆ NG(H)S. Таким образом,
G = NG(H)S. При этом NG(H) + S, так как H не нормальна в S. Поэтому существует
некоторая максимальная подгруппа M = M(H) группы G, содержащая NG(H), и понятно,
что M = NG(H)S0, где S0 = S ∩M ⊳M (в частности, H ≤ S0).

Лемма 2.3 доказана.

Таким образом, в ситуации, когда S ⊳ G, каждому G-инвариантному классу {H}S ненор-
мальных подгрупп из S соответствует класс сопряженных максимальных подгрупп {M(H)}G

группы G, не содержащих S. Более того, справедлива лемма.

Лемма 2.4. Пусть S ⊳ G и H — ненормальная максимальная подгруппа из S такая,
что {H}S = {H}G. Тогда NG(H)⋖G (и NG(H) � S).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении условия этого утверждения по лемме 2.3 в G
существует максимальная подгруппа M = NG(H)S0 с H ≤ S0 = M ∩S < S. Но так как H⋖S,
то должно быть S0 = H и, следовательно, M = NG(H)H = NG(H).

Лемма 2.4 доказана.

Лемма 2.5. Пусть S ⊳ G и H1,H2 — ненормальные подгруппы из S такие, что классы
{H1}

S и {H2}
S различны и G-инвариантны. Предположим, что

(∗) H1 ⋖ S, H2 не сопряжена в G с подгруппами из H1 (например, H1 6= H2 ⋖ S).

Тогда любые две максимальные подгруппы M1 и M2 группы G, содержащие соответственно
NG(H1) и NG(H2), не сопряжены в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено условие леммы 2.5. Тогда по лемме 2.3 Mi =
NG(Hi)Si, где Hi ≤ Si < S и Si = S ∩Mi ⊳ Mi при i ∈ {1, 2}.

Если предположить, что M1 и M2 сопряжены в G, т. е. M1 = Mg
2 , где g ∈ G, то по условию

леммы будет H1 � Hg
2 , откуда M1 = Mg

2 ≥ 〈H1,H
g
2 〉 ≥ S (так как по условию H1 ⋖ S и

Hg
2 � H1), что противоречиво.

Лемма 2.5 доказана.

Лемма 2.6. Пусть S ⊳ G. Предположим, что среди классов сопряженных ненормаль-
ных максимальных подгрупп группы S имеются n G-инвариантных классов с представи-
телями H1, . . . ,Hn. Тогда группа G имеет n классов сопряженных максимальных подгрупп,
не содержащих S, с представителями NG(H1), . . . , NG(Hn). В частности, m(G) ≥ n+ 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно леммам 2.4, 2.5 для любых двух подгрупп Hi и Hj ,
входящих в различные G-инвариантные классы ненормальных максимальных подгрупп груп-
пы S, содержащие их максимальные подгруппы M(Hi) = NG(Hi) и M(Hj) = NG(Hj) группы
G входят в различные классы сопряженных максимальных подгрупп группы G и не содержат
S. Следовательно, число таких классов равно n. Кроме того, G имеет еще некоторое число
m ≥ 1 классов максимальных подгрупп, содержащих S. Таким образом, число всех классов
максимальных подгрупп группы G равно n+m ≥ n+ 1.

Лемма 2.6 доказана.

В частности, если S имеет по крайней мере четыре G-инвариантных класса максимальных
подгрупп, то G не является 4M -группой.

Далее будут использоваться таблицы из книги [12], и в частности табл. 8.1 и 8.2, рас-
ширяющие на случай полупростых групп так называемую теорему Диксона, в которой дано
описание подгруппового строения групп L2(q) := PSL2(q), приведенное Леонардом Диксоном
в гл. XII его книги (см. [14]). Сейчас же будет использоваться следующая таблица максималь-
ных подгрупп группы PGL2(q), также вытекающая из [14, гл. XII]; см., например, [15, след-
ствие 2.3] (здесь, по-видимому случайно, в типе (v) пропущено условие нечетности r). По-
скольку PGL2(q) = L2(q) при четных q, то можно предположить, что q нечетно (при q = 5 см.
лемму 1.3).

Лемма 2.7. Пусть G = PGL2(q), где q = pa — степень нечетного простого числа p,
a ∈ N и q > 5. Тогда |G : L2(q)| = 2 и G имеет лишь следующие максимальные подгруппы:

(1) L2(q) (всегда существует, 1 класс);

(2) Eq ⋋ C(q−1) (всегда cуществует, 1 класс);

(3) D2(q−1) (q > 5, 1 класс);

(4) D2(q+1) (всегда существует, 1 класс);

(5) PGL2(q0) (q = qr0, q0|q, r — простое нечетное, 1 класс при каждом r);

(6) S4 (q = p ≡ ±3 (mod 8), 1 класс).

Отсюда непосредственно вытекает лемма.

Лемма 2.8. Пусть G = PGL2(q), где q — степень нечетного простого числа p и q > 5.
Тогда

(1) m(G) ≥ 4;

(2) если q = p, то m(G) = 4 при p ≡ ±1 (mod 8) и m(G) = 5 при p ≡ ±3 (mod 8);

(3) если q = pa, где a > 1, то m(G) = 4 + k, где k — число различных нечетных простых
делителей числа a;

(4) m(G) = 4 ⇔ q = p2
m

, m ∈ N или q = p ≡ ±1 (mod 8).

Обратимся теперь к группе G = PGL−

2 (q) (здесь по определению q = p2k). Известно опре-
деление группы M(s, q) := L2(q)〈δφ

s〉, где q = p2k, p > 2 и s|k. Таким образом, G = PGL−

2 (q) =
M(k, q) при q = p2k, и согласно [16, Theorem 1.5] она имеет подгруппы пяти типов, подобных
типам (1)–(5) леммы 2.7; однако тип (5) не реализуется, так как q = p2

m

. Таким образом, G
есть 4M -группа, и верна следующая лемма.

Лемма 2.9. Группа G = PGL−

2 (q) в теореме 4 (т. е. при q = p2
m

) является 4M -группой.

Из лемм 2.7–2.9 непосредственно вытекает предложение.

Предложение 3. Обратное утверждение теоремы 4 справедливо, а именно, если S ∼=
L2(q), то при выполнении любого из условий (1)–(3) группа G является 4M -группой (в част-
ности, теорема 4 справедлива при q = p).
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3. О почти простых 4M -группах с цоколем, отличным от Ln(q)

Предложение 4. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с простым
цоколем S ≇ Ln(q) при любых n и q. Тогда m(G) > 4, т. е. G не является 4M -группой.

Доказательство предложения существенно опирается на результаты работ [12]2 (при
n ≤ 12), [17] (при n ≥ 13) и [18]. В таблицах из [12; 17] вместо простых групп фигуриру-
ют обычно их накрывающие группы (SLn(q), SUn(q), . . . вместо Ln(q), Un(q), . . . ), и искомая
информация о простых группах читается по модулю скаляров (вместо S там употребляется
знак Ω̄, а ее накрывающая группа есть Ω). При этом G = Ω̄.T , где T ≤ Out(Ω̄).

Во втором столбце таблицы из [12] записаны некоторые подгруппы Hi из Ω, Hi лежит в i-й
строке. Пусть H̄i — образ Hi в Ω̄, при этом Hi ⋖ Ω ⇔ Hi не имеют метки вида Nk, где k ∈ N.

Информация о конкретной Hi записана в той же строке на пересечении со столбцами “Ci”,
“Notes”, “c” и “Stab”. Число c (в четвертом столбце) обозначает число классов сопряженных
Ω-подгрупп в классе {Hi}

A. Очень важно отметить, что

c = 1 ⇔ {Hi}
A = {Hi}

Ω, и тогда {H̄i}
G = {H̄i}

S , т. е. класс {H̄i}
S G-инвариантен.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть G и S — из предложения 4, и пусть iG(S) означает число
G-инвариантных классов максимальных подгрупп группы S.

Согласно лемме 2.6 m(G) ≥ iG(S) + 1 и, в частности, если iG(S) ≥ 4, то m(G) > 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о предложения 4 проводится в несколько шагов A1–A9. Как отме-
чено выше, достаточно показать, что iG(S) ≥ 4.

A1. Если S изоморфна одной из групп G2(q),
2G2(q) (q = 32m+1 > 3), 3D4(q), Sz(q) (q =

22m+1 > 2), то утверждение iG(S) ≥ 4 непосредственно видно из табл. 8.16 (для S = Sz(q)),
табл. 8.30 (S = G2(2

m)), табл. 8.41 (S = G2(p
m) при p ≥ 5), табл. 8.42 (S = G2(3

m)), табл. 8.43
(S = 2G2(3

m) с нечетным m > 1 (группа 2G2(3) ∼= L2(8) ⋋ Z3 непроста)) и табл. 8.51 (для
S = 3D4(p

m)) в [12].

A2. Пусть S изоморфна F4(q),
2F4(q) (q = 22n+1 ≥ 2) или 2F2(2)

′. Группа S ∼= F4(q)
по [18, теоремы 8.2.1, 8.2.2, 8.3.4] имеет 4 класса параболических максимальных подгрупп:
либо они G-инвариантны, и тогда iG(S) ≥ 4, либо G содержит графовый автоморфизм γ
(порядок γ равен 2) и γ “склеивает” эти классы S попарно в два класса максимальных под-
групп группы G. Однако по [19, Table 5.1] G имеет еще максимальные подгруппы M1 и M2 с
M1 ∩ S ∼= Ed2 .PΩ+

8 (q).S3 (d ∈ N) и M2 ∩ S ∼= 3D4(q).C3. Таким образом, m(G) > 4.

Далее, при S ∼= 2F4(q) с q = 22n+1 ≥ 2 результат следует из [20], а при S ∼= 2F2(2)
′ — из [7].

A3. Пусть S есть E6(q) или 2E6(q). Группа S ∼= E6(q) по [18, теоремы 8.2.1, 8.2.2, 8.3.4]
имеет 6 классов параболических максимальных подгрупп, а по [18, с. 222, 13.3.3, +] S имеет
графовый автоморфизм γ порядка 2, который оставляет на месте два таких класса и “склеи-
вает” попарно остальные 4 класса в Aut(S). Итак, при γ ∈ G и γ /∈ G m(G) > 4.

Если S ∼= 2E6(q), то кроме параболических группа G имеет согласно [19, Table 5.1] мак-
симальные подгруппы Mi (i ∈ {1, 2, 3}) такие, что M1 ∩ S ∼= Cd.(L2(q) × U6(q)).Cde, M2 ∩ S ∼=
Ce.(U3(q))

3.Ee2 .S3, M3 ∩ S ∼= U3(q
3).(Ce × C3) (d, e ∈ N) и, следовательно, m(G) > 4.

A4. Пусть S ∼= En(q) при n ∈ {7, 8}. Согласно [18, теоремы 8.2.1, 8.2.2, 8.3.4] группа S
имеет n классов сопряженных параболических максимальных подгрупп. Эти классы G-ин-
вариантны, так как S не имеет графовых автоморфизмов по [18, p. 200]). Следовательно,
iG(S) ≥ 4.

A5. Пусть G и S — из предложения 4, причем S — классическая простая группа степе-
ни n, отличная от Ln(q). Тогда n ≤ 12.

2Необходимо отметить некорректность названия таблиц в [12], вводящая читателя в заблуждение,
поскольку в приводимых в них списках подгрупп группы Ω (колонка “Subgp”) присутствуют также
и немаксимальные подгруппы из Ω (а именно, подгруппы, “индуцирующие” некоторые “novel” макси-
мальные подгруппы определенных подгрупп из Aut(Ω); см. [12, начало с. 374]).
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Действительно, при n ≥ 13 согласно табл. 3.5B–3.5F из [17] подгруппа S имеет m ≥ 4
G-инвариантных (так как здесь c = 1) классов максимальных подгрупп типа Pi с i ≤ m (из
класса C1), и, следовательно, iG(S) ≥ n/2 ≥ 4.

A6. Пусть S ∼= Un(q). Согласно А5 мы используем [12]. В табл. 8.5 для U3(q) выбира-
ем подгруппы в строках 1–4 (при q ∈ {3, 5} см. Атлас [7]). Другие таблицы групп SUn(q)
в [12] (табл. 8.10, 8.20, 8.26, 8.37, 8.46, 8.56, 8.62, 8.72, 8.78) определенно подтверждают условие
iG(S) ≥ 4.

A7. Пусть S ∼= Spn(q). Условие iG(S) ≥ 4 видно из [12] (пусть G = S.T ): см. табл. 8.12
(строки 1, 2, 3, 5), табл. 8.14 (строки 1, 2, 4, 5 при T ≤ 〈ϕ〉 и строки 3, 6, 7, 8 при T 6≤ 〈ϕ〉),
табл. 8.28 (строки 3, 4, 5, 8), табл. 8.48 (строки 3–6), табл. 8.64 (строки 3–6), табл. 8.80 (стро-
ки 3–6).

A8. Пусть S ∼= Ωn(q), где nq нечетно, n ≥ 5. По [12] утверждение iG(S) ≥ 4 видно из
изоморфизма Ω5(q) ∼= S4(q) и табл. 8.39 (для Ω7(q)), табл. 8.58 (для Ω9(q)), табл. 8.74 (для
Ω11(q)).

A9. Пусть S ∼= Ω+
2n(q) (n ≥ 3). Условие iG(S) ≥ 4 видно из таблиц [12]: табл. 8.50 (для

Ω+
8 (q), строки 3, 4, 17, 26, 30), табл. 8.66 (для Ω+

10(q), строки 1, 2, 3, 8, 10, 11), табл. 8.82 (для
Ω+
12(q), строки 1–4) (при 2n = 8: τ /∈ G).

A10. Пусть S ∼= Ω−

2n(q) (n ≥ 2). Условие iG(S) ≥ 4 видно из [12, табл. 8.33, 8.52, 8.68, 8.82].

Из шагов A1–A10 вытекает сформулированное выше предложение 4.

4. О почти простой 4M -группе с цоколем Ln(q) при n > 2

Примем обозначения из [12], как в разд. 3. По [12, разд. 1.7.2] справедлива

Лемма 4.1. Пусть S ∼= Ln(q), где q = pf , p — простое число, f ∈ N, и пусть (n, q) /∈
{(2, 2), (2, 3), (2, 4)}. Тогда

(1) Aut(S) ∼= PΓLn(q) = 〈Ln(q), δ̃, φ̃, γ̃〉, где n ≥ 2, δ̃, ϕ̃ и γ̃ — диагональный, полевой и
графовый автоморфизмы группы S соответственно;

(2) Out(S) порождается образами δ, γ, φ в Out(S) автоморфизмов δ̃, γ̃, φ̃, а именно,

(2a) при n = 2 — Out(S) = 〈δ〉 × 〈φ〉 ∼= C(q−1,2) × Cf =

{

Cf при четном q,
C2 × Cf при нечетном q;

(2b) при n ≥ 3 — Out(S) = (〈δ〉 ⋋ 〈γ〉) ⋋ 〈φ〉, где 〈δ〉 ∼= C(n+1,q−1), 〈γ〉 ∼= C2,

δγ = δ−1, 〈φ〉 ∼= Cf , δφ = δp и γφ = φγ;

(3) если G — конечная почти простая группа с цоколем S ∼= Ln(q), то G . Aut(S) и
G = S.T , где T ≤ Out(S).

Лемма 4.2. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S ∼= Ln(q).
Тогда в каждом из следующих случаев группа G не является 4M -группой:

(1) n = 3 и q > 2 (при q = 2 L3(2) ∼= L2(7), и G ∼= PGL2(7) есть 4M -группа);

(2) n ∈ {5, 7, 9, 11}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) : По табл. 8.3 из [12] в группе G = S.T ≤ Aut(S), где
S ∼= L3(q), находим четыре класса максимальных подгрупп, не содержащих S. А именно при
T ≤ 〈δ, ϕ〉 (здесь γ /∈ G) это — нормализаторы в G подгрупп, изоморфных H1 (два класса в
1-й строке таблицы), и еще два класса с представителями NG(H4) при q ≥ 5 и NG(H5) при
q 6= 4; а эти ограничения на q снимаются обращением к Атласу [7]. Если же T � 〈δ, ϕ〉, то по
лемме 2.3 группа G содержит два класса максимальных подгрупп с представителями NG(H2)
и NG(H3) и (снова) два класса с представителями NG(H4) и NG(H5). Итак, здесь m(G) > 4.

(2) : Пусть n = 5. Рассмотрим табл. 8.18 для групп G = S.T ≤ Aut(S) при S ∼= SL5(q)
в [12]. Здесь также при любом T группа G имеет четыре класса максимальных подгрупп,
не содержащих S. А именно при T ≤ 〈δ, ϕ〉 (γ /∈ G) это — нормализаторы в G подгрупп,
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изоморфных H1 и H2 (четыре класса в 1-й и 2-й строках), а при T � 〈δ, ϕ〉 — четыре класса с
представителями NG(Hi) при 3 ≤ i ≤ 6. Таким образом, группа G не является 4M -группой.

При n ∈ {7, 9, 11} используем табл. 8.35, 8.54, 8.70 в [12] и подобно предыдущим пунктам
при любом T находим в G = S.T четыре класса максимальных подгрупп, не содержащих S.
Таким образом, G не является 4M -группой.

Лемма 4.2 доказана.

Лемма 4.3. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S ∼= Ln(q).
Тогда при любом n ∈ {4, 6, 8, 10, 12} группа G не является 4M -группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Продолжим использовать таблицы книги [12] для групп S =
Ln(q) и G = S.T . Aut(S), где 1 < T ≤ Out(S) = 〈δ, ϕ, γ〉, как в лемме 4.1.

При n = 4 обратимся к табл. 8.8 для S ∼= L4(q). Поскольку группа G с цоколем S ∼= L4(2)
(∼= A8) или с S ∼= L4(3) не является 4M -группой согласно Атласу [7, p. 22, 69], то далее мы
можем считать, что q ≥ 4. В следующих случаях группа G имеет четыре класса максимальных
подгрупп, не содержащих S.

В случае, когда T ≤ 〈δ, ϕ〉, группа G содержит классы максимальных подгрупп с пред-
ставителями NG(H2) и NG(H8) и два класса максимальных подгрупп (нормализаторы в G
подгрупп, изоморфных H1). Если же T � 〈δ, ϕ〉, то G содержит два класса максимальных под-
групп в строках 3, 4 (с меткой N1) и (снова) классы максимальных подгрупп в строках 2, 8.

Из табл. 8.24 для групп S ∼= L6(q) мы усматриваем в группе G = S.T :
(a) при T ≤ 〈δ, ϕ〉 — четыре класса максимальных подгрупп (используя строки 1–2);

(б) при T � 〈δ, ϕ〉 — шесть классов максимальных подгрупп в строках 4–7 (согласно N1).
Следовательно, G не является 4M -группой.

Из табл. 8.44 для групп S ∼= SL8(q) при любом q имеем

(a) при T ≤ 〈δ, ϕ〉 в группе G = S.T — шесть классов максимальных подгрупп

(в строках 1–3);

(б) при T � 〈δ, ϕ〉 — шесть классов максимальных подгрупп в строках 5–10 (согласно N1).

Подобные утверждения для n ∈ {10, 12} следуют из табл. 8.60 и 8.76.
Лемма 4.3 доказана.

Лемма 4.4. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S ∼= Ln(q),
т. е. S ⊳ G ≤ A ∼= Aut(S). Пусть n ≥ 13. Положим l(n) := [n− 1/2]. Тогда

(1) группа S имеет

(1a) 2l(n) классов {H
(1)
m }S и {H

(2)
m }S максимальных подгрупп типа Pm с m ∈ {1, . . . ,

l(n)}, а также еще один класс максимальных подгрупп {H}S типа Pn/2 в случае,
когда число n четно,

(1b) l(n) классов {Bm}S максимальных подгрупп типа Pm,n−m (1 ≤ m < n/2),
(1c) l(n) классов {Cm}S максимальных подгрупп типа

GLm(q)⊕GLn−m(q) (1 ≤ m < n/2);

(2) группа G имеет

(2a) l(n) (A-инвариантных) классов {H
(1)
m }G = {H

(1)
m }S ∪ {H

(2)
m }S максимальных под-

групп при m < n/2 и еще (A-инвариантный) класс {H}G при четном n,
(2b) 2l(n) (A-инвариантных) классов {NG(Bm)}G и {NG(Cm)}Gмаксимальных подгрупп

с m ∈ {1, . . . , l(n)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) вытекает, по-существу, из табл. 3.5.А в [17].
Докажем утверждение (2). Рассмотрим табл. 3.5.H и ее объяснение в [17, с. 78, 66, 68]. Най-

дем в таблице строки (8 и 9), соответствующие подгруппам, которые обозначены через Bm и

Cm. Каждая из этих подгрупп содержится в одной из подгрупп H
(i)
m (i ∈ {1, 2}) типа Pm (пятая
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колонка таблицы). В последней колонке рассматриваемых строк табл. 3.5.H стоит символ N, а

это означает, что NG(Bm) (m ∈ {1, . . . , n− 1}) есть G-новинка относительно A
(i)
m (при соответ-

ствующем i), т. е. NG(Bm) � NG(H
(i)
m )), и следовательно, NG(Bm)⋖G. Подобно NG(Cm)⋖G.

Далее (см. с. 66 перед примером 5), |{Hi}
A| = 1 и |{Hm}A| = 2, т. е. верно утверждение (1).

Утверждение о максимальности в G подгрупп NG(Bm) и NG(Cm) отмечено в [17] в последнем
абзаце на с. 68 (см. также гл. 5). Отсюда и из (1) вытекает утверждение (2).

Лемма 4.4 доказана.

Лемма 4.5. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S ∼= Ln(q)
при n ≥ 13. Тогда группа G не является 4M -группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из леммы 4.4, согласно которой (см.
утверждение (2b)) группа G имеет по крайней мере 2l(13) = 2[13 − 1/2] = 12 классов макси-
мальных подгрупп типов Pm,n−m и GLm(q)⊕GLn−m(q).

Лемма 4.5 доказана.

Из предложения 4 и лемм 1.1, 1.2, 4.2, 4.3, 4.5 вытекает следующее утверждение.

Предложение 5. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S,
которая является 4M -группой. Тогда S ∼= L2(q), где q = pf , p — простое число, f ∈ N.

5. О почти простой 4M -группе с цоколем L2(q)

Согласно предложению 5 нам остается рассмотреть лишь следующую ситуацию.
Пусть G — конечная непростая почти простая 4M -группа с цоколем S ∼= L2(q) такая, что

G = S.T ≤ PΓL2(q) = Aut(S) и T ≤ Out(S). Пусть q = pf , где p — простое число и f ∈ N.
Тогда согласно лемме 4.1 имеем

Out(S) = 〈δ〉 × 〈φ〉 ∼= C(q−1,2) × Cf =

{

Cf при четном q,
C2 × Cf при нечетном q.

В лемме 2.8 мы определили максимальные подгруппы группы G в частном случае, когда
G ∼= PGL2(q). Кроме того, мы знаем максимальные подгруппы таких групп G при малых q, в
частности, при q ≤ 31 (лемма 1.3).

Описание максимальных подгрупп групп G в общем случае можно получить из резуль-
татов предыдущих разделов (например, предложений 4 и 5) и (основной вклад) табл. 8.1
и 8.2 работы [12]. А именно максимальные подгруппы группы G являются нормализатора-
ми в G подгрупп столбца “Subgp”, если рассматривать эти вхождения “по модулю скаляров”,
т. е. по модулю центра подгруппы SL2(q). Поступая таким образом, получаем список макси-
мальных подгрупп группы G, несколько упростив таблицы и предположив дополнительно (на
основании вышесказанного), что q > p и q > 11. И тогда формулируем следующее предложение
о максимальных подгруппах группы G (которое является очень естественным расширением
знаменитой теоремы Диксона, упомянутой перед леммой 2.7).

Предложение 6. Пусть G — конечная непростая почти простая группа с цоколем S ∼=
L2(q), т. е. S < G ≤ PΓL2(q). Пусть q = pf , где p — простое число. Предположим, что
f > 1 и q > 11. Тогда все максимальные подгруппы Mi группы G, не содержащие S, имеют
вид Mi = NG(Hi), где подгруппы Hi из S находятся в следующем списке:

(1) H1
∼= Eq ⋋ C(q−1)/d, c = 1 при любом q (строка 1 табл. 8.1);

(2) H2
∼= D2(q−1)/d, c = 1 при любом q (строки 2, 5 табл. 8.1);

(3) H3
∼= D2(q+1)/d, c = 1 при любом q (строки 6, 9 табл. 8.1);

(4) H4
∼= L2(q0), где q = 2f = qr0, q0 6= 2 и r — простое число, c = 1 для каждой пары (q0, r)

(строка 12 табл. 8.1);
(5) H5

∼= L2(q0), где p > 2 и q = qr0, r — нечетное простое число, c = 1 для каждой пары
(q0, r) (строка 11 табл. 8.1);
в каждом из пп. (1)–(5) Stab = 〈δ〉 × 〈φ〉 (порядок δ равен (2, q − 1));
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(6) H6 изоморфна PGL2(q0) или PGL−

2 (q0), где q = q20, q0 нечетно, c = 2, Stab = 〈φ〉
(строка 10 табл. 8.1);

(7) H7
∼= A5, где q = p2, p ≡ ±3 (mod 10), c = 2, Stab = 〈φ〉 (строка 2 табл. 8.2).

Следствие 2. Пусть выполнено условие предложения 6. Тогда
(1) m(G) ≥ 4;
(2) m(G) = 4, если и только если

(2a) группа G не имеет максимальных подгрупп типов M4, M5, M6, M7, M8 и
(2b) G/S — примарная циклическая группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа G при любом q определенно имеет максимальные под-
группы M1, M2, M3, а также некоторое число k ≥ 1 максимальных подгрупп, содержащих S.
Следовательно, верно (1).

Если же m(G) = 4, то должно быть k = 1 и верно (2a), и обратно.
Следствие 2 доказано.

Следствие 3. Пусть выполнено условие предложения 6 (в частности, q = pf , где p —
простое число и f > 1). Тогда

(1) группа G не имеет максимальных подгрупп типа M4, если и только если q = 2r, где
r — простое число;

(2) группа G не имеет максимальных подгрупп типа M5, если и только если q = p2
m

, где
p > 2 и m ∈ N, m > 1;

(3) группа G не имеет максимальных подгрупп типа M6, если и только если q = pf , где
p > 2, f нечетно и ϕ 6∈ G;

(4) группа G не имеет максимальных подгрупп типа M7, если и только если f > 2 или
f = 2 и p ≡ ±1 (mod10).

Теперь мы докажем нашу главную теорему — теорему 4.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для G и S выполнено условие теоремы 4.
Согласно предложению 3 при выполнении любого из условий (1)–(3) теоремы 4 группа G

является 4M -группой. Понятно также, что при q = 2r с простым r и при q = p2
m

с p > 2 в G
нет подгрупп M4–M7. Кроме того, ввиду леммы 2.2 можно выбрать G так, чтобы G/S была
примарной циклической группой (просчитать все G).

Обратно, пусть G и S — из теоремы 4 и для q выполнены условия (1), (2). Без ограниче-
ния общности можно считать, что для G и S выполнены обозначения предложения 4. Далее,
проверяем, какие именно из утверждений (1)–(7) этого предложения выполнены при каждом
из условий (1)–(3) теоремы 4.

Теорема 4 доказана.
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