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ЗАМЕЧАНИЕ О СВЯЗИ МЕЖДУ ВТОРОЙ РАЗДЕЛЕННОЙ
РАЗНОСТЬЮ И ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ1

Ю.С.Волков

В недавней работе С. И.Новикова и В.Т. Шевалдина рассмотрена задача о связи между второй раз-
деленной разностью и второй производной. Задача состоит в нахождении наименьшего значения второй
производной (по равномерной норме) среди функций, интерполирующих последовательность значений
на произвольных сетках, имеющих ограниченные вторые разделенные разности. В указанной работе най-
дены двусторонние оценки искомой величины. Мы отмечаем, что известна более точная оценка сверху,
достигаемая, например, на равномерной сетке. Эту же оценку легко можно получить с помощью интер-
поляционных сплайнов по Субботину.
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In the recent paper of S.I. Novikov and V.T. Shevaldin, the problem of the relationship between the second
divided difference and the second derivative has been considered. The problem is to find the smallest value (in
the uniform norm) of the second derivative among the functions interpolating a sequence of values with bounded
second divided differences on arbitrary grids. In their paper, two-sided estimates for the required quantity have
been found. We note that a more exact upper bound is known; it is attainable, for example, on a uniform grid.
This bound can be easily obtained using Subbotin’s interpolation splines.
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В работе [1] С.И.Новиков и В.Т.Шевалдин сформулировали задачу экстремальной функ-
циональной интерполяции, состоящую в нахождении константы

An(∆) = sup
y∈Yn

inff∈Fn
‖f (n)‖L∞(a,b),

где ∆ = {xi}i∈Z, a = inf i xi, b = supi xi,

Yn = {y : y = {yk}k∈Z, yi = f0(xi), |f0[xi, . . . , xi+n]| ≤ 1, i ∈ Z},

Fn = {f : f (n−1) ∈ AC, f (n) ∈ L∞(a, b), f(xi) = f0(xi), i ∈ Z},

здесь g[xi, . . . , xi+n] означает n-ю разделенную разность функции g по узлам xi, . . . , xi+n.
В случае равномерной сетки эта задача была решена Ю.Н.Субботиным [2], а позднее дру-
гим методом — Шёнбергом [3]. Для произвольной конечной сетки на отрезке подобную задачу
решал еще в 1940 году Фавар [4], который хотел получить оценку n-й производной функции
через наибольшую из заданных разделенных разностей этой функции. Он подробно разобрал
случаи n = 1 и n = 2, а для произвольного n показал, что возникающая константа не зависит
ни от функции, ни от сетки, ни от количества узлов, и предложил конструктивный алгоритм
построения интерполирующей сеточные данные функции с n-й производной, “не сильно пре-
вышающей” имеющиеся разделенные разности. В 1975 г. к этой задаче обратился де Бор [5;6],
который улучшил алгоритм Фавара и сформулировал явно соответствующую экстремальную
задачу поиска оптимальной константы

K(n) = sup
y,∆

inf{‖f (n)‖L∞(a,b) : f ∈ Fn}

supi n!|f [xi, . . . , xi+n]|
.

1Данная заметка дискуссионного характера печатается в специальном порядке по решению редкол-
легии журнала.
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Допуская в определении величины K(n) рассмотрение произвольных сеток (конечных или
бесконечных), отметим очевидное неравенство sup∆An(∆) ≤ n!K(n). Сам Фавар установил
равенство K(2) = 2, которое, согласно локальной оценке [6, p. 178], справедливо в том числе
и для бесконечных сеток.

С.И.Новиков и В.Т.Шевалдин в [1] рассматривали лишь случай n = 2. В теореме 1 они
приводят двусторонние оценки константы A2(∆), дающие ее точное значение в случае геомет-
рических сеток. Однако, для общего случая их оценка сверху A2(∆) ≤ 18 гораздо хуже оценки
A2(∆) ≤ 4, следующей из упомянутого результата Фавара K(2) = 2.

Данную оценку сверху также можно сразу получить при использовании классического ин-
терполяционного параболического сплайна по Субботину (см. [7]), т. е. сплайна с узлами в
серединах интервалов между заданными точками интерполяции. Тогда вместо равенств (3.2)
в [1] с коэффициентами, задаваемыми соотношениями (3.3), получим уравнения (29) из моно-
графии [7, с. 40], причем коэффициенты ak, bk, ck надо определить так ak = λk+1/4, bk = 3/4,
ck = µk+1/4.

Леммы 2 и 3 в [1] доказаны для конкретных значений коэффициентов (3.3). Однако их
можно переформулировать в общем виде для любых ограниченных бесконечных трехдиаго-
нальных систем уравнений, обладающих диагональным преобладанием, без особого усложне-
ния доказательства. Но вместе с тем утверждение леммы 2 излишне, это известное свойство
вполне регулярных бесконечных систем уравнений [8, c. 37], к классу которых сводится как
рассмотренная в [1] система, так и получаемая при использовании сплайна по Субботину.
Таким образом, лемму 3 из [1] можно переформулировать следующим образом.

Лемма 3. Для решения разностного уравнения

akZk+2 + bkZk+1 + ckZk = 2f0[xk, xk+1, xk+2]

с ограниченными коэффициентами, удовлетворяющими для всех целых k условиям

bk − |ak| − |ck| = rk ≥ r > 0

для некоторого r > 0, справедлива следующая оценка

sup
k∈Z

|Zk| ≤ sup
k∈Z

2|f0[xk, xk+1, xk+2]|

rk
.

Поскольку упомянутая система уравнений (29) из [7] имеет диагональное преобладание
на любой неравномерной сетке, для нее r = rk = 1/2, тогда supk∈Z |Zk| ≤ 4, что означает
A2(∆) ≤ 4 для всех сеток ∆.

Дополнительно отметим, что можно обойтись и без лемм 2, 3 (и обобщений), если восполь-
зоваться теоремой де Бора из [9] для бесконечных матриц. Вполне неотрицательность нужной
матрицы доказана в [10].
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