
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 27 № 1 2021

УДК 517.958:533.7

ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ ГАЗА, ПОСТРОЕННОЕ ПО ГРУППЕ ГАЛИЛЕЯ1

С.В.Хабиров

Инварианты группы Галилея определяют инвариантные и частично инвариантные решения уравнений

механики сплошной среды. Инвариантные движения имеют точечный коллапс плотности с прямыми ми-

ровыми линиями. Рассмотрены инвариантные характеристики уравнений газовой динамики, с помощью

которых можно построить слабые решения с разрывом производных. Частично инвариантные решения с

линейным полем скоростей исследованы для специальных уравнений состояния газа. Они будут регуляр-

ными. Возможны решения с точечным коллапсом в бесконечно удаленной точке. Проведена классифика-

ция таких решений для уравнений состояния из групповой классификации уравнений газовой динамики.

Движение частиц газа для таких решений происходит по криволинейным траекториям к точечному кол-

лапсу или из точечного источника. При классификации использован метод разделения переменных в

уравнении для функций от разных независимых переменных. Одно и то же движение частиц газа воз-

можно для разных уравнений состояния.
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Введение

Групповой анализ уравнений газовой динамики наиболее продвинут [1; 2]. Вычислена ал-
гебра Ли допускаемой группы преобразований, проведена групповая классификация по урав-
нениям состояния, построены оптимальные системы для основных допускаемых групп [3]. Со-
ставлен граф вложенных подалгебр, позволяющий строить цепочки вложенных подмоделей [4].
Вычислены инвариантные подмодели для основной допускаемой группы, некоторые из кото-
рых подробно исследованы [5]. Осуществлена классификация возможных частично инвариант-
ных подмоделей [6;7]. Выделены классы точных решений: с линейным полем скоростей [8–10],
изобарические [11], барохронные и небарохронные регулярные частично инвариантные [12;13]
и др. Подробно исследованы некоторые точные групповые решения из выделенных классов,
например [14; 15]. Возможность построения новых точных групповых решений не исчерпа-
на, несмотря на теорию эквивалентных решений. Это можно объяснить сложностью построе-
ния нерегулярных частично инвариантных и дифференциально инвариантных подмоделей для

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-29-10071) и по госзаданию (№ 0246-2019-0052).
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подалгебр большей размерности. Для таких подмоделей имеет смысл рассматривать частные
решения из выделенных классов. Изучение движений частиц газа по точным решениям даст
возможность использовать точные решения в приложениях.

В статье представлены инвариантные и новые частные решения частично инвариантной
подмодели для трехмерной группы Галилея. Такие решения с линейным полем скоростей име-
ют точечный коллапс с искривленными траекториями частиц. В результате

1) проведена классификация таких движений для уравнений состояния из групповой клас-
сификации уравнений газовой динамики [1];

2) исследованы новые регулярные частично инвариантные решения как частный случай
нерегулярных частично инвариантных решений;

3) при классификации таких решений для некоторых классов уравнений состояния развит
метод разделения переменных в уравнении с функциями, зависящими от разных независимых
переменных.

1. Инвариантные решения группы галилеевых переносов

Уравнения газовой динамики [5]

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0, ρt + ~u · ∇ρ+ ρ∇ · ~u = 0, St + ~u · ∇S = 0; p = f(ρ, S), (1.1)

здесь t — время, ∇ — градиент по вектору ~x с декартовыми координатами x1 = x,x2,x3, ~u —
скорость, ρ — плотность, p — давление, S — энтропия, функция f задает уравнение состояния
fρ > 0, допускает группу галилеевых преобразований

~x′ = x+ t~u0, ~u′ = ~u+ ~u0,

где ~u0 — групповые параметры. Инварианты группы

t, ~u−
~x

t
, ρ, p, S

позволяют строить групповые решения, назначая одни инварианты функциями других. Про-
стейшая возможность — назначить инварианты, содержащие функции, новыми функциями
переменной t:

~u =
~x

t
+ ~u1(t), p = p(t), ρ = ρ(t), S = S(t).

Такие инвариантные решения будут барохронными [12] и с линейным полем скоростей [8–10].
Подстановка в (1.1) дает

~u1 = t−1~x0, ρ = ρ0|t|
−3, S = S0, p = f(ρ0|t|

−3, S0),

где ~x0, ρ0, S0 — постоянные.

С точностью до переносов ~x′ = ~x+ ~x0, допускаемых системой (1.1), выводим решение

~u =
~x

t
, ρ =

ρ0
|t|3

, S = S0, p = f(ρ0|t|
−3, S0). (1.2)

Движение частиц удовлетворяет соотношению

d~x

dt
= ~u, (1.3)

решение которого для (1.2) имеет вид

~x = t~u0,
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где ~u0 — скорость частицы (глобальные лагранжевы координаты). В момент t = 0 все части-
цы находятся в одной точке с разными скоростями. Получаем два решения: первое решение
определено для t < 0, которое задает коллапс частиц ρ → ∞ при t → 0; второе решение опре-
делено для t > 0 — мгновенный источник. Матрица Якоби J =

∥

∥∂xi/∂uj0
∥

∥ имеет определитель
detJ = t3, обращающийся в нуль при t = 0 (коллапс). Ранг матрицы rankJ = 0 при t = 0, что
отвечает нулевой размерности многообразия коллапса. Частица со скоростью ~u0 двигается по
прямой в обоих решениях. Для каждого решения можно ввести локальные лагранжевы коор-
динаты ~x0 = ~x(t0). Тогда t0~u0 = ~x0, ~x = tt−1

0 ~x0 — закон движения частицы. Если начальные
положения частиц находятся на сфере радиуса r с центром в точке ~x1: |~x0 − ~x1| = r, то в
момент t частицы будут на сфере |~x− tt−1

0 ~x1| = tt−1
0 r с центром, двигающимся как частица, и

с изменяющимся с постоянной скоростью радиусом.
Если частицы в начальный момент t0 находились на плоскости ~n·~x0 = d, где ~n — единичный

вектор нормали, d — расстояние плоскости до точки коллапса, то в момент t частицы будут
на плоскости ~n · ~x = dt−1

0 t, параллельной исходной. Таким образом, многогранник перейдет
в подобный многогранник, а любая замкнутая поверхность — в подобную поверхность. Для
системы (1.1) это контактные характеристики [5].

Звуковая поверхность определяется равенством

|~u|2 = fρ(ρ0t
−3, S0) = c2 ⇒ |~x| = a(t) = |t|c(t)

и является сферой, радиус которой при t → 0 стремится к бесконечности, к постоянной ве-
личине или к нулю в зависимости от поведения при ρ → ∞ функции, задающей уравнение
состояние: ρ−2/3fρ → ∞, const или 0 соответственно.

Вне звуковой сферы движение сверхзвуковое, внутри дозвуковое.
Уравнения (1.1) имеют две звуковые характеристики C±: h(t, ~x) = 0, которые определяют-

ся системой уравнений [5]

d~x

dt
= ~u± c

∇h

|∇h|
=

~x

t
± c(t)

∇h

|∇h|
,

dhj
dt

= −~uj · ∇h− cj |∇h| = −t−1hj ,

где hj = ∂h/∂xj . Начальная поверхность h0(~x0) = 0 при t = t0. Для решения (1.2) формулы

hj =
t0
t
hj0, ~x =

t~x0
t0

± t
∇0h0
|∇0h0|

t
∫

t0

c(t)

t
dt

задают параметрическое представление характеристик C±.
Например, для начальной сферы h0(~x0) = (~x0 − ~x1)− r2 = 0 характеристики C± определя-

ются равенством

|~x− tt−1
0 ~x1| =

∣

∣

∣

∣

tt−1
0 r ± t

t
∫

t0

τ−1c(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

.

Радиус сферы при t → 0: конечен, если f ∼ ρ5/3 при ρ → ∞; нулевой, если ρ5/3f(ρ) ∼ 0; и
бесконечен, если ρ5/3f(ρ) ∼ ∞. Характеристика C+ из точки ~x0 называется коноидом [5]:

|~x− tt−1
0 ~x0| =

∣

∣

∣

∣

t

t
∫

t0

τ−1c(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

= R(t).

При t → ∞, t > t0 > 0 радиус сферы R(t) → ∞. Вычисление характеристик важно для
сопряжения решений через слабый разрыв, например, для сопряжения решений (1.2) с покоем
или двух решений (1.2) через решение инвариантной подмодели ранга 2 [16]. Сопряжение
можно производить и через устойчивую ударную волну.
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2. Решения с линейным полем скоростей

частично инвариантной подмодели

По группе галилеевых переносов можно рассмотреть нерегулярные частично инвариант-
ные решения дефекта 2 или 1. Для этого нужно выбрать инварианты t, p, ρ (или t, ρ) в качестве
независимых переменных для остальных инвариантов. Ранг такого решения равен 3 (или 2).
Система (1.1) становится переопределенной. Изучение совместности — сложная задача полу-
чения нерегулярной частично инвариантной подмодели. Можно рассмотреть частные решения
этой подмодели, например с линейным полем скоростей, но не барахронные

~u =
~x

t
+ t~u1(t), (2.1)

p, ρ — функции общего вида. Естественно считать такие решения регулярными частично инва-
риантными (РЧИР) ранга 1 дефекта 2, что расширяет множество РЧИР из [13]. Подстановка
в систему (1.1) приводит к равенствам

St +
(~x

t
+ t~u′1

)

· ∇S = 0 ⇒ S = S(~y), ~y =
~x

t
− ~u1(t);

ρt +
(~x

t
+ t~u′1

)

· ∇ρ+
3

t
ρ = 0 ⇒ ρ = t−3R(~y), p = P (t, ~y),

R−1∇P = ~n(t) = −t−3(t2~u′1)
′ ⇒ ~n = q(t) ~N, | ~N | = 1, ~N = const,

(2.2)

R = r′(z) 6= 0, z = ~N · ~y, P = q(t)r(z) +Q(t). (2.3)

Переменные z и r определены с точностью до постоянного слагаемого. Остается уравнение
состояния, переопределяющее систему равенств

q(t)r(z) +Q(t) = f(S(y), t−3r′(z)). (2.4)

Если движение с переменной энтропией fS 6= 0, S 6= const, то S = S(z). Система (1.1) не
изменится, если вместо S взять функцию от S (преобразование эквивалентности), изменит-
ся лишь уравнение состояния. Поэтому для энтропийных решений можно считать S(z) = z.
Если задать функции q(t), r(z), Q(t), то равенство (2.4) определяет функцию f(S, ρ). Если
уравнение состояния задается некоторым классом функций, зависящих от одного переменно-
го, то движение определяется переопределенным равенством (2.4), в котором надо разделить
независимые переменные.

3. Изоэнтропические решения

Для решений с постоянной энтропией уравнение (2.4),

q(t)r(z) +Q(t) = f(|t|−3r′(z)), (3.1)

дифференцируем по z и по t: qr′2 = f ′ρr′′, tq′r + tQ′ = −3ρf ′. Исключая f , получим

tq′

q
r +

tQ′

q
= −3

r′2

r′′
,

где r′′ 6= 0, иначе имеем инвариантное решение.
После дифференцирования по t переменные разделяются:

tq′ = kq, tQ′ = nq ⇒ q = q0|t|
k, Q =

n

k
q0|t|

k (k 6= 0), nq0 ln |t| (k = 0),

r′′

r′
= −

3r′

kr + n
⇒ r = r0|z|

k/(k+3) (k 6= −3, 0), ecz(k = −3),
1

3
ln |z| (k = 0).
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При k 6= 0 можно считать n = 0, при k = 0 можно считать n = 1 (преобразования эквива-
лентности). Из (3.1) получаем уравнения состояния:

1) k 6= 0,−3, f(ρ) = q0r
1+k/3
0 ρ−k/3;

2) k = −3, f(ρ) = C−1q0ρ;

3) k = 0, f(ρ) =
1

3
q0 ln(3ρ).

Формулы (2.1)—(2.3) при уравнениях состояния, описанных выше, дают соответственно
следующие решения:

1) ~u =
~x

t
− ~Nq0,







t|t|k+2

k + 4
, k 6= −4,

t−1 ln |t|, k = −4,
z =

~N · ~x

t
+ q0,







t|t|k+2

(k + 4)(k + 3)
, k 6= −4,

t−1(1 + ln |t|), k = −4;

2) ~u =
~x

t
− q0 ~N , z = t−1 ~N · ~x+ q0 ln |t|;

3) ~u =
~x

t
−

1

4
q0 ~Nt3, z = t−1 ~N · ~x+

1

12
q0t

3.

Движения частиц для полученных решений описываются уравнением (1.3).
При k = −4 решение 1) определяет движение в декартовом базисе ~i = ~N , ~j, ~k:

x = tu0 + q0(1 + ln |t|), x2 = tv0, x3 = tw0,

где u0, v0, w0 — глобальные лагранжевы координаты. Точечный коллапс происходит при t = 0
в бесконечно удаленной точке (−∞, 0, 0) при q0 > 0. Формулы задают два решения: первое —
при t < 0, второе — при t > 0. Величина ~u0 — скорость частицы при |t| → ∞. Первое решение —
коллапс переходит во второе решение — источник после замены t → −t, ~u0 → −~u0. Проекции
мировых линий на плоскость (t, x) разделяются на два сорта кривых x = q0(1 + ln |t|), для
которых u0 = 0, xt → 0 при t → ∞. Кривые первого сорта имеют максимум при tm = −q0u

−1
0 ,

u0 < 0, xm = q0 ln |q0u
−1
0 |; кривые второго сорта монотонны xt = u0 + q0t

−1 → u0 > 0 при
t → ∞ (рис. 1). Мировые линии не имеют асимптот при t → ∞.

При k = −3 решение 2) определяет движение частиц ~x = t(~u0 − q0~i ln |t|) с коллапсом при
t = 0 в точке ~x = 0. Проекция на плоскость (t, x) — квазилуч (рис. 2):

x = t(u0 − q0 ln |t|).

Получаем два решения: а) коллапс при t < 0, б) источник при t > 0, которые переходят друг
в друга при замене t → −t, ~u0 → −~u0. Ось x касается квазилучей в точке коллапса.

При k = 0 решение 3) определяет движение частиц

~x = t~u0 −
1

12
~iq0t

4

с коллапсом в точке ~x = 0 при t = 0. Здесь ~u0 — скорость частиц в момент коллапса. Два
решения при t > 0 и при t < 0 переходят друг в друга при замене t → −t, ~u0 → −~u0. Для

u <0
0

u =0
0

u >0
0

t

0 x

e
-1

Рис. 1. Источник в бесконечно удаленной
точке при k = −4

u <0
0

u =0
0

u >0
0

t

0 x

Рис. 2. Источник в начале из квазилучей
при k = −3
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u <0
0

u =0
0

u >0
0 t

0 x

Рис. 3. Источник в начале из лучей
инвариантного решения при t → ∞
для k = 0

u <0
0

u =0
0

u >0
0

t

0 x

Рис. 4. Источник в бесконечности при k < −4
с асимптотами мировых линий

проекций мировых линий на плоскость (t, x) при t → ∞ частицы двигаются в бесконечность
x → −∞. Для проекций на другие декартовы плоскости и при t → 0 — движение, как для
инвариантного решения (рис. 3).

При k 6= −4, −3, 0 решение 1) в выбранной декартовой системе координат задается равен-
ствами

x = tu0 − q0
|t|k+4

(k + 4)(k + 3)
, x2 = tv0, x3 = tw0.

Картина мировых линий зависит от показателя k (pис. 4) и инвариантна относительно замены
t → −t, ~u0 → −~u0.

При k < −4 коллапс наступает при t → 0 в бесконечно удаленной точке с асимптотой t = 0,
а при t → ∞ мировые линии имеют асимптоты (рис. 4).

При −4 < k < −3 коллапс наступает при t → 0 в начале, где мировые линии касаются
оси x, при t → ∞ асимптот нет (рис. 2).

При k > −3 коллапс при t = 0 в начале имеет веер касательных для мировых линий, как
при инвариантном решении, и нет асимптот при t → ∞ (рис. 3).

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Для изоэнтропических решений уравнений газовой динамики (1.1) найдутся

уравнения состояния такие, что частично инвариантное решение ранга 1 дефекта 2 группы

Галилея с линейным полем скоростей задают движения по криволинейным траекториям с

точечным коллапсом – источником одного из следующих видов:

1) в бесконечно удаленной точке при t = 0 без асимптот при t → ∞ (см. рис. 1);

2) в начале из квазилучей, касающихся оси x (см. рис. 2);

3) в начале из лучей, как у инвариантного решения при t = 0 (см. рис. 3);

4) в бесконечно удаленной точке при t = 0 с асимптотами при t → ∞ (см. рис. 4).

4. Решения с переменной энтропией для уравнения состояния,

разделенного в произведение функций одного переменного

При групповой классификации уравнений газовой динамики [1] получены уравнения состо-
яния, расширяющие допускаемую группу. Наиболее общее уравнение состояния представляет-
ся в виде произведения функций одного термодинамического параметра (энтропии, плотности,
давления): S = G(ρ)H(p). Соотношение (2.4),

z = G(|t|−3r′(z))H(q(t)r(z) +Q(t)), (4.1)

должно определить функции r(z), q(t) 6= 0, Q(t), G(ρ), H(p). Величина Q определена с точно-
стью до слагаемого λ0q(t) +Q0, λ0, Q0 — постоянные.
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Дифференцирование (4.1) по z и по t дает

1

z
= ρ

G′

G

r′′

r′
+

H ′

H
qr′, ρ

G′

G
=

1

3

H ′

H
(tq′r + tQ′).

Из этих равенств исключаем функцию H:

G1(ρ)
( 3

q1r +Q1
−

z′′

z′

)

=
z′

z
; (4.2)

здесь G1 = ρG−1G′ 6= 0, q1 = q−1qτ , Q1 = q−1Qτ , τ = ln |t|, z(r) — обратная функция к
функции r(z).

Дифференцируем (4.2) по t и по z:

ρ
G′

1

G1

(

−
z′′

z′
+

3

q1r +Q1

)

+
q1τr +Q1τ

(q1r +Q1)2
= 0,

ρ
G′

1

G1

z′′

z′

(

−
z′′

z′
+

3

q1r +Q1

)

+
(z′′

z′

)′
+

3q1
(q1r +Q1)2

+G−1
1

(z′

z

)′
= 0,

исключим функцию G1:

z′′

z′
(q1τr +Q1τ ) = 3q1 + 3

(z′′

z′
−

z′

z

)

(q1r +Q1) +
(z′′′

z′
− 2

(z′′

z′

)2
+

z′′

z

)

(q1r +Q1)
2. (4.3)

Получили равенство в виде суммы произведений функций от разных независимых переменных
τ и r. Путем дифференцирования можно разделить переменные.

Если z′′ = 0, то r′′ = 0, r = ρ0z, функция H(p) линейна. Уравнение состояния имеет вид

p = p0 + Sf(ρ), Q = p0, q = ρ−1
0 f(ρ0|t|

−3).

Решение определяется функцией f(ρ) из формул (2.1), (2.2):

ρ =
ρ0
|t|3

, ~u =
~x

t
− ~Nt−1ρ−1

0

∫

t3f(ρ0|t|
−3)dt. (4.4)

Далее считаем z′′ 6= 0. Пусть q1 6= 0, σ = zz′−1, Q1q
−1
1 = λ, λ определено с точностью до

постоянного слагаемого. Равенство (4.3) принимает вид

1− σ′

σ

(q1τ
q1

r +
Q1τ

q1

)

= 3− 3
σ′

σ
(r + λ)−

σ′′

σ
q1(r + λ)2. (4.5)

Если σ′ = 1, то r = r0z и получим решение (4.4).

Далее σ′ 6= 1. Дифференцирование по τ убирает два слагаемых из (4.5):

(q1τ
q1

)

τ
r +

(Q1τ

q1

)

τ
++

3σ′

1− σ′
λτ +

σ′′

1− σ
(q1τr

2 + 2r(λq1)τ + (λ2q1)τ ) = 0. (4.6)

Дифференцирование по r дважды убирает еще два слагаемых:

3λτ

( 1

1− σ′

)′′
+

( σ′′

1− σ′

)′′
(λ2q1)τ + 2

(

r
σ′′

1− σ′

)′′
(λq1)τ +

(

r2
σ′′

1− σ′

)′′
q1τ = 0. (4.7)

Если λτ 6= 0, то деление на λτ и дифференцирование по τ дает

( σ′′

1− σ′

)′′((λ2q1)τ
λτ

)

τ
+ 2

(

r
σ′′

1− σ′

)′′( (λq1)τ
λτ

)

τ
+

(

r2
σ′′

1− σ′

)′′(q1τ
λτ

)

τ
= 0. (4.8)
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Если σ′′
1 6= 0, σ1 = (1 − σ′)−1σ′′, то деление на σ′′

1 и дифференцирование по r приводит к
разделению переменных:

2
( (rσ1)

′′

σ′′
1

)′((λq1)τ
λτ

)

τ
+

( (r2σ1)
′′

σ′′
1

)′(q1τ
λτ

)

τ
= 0. (4.9)

Если (q1τλ
−1
τ )τ 6= 0, ((rσ1)

′′σ′′−1
1 )′ 6= 0, то

λ(q1 −K1) = Kq1 +K2, σ1(r
2 + 2Kr +K3) = K4r +K5, (4.10)

где K, Ki — постоянные. Можно считать K = 0, так как λ определена с точностью до посто-
янного слагаемого.

Подстановка (4.10) в (4.8) дает равенство −K3q1τ + λλτ (q1 + K1) = K6λτ , которое в си-
лу (4.10) c K = 0 принимает вид K3K2λ

−2 + 2K1λ + K2 = K6. Так как λτ 6= 0, q1 6= 0, то
K1 = 0, K3 = 0, K6 = K2 6= 0,

q1 = K2λ
−1, σ1 = K4r

−1 +K5r
−2 = σ′′(1− σ′)−1. (4.11)

Из (4.7) следует уравнение K2σ
′′ + 3 = (K7r +K8)(1 − σ′), которое совместно с (4.11), только

если K5 = 0, K7(K4 − 1) = 0, K4(K4 + 1) = 0, K4K8 = 0. Если K4 = 0, то σ1 = 0, что

противоречит предположению σ1 6= 0. Значит, K4 = −1, K7 = K8 = 0, σ = r−
3

2
K−1

2 r2 +const.

Из (4.6) следует λτ = 0, что противоречит предположению.

Возвращаемся к альтернативе последнего предположения (4.10). Равенство (4.9) выполнено
в следующих трех случаях.

(1):
(q1τ
λτ

)

τ
= 0,

((λq1)τ

λτ

)

= 0 ⇒ q1 = k, (4.8) ⇒ k = 0; противоречие.

(2):
(q1τ
λτ

)

τ
= 0,

((rσ1)
′′

σ′′
1

)′
= 0 ⇒ q1 = Cλ+ k, rσ1 = Dr + n, n 6= 0,

(4.8) ⇒ 3Cλ+ k = 0 ⇒ C = k = 0; противоречие.

(3):
( (rσ1)

′′

σ′′
1

)′
= 0,

((r2σ1)
′′

σ′′
1

)′
= 0 ⇒ σ1 =

n

r
, n 6= 0 ⇒ (1− σ′)−1 = C0r

n 6= 0,

(4.8) ⇒ λq1 = Dλ+D1, (4.7) ⇒ D = 0, n = −1, D1 = 3C0,
(4.6) ⇒ λτ = 0; противоречие.

Следовательно, справедлива альтернатива предположению σ′′
1 6= 0:

σ′′
1 = 0 ⇒ σ1 =

( 1

1− σ′

)′
(1− σ′) = Ar +B, λτ 6= 0, σ′

1 6= 1, q1 6= 0,

(4.7), (4.8) ⇒ A = B = 0, σ′ = C 6= 1, σ = Cr +B,

(4.5), (4.6) ⇒ q1τ = kq1, Q1τ = Dq1 −
3C

C − 1
Q1, k = 0, 3B = D(1− C).

При C = 0 решение принимает вид B 6= 0, r = B ln |z|, q = q0|t|
n, n 6= 0, Q = 3Bq(ln |t|+M) + p0,

ρ =
B

z|t|3
, ~u =

~x

t
− ~Nq0







t|t|n+2

n+ 4
, n 6= −4,

t−1 ln |t|, n = −4,

S = z =
~N · ~x

t
+ q0



























t|t|n+2

(n+ 3)(n + 4)
, n 6= 3,−4,

|t|

t
ln |t|, n = −3,

−
1

t
(1 + ln |t|), n = −4

(4.12)
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с уравнением состояния p = q0B
∣

∣

∣

B

ρS

∣

∣

∣

n/3
(r0 − ln ρ) + p0, где B, r0, p0, q0 — постоянные.

При C 6= 0 решение для ~u, S совпадает с (4.12), а r = r0|z|
c, ρ = Cr0z|z|

c−2|t|−3,

p = p0 + q0r0|t|
n|z|c +Q0q0







|t|n+m

n+m
, n 6= m =

3c

1− c
,

ln |t|, n = m.

Отсюда получается уравнение состояния после исключения t.
Рассмотрим следующую возможность: λτ = 0, σ′ 6= 1, q1 6= 0, z′′ 6= 0. В этом случае λ = λ0 —

постоянная, Q = λ0q+ p0. Так как r(z) определена с точностью до постоянного слагаемого, то
можно считать λ0 = 0, Q1 = 0. Уравнение (4.5) принимает вид

q1τ
q21

=
3

q1

r−1σ − σ′

1− σ′
−

rσ′′

1− σ′
. (4.13)

После разделения переменных получим уравнения при q1τ 6= 0

r−1σ = k + σ′(1− k), k 6= 1 ⇒ r =
(

r0|z|
k/(k−1) +M

)(k−1)/k
,

q1τ
q21

=
3k

q1
+

k

k − 1
⇒ q = q0

∣

∣|t|3k +D
∣

∣

(k−1)/k
,

(4.14)

где r0, M , q0, D — постоянные. Если q1τ = 0, то Q = p0, q = q0|t|
k, k 6= 0 и уравнение (4.13)

имеет 4 типа решений:

1) r = (r0|z|
m +M)k/(k+3), m 6= 0, k 6= −3;

2) r = (r0 ln |z|+M)k/(k+3), k 6= −3;

3) r = r0e
c|z|m, m 6= 0, k 6= −3;

4) r = r0|z|
n, n 6= 0, 1, k = −3.

(4.15)

Решения уравнений газовой динамики строятся по формулам (2.1)–(2.3).
Последний случай: q1 = 0, z′′ 6= 0 ⇒ q = q0 6= 0, q0Q1 = Qτ 6= 0. Равенство (4.3) принимает

вид
Q1τ

Q2
1

= 3
(

1−
z′2

zz′′

) 1

Q1
+

z′′′

z′′
− 2

z′′

z′
+

z′

z
. (4.16)

Если Q1τ 6= const, то коэффициент при Q−1
1 постоянен и разделение переменных дает интегри-

руемые уравнения r = r0|z|
1−k, k 6= 0, 1; Q = p0 +D|t|3(1−k−1). Решение выразим следующими

соотношениями:

ρ = |t|−3r′, ~u =
~x

t
−

1

4
~Nq0t

3, S = z = t−1 ~N · ~x+
1

12
q0t

3 (4.17)

для уравнения состояния

p = p0 + |S|1−k(q0r0 +D(r0(1− k))1−1/kρ1/k−1).

Если Q1 = m−1 — постоянная, то Q = q0m
−1 ln |t|+ p0 и (4.16) принимает вид

σ′′ + 3mσ′ = 0, σ = zz′−1.

Решения этого уравнения

r =
1

3m
ln(|z|3mC +M),

1

3m
ln | ln |z|+M |, C ln |z|, (4.18)

где C, M — постоянные, определяют решения по формулам (2.1)–(2.3).
Из приведенных вычислений следует утверждение.

Теорема 2. Для решений системы (1.1) с переменной энтропией найдутся уравнения

состояния, разделенные в произведения функций одного переменного, такие что частично

инвариантные решения ранга 1 дефекта 2 группы Галилея с линейным полем скоростей за-

даются формулами (4.4), (4.12), (4.15), (4.17), (4.18).
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5. Решения с переменной энтропией для уравнения состояния

из групповой классификации

При групповой классификации уравнений газовой динамики (1.1) расширение допускаемой
группы до 12-параметрической происходит, если уравнения состояния имеют вид [1]

SH(p) = G(ρS), H ′ 6= 0 G′ 6= 0. (5.1)

Для решений (2.1)–(2.3) необходимо исследовать на совместность выражение

zH(q(t)r(z) +Q(t)) = G(t−3zr′(z)).

Дифференцирование по t и по z приводит к соотношениям

H ′

H
(qτr +Qτ ) = −3µ

G′

G
,

1

z
+ r′q

H ′

H
=

(r′′

r′
+

1

z

)

µ
G′

G
,

где τ = ln |t|, µ = t−3zr′(z).
Исключая из этих равенств функцию H, получаем

G

µG′
= σ′ +

3σ

q1r +Q1
,

где σ(r) = zz′−1 6= 0, q1 = q−1qτ , Q1 = q−1Qτ , z(r) — обратная к r(z) функция. Дифференци-
рование по τ и по r, исключение G приводят к равенству

σ′′ +
3σ′

q1r +Q1
−

3σq1
(q1r +Q1)2

=
σ′(q1τr +Q1τ )

(q1r +Q1)2
. (5.2)

Дифференцирование (5.2) по τ дает

((q1ττ + 3q1τ )r +Q1ττ + 3Q1τ )(q1r +Q1)− 2(q1τ r +Q1τ )
2

=
3σ

σ′
(q1q1τr + 2q1Q1τ −Q1q1τ ). (5.3)

Дифференцирование трижды по r разделяет переменные:

q1q1τ

(rσ

σ′

)′′′
+ (2q1Q1τ −Q1q1τ )

( σ

σ′

)′′′
= 0. (5.4)

Если q1τ 6= 0, (σσ′−1)′′′ 6= 0, то из (5.4) следует (r−K)
σ

σ′
= Ar2+Br+C, где K, A, B, C —

постоянные. Величина r определена с точностью до постоянного слагаемого, поэтому можно
считать K = 0,

σ

σ′
= Ar +B +

C

r
, C 6= 0,

2q1Q1τ = Q1q1τ ⇒ q1 = DQ2
1, D 6= 0,

(5.5)

где D — постоянная, Q1 6= 0 (иначе из (5.3) вытекает C = 0).
Из (5.3) следует тождество по r. Приравнивая к нулю коэффициенты при степенях r (рас-

щепление по r), получим 4 равенства, которые при условии (5.5) приводят к противоречию
q1τ = 0.

Пусть q1τ 6= 0, (σσ′−1)′′′ = 0, тогда из (5.3) выводим

(

r
σ

σ′

)′′′
= 0 ⇒

σ

σ′
= Ar +B,

σ′′

σ′
=

1−A

Ar +B
.

Из (5.2) получим тождество по r

(1−A)(q1r +Q1)
2 + 3(Ar +B)(q1r +Q1)− 3q1(Ar +B)2 = (Ar +B)(q1τr +Q1τ ).
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Отсюда следует A 6= 0, и, поскольку r определено с точностью до постоянного слагаемого,
можно считать B = 0. Расщепление по r дает равенства

q1τ = (A−1 − 1)q21 + 3q1(1−A), (A−1 − 1)Q1 = 0, Q1τ = 3Q1 ⇒ A 6= 1, Q1 = 0.

Получаем решение (2.1)–(2.3):

p = p0 + q(t)r, q = q0
∣

∣|t|3/(1−k) +M
∣

∣

k
, r = r0(ln |z|+D)k, k =

A

A− 1
6= 0, 1,

ρ = |t|−3r′, S = z = t−1 ~N · ~x+

∫

t2q(t)dt− t−1

∫

t3q(t)dt,

~u = t−1~x− ~Nt−1

∫

t3q(t)dt.

(5.6)

Рассмотрим случай q1τ = 0, σ′ 6= 0 ⇒ q = q0|t|
k, q0 6= 0. Из (5.2) выводим

kQ1τ (σσ
′−1)′′′ = 0. (5.7)

Если k = 0, то q = q0 6= 0, q1 = 0 и в (5.2) переменные разделяются:

σ′′

σ′
=

Q1τ

Q2
1

−
3

Q1
= m ⇒ σ =

n

m
emr + E,m 6= 0; nr,m = 0, n 6= 0;

Q− p0 = −
q0
m

ln(M + |t|3), m 6= 0; Q0|t|
3, m = 0; (5.8)

r = −
1

m
ln ||z|k +D|, m 6= 0, E 6= 0;

n

m
ln | ln |z|+D|, m 6= 0, E = 0; r0|z|

n, m = 0,

где p0, M , q0, m, k, D, n, r0 — постоянные.
Если k 6= 0, Q1τ = 0, то q = q0|t|

k, q0 6= 0; Q = p0. Из (5.2) следует уравнение для
функции σ(r) kr2σ′′ + 3(rσ′ − σ) = 0, решение которого

z

z′
= σ = C1r + C2r

−3/k, k 6= −3; r(C1 + C2 ln r), k = −3,

определяет функцию r(z):

r = r0||z|
n +M |k/(k+3), k 6= −3, C1 6= 0;

r = r0| ln |z|+M |k/(k+3), k 6= −3, C1 = 0;

r = r0e
n|z|m, m = C2 6= 0, k = −3;

r = r0|z|
m, C2 = 0, C1 = m 6= 0.

(5.9)

Если k 6= 0, Q1τ 6= 0, то из (5.6) следует

σ

σ′
= Ar2 +Br + C,

σ′′

σ′
=

1−B − 2Ar

Ar2 +Br + C
.

Из (5.2) получим A = 0 при r → ∞,

(1−B)(kr +Q1)
2 + 3(Br + C)(kr +Q1)− 3k(Br + C)2 = Q1τ (Br + C).

Расщепление по r дает
r2: (1−B)(k + 3B) = 0 ⇒ B 6= 0 и можно считать C = 0;
r0: (1−B)Q1 = 0 ⇒ B = 1 ⇒ σ = nr, n 6= 0 ⇒ r = r0|z|

n;
r: Q1τ = 3Q1 ⇒ Q− p0 = Q0|t|

k+3, k 6= −3; Q0 ln |t|, k = −3,
где Q0, r0, n — постоянные.
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Итак, для решения (2.3) справедливы соотношения

p− p0 = |t|k(q0r +Q0|t|
3), k 6= −3; q0|t|

−3r +Q0 ln |t|, k = −3. (5.10)

Остается последний случай σ′ = 0 ⇒ r = k ln |z|. Из (5.2) следует q = q0 6= 0. Решение (2.3)
имеет вид ρ = |t|−3kz−1, p = q0r + Q(t) с произвольной функцией Q(t). Уравнение состояния
опишем формулой

p = q0k ln |S|+Q
((K

ρS

)1/3)

. (5.11)

Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема 3. Для решений системы (1.1) с переменной энтропией найдутся уравнения

состояния (5.1) такие, что частично инвариантные решения ранга 1 дефекта 2 группы Га-

лилея с линейным полем скоростей задаются формулами (5.5), (5.8), (5.9), (5.10), (5.11).

6. Примеры решения уравнения движения частиц газа (5.5)

Уравнение движения частиц газа для решения (5.6) имеет вид

d~x

dt
=

~x

t
− ~Nt−1

∫

t3q(t)dt, q(t) = q0
∣

∣|t|3/(1−k) +M
∣

∣

k
, k 6= 0, 1.

Решение этой системы в декартовой системе координат ~N =~i задается формулами

x = tu0 +

∫

t3q(t)dt− t

∫

t2q(t)dt, y = tv0, z = tw0. (6.1)

Рассмотрим два примера возможных траекторий.

1) k = 2, q = q0 = (|t|−3 +M)2.

Интегралы в (6.1) вычисляются следующим образом:

x = tu0 + q0

(

−
1

6
t−2 + 2M |t|(1 − ln |t|)−

1

12
M2t4

)

, q0 > 0, M 6= 0.

Значения x инвариантны при замене t → −t, u0 → −u0, поэтому достаточно рассмотреть
движение при t > 0.

При t → 0, x → −∞,
dx

dt
→ ∞ получаем источник в бесконечно удаленной точке. При

t → ∞, x → −∞,
dx

dt
→ −∞ получаем разворот потока (рис. 5).

2) k = −2, q = q0||t|+M |−2.

t

0 x

Рис. 5. Источник с разворотом потока
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Интегралы в (6.1) вычисляются как

x = tu0 + q0

(

−
1

2
t2 − 3M |t| −

3

2
M2 +M(3M + 2|t|) ln ||t|+M |

)

.

Если M > 0, то при t → 0

x → 3q0M
2
(

−
1

2
+ ln |M |

)

,
dx

dt
→ u0 + q02M ln |M |;

при t → ∞, x → −∞,
dx

dt
→ −∞ получаем источник в сдвинутой конечной точке с разворотом

потока по типу, изображенному на рис. 3.

Если M < 0, то за конечное время t ∈ [0,−M) при t → −M

x → −∞,
dx

dt
→ −∞

складывается картина траекторий по типу, представленному на рис. 3.

Заключение

Для группы Галилея рассмотрены инвариантные и частично инвариантные решения с ли-
нейным полем скоростей для уравнений газовой динамики. Такие решения описывают точеч-
ный коллапс или источник частиц с искривленными траекториями для специальных уравнений
состояния. Для уравнений состояния из групповой классификации проведена классификация
источников с криволинейными траекториями для специальных уравнений состояния. Одни и
те же движения частиц могут происходить для различных уравнений состояния.

Найдена связь между движением частиц газа и уравнением состояния. В некоторых слу-
чаях, если измерить движение частиц газа, можно определить класс уравнений состояния. На
найденных точных решениях уравнений газовой динамики можно построить характеристики,
по которым могут двигаться слабые разрывы и поверхности ударных волн. По этим разрывам
примыкают другие решения, возможно, построенные по подалгебре, содержащейся в алгеб-
ре группы Галилея. Задача о примыкании решений в пространственном случае важна, но не
решена даже для инвариантных решений.
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