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Введение

Одной из фундаментальных задач теории групп является изучение подгруппового стро-
ения групп. В постклассификационной теории конечных групп актуальными стали исследо-
вания подгрупп и представлений конечных простых групп. Группы лиева типа составляют
основной массив конечных простых групп. Важный класс подстановочных представлений ко-
нечных групп лиева типа составляют их параболические представления, т. е. представления
на смежных классах по параболическим подгруппам. В ранних работах автора было получе-
но описание примитивных параболических подстановочных представлений всех групп лиева
типа. В настоящее время продолжается изучение свойств таких представлений, а именно, изу-
чаются главные факторы параболических максимальных подгрупп конечных простых групп
лиева типа. В серии последних работ автора было получено уточненное описание главных
факторов параболической максимальной подгруппы, входящих в ее унипотентный радикал,
для всех конечных простых групп лиева типа (нормальных и скрученных) за исключением
группы Bl(2

n). В данной статье приводится такое описание для группы Bl(2
n). Доказывается

следующая теорема в обозначениях разд. 1.

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-01-
00456.
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Теорема. Пусть G = Bl(q), где l ≥ 2 и q = 2n. Пусть Pk = UkLk — разложение Леви

параболической максимальной подгруппы Pk в G для k ∈ {1, 2, . . . l}. Тогда

(1) если k ∈ {1, l}, то группа Uk абелева и фрагмент главного ряда группы Pk имеет вид

Uk = Y2 > Y1 > 1, где | Y2/Y1 |= q2(l−1) и | Y1 |= q при k = 1, | Y2/Y1 |= ql и

| Y1 |= ql(l−1)/2 при k = l;

(2) если 1 < k < l, то нижний центральный ряд группы Uk имеет вид Uk > Y1 > 1 и

фрагмент главного ряда группы Pk, полученный уплотнением нижнего центрального

ряда ее унипотентного радикала, имеет вид Uk = Y3 > Y2 > Y1 > 1, где | Y3/Y2 |=
q2k(l−k), | Y2/Y1 |= qk и | Y1 |= qk(k−1)/2;

(3) главные факторы Y3/Y2, Y2/Y1 и Y1 являются неприводимыми GF (q)Lk-модулями, стар-

шие веса и размерности которых указаны в таблице.

В конце статьи приводится таблица, в которой указываются порождающие элементы со-
ответствующих главных факторов.

Результаты статьи будут использованы исследователями в доказательстве усиленной вер-
сии гипотезы Симса (см. [4]).

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Определения и обозначения, связанные с группами лиева типа, взяты из [3]. Коммутатор
элементов x и y группы обозначается через [x, y] = x−1y−1xy. Пусть G — конечная простая
группа нормального лиева типа над полем GF (pn) характеристики p, Φ — система корней
группы G, π = {p1, . . . , pl} — ее множество фундаментальных корней и Φ+ — множество
положительных корней в Φ относительно π. Известно, что для любого корня α ∈ Φ корневая
подгруппа Xα = {xα(a) | a ∈ GF (pn)} изоморфна аддитивной группе поля GF (pn). Группа
Вейля W группы G порождается отражениями rα, α ∈ Φ.

Для линейно независимых корней α, β ∈ Φ и элементов a, b ∈ GF (pn) справедлива комму-
таторная формула Шевалле [3, теорема 5.2.2]:

[xβ(a), xα(b)] =
∏

i,j>0

xiα+jβ(Cijαβ(−b)iaj),

где произведение берется в порядке возрастания i+ j по всем положительным целым числам
i, j, для которых iα + jβ ∈ Φ. Структурные константы Cijαβ определяются однозначно, и
каждая из них равна ±1, ±2 или ±3.

Для любого k ∈ {1, . . . , l} обозначим через Φk множество корней из Φ, натянутых на π\{pk},
и положим Φ+

k = Φ+ ∩ Φk. В группе G имеется c точностью до сопряжения l параболических
максимальных подгрупп Pk, 1 ≤ k ≤ l. Известно разложение Леви группы Pk: Pk = UkLk, где
Uk = 〈Xα | α ∈ Φ+ \ Φ+

k 〉 — унипотентный радикал, Lk = 〈H,Xα | α ∈ Φk〉 — дополнение
Леви в Pk, а H — подгруппа Картана в G. В группе W будем рассматривать подгруппы
Wk = 〈rα | α ∈ Φk〉, k ∈ {1, 2, . . . , l}.

Пусть I ⊂ J ⊆ Φ+ \ Φ+
k и Y = 〈Xα | α ∈ J〉, Z = 〈Xα | α ∈ I〉 — нормальныe подгруппы в

Pk. Тогда фактор-группа Y/Z изоморфна
∏

Xα, где произведение берется в некотором фик-
сированном порядке по всем положительным корням α ∈ J \ I. Подгруппа Леви Lk действует
сопряжениями на фактор-группе Y/Z. Если α ∈ J \ I, то положим cxα(a)Z = xα(ca)Z для
элементов a, c ∈ GF (pn). Таким образом, фактор-группа Y/Z становится GF (pn)Lk-модулем.

Для любого β ∈ Φ+ имеем β = βk + ckpk, где βk =
∑

pi∈π\{pk}
cipi (0 6 ci ∈ Z). Следуя [1],

слагаемое ckpk называем шейпом корня β.
С использованием результатов [1] в работе [5] построены фрагменты главных рядов, вхо-

дящие в унипотентный радикал, для каждой параболической максимальной подгруппы груп-
пы Bl(p

n) для нечетного p. При p = 2 коммутаторные соотношения, влияющие на структуру
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унипотентных подгрупп, ведут себя специальным образом и требуют отдельного рассмотре-
ния. В частности, неприводимое действие (сопряжениями) подгруппы Леви Lk на элементар-
ной абелевой секции подгруппы Uk при нечетной характеристике поля иногда становится при-
водимым при четной характеристике. Это связано с тем, что параболическая подгруппа Wk

группы Вейля W действует транзитивно на корнях из Φ одной длины и одного шейпа (см.
[1, лемма 1]), а некоторые структурные константы в коммутаторной формуле Шевалле равны
±2 (см. лемму ниже).

Рассмотрим систему корней Φ типа Bl с фундаментальным множеством корней

π = {p1, . . . , pl}

и диаграммой Дынкина

.

При 1 6 i 6 j 6 l обозначим положительный корень pi + pi+1 + . . . + pj из Φ через pij , в
частности pi = pii. Согласно [2] множество Φ+ положительных корней состоит из элементов

p1, p12, . . . , p1l, p2, p23, . . . , p2l, . . . , pl−1, pl−1l, pl; p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl,

p2 + 2p3l, p23 + 2p4l, . . . , p2l−1 + 2pl, . . . , pl−2 + 2pl−1l, pl−2l−1 + 2pl, pl−1 + 2pl.

Корни p1l, p2l, . . ., pl из Φ+ являются короткими корнями. Остальные положительные
корни из Φ+ длинные. Для структурных констант из коммутаторной формулы Шевалле легко
доказывается лемма.

Лемма. Структурные константы Cijαβ для α и β из системы корней Φ типа Bl рав-

ны ±1, за исключением следующего случая: если α и β — короткие корни, а α+β — длинный

корень, то C11αβ = ±2.

2. Доказательство теоремы

Пусть выполняются условия теоремы.

С л у ч а й k = 1. Имеем

Φ+ \ Φ+
1 ={p1, p12, . . . , p1l; p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl},

Φ+
1 ={p23, p24, . . . , p2l, p3, p34, . . . , p3l, . . . , pl−1, pl−1l, pl, p2 + 2p3l,

p23 + 2p4l, . . . , p2l−1 + 2pl, p3 + 2p4l, p34 + 2p5l, . . . , p3l−1 + 2pl, . . . , pl−1 + 2pl}.

В параболической максимальной подгруппе P1 = U1L1, где U1 = 〈Xα | α ∈ Φ+ \ Φ+
1 〉 и

L1 = 〈H,Xα | α ∈ Φ1〉, все коммутаторные соотношения для корневых порождающих унипо-
тентного радикала U1 являются тривиальными, так как сумма любых двух корней из Φ+ \Φ+

1

не является корнем, и поэтому U1 — абелева группа.

Подгруппа Леви L1 действует тривиально на подгруппу Y1 = Xp1l , и отсюда Y1 — мини-
мальная нормальная подгруппа в P1. Получаем фрагмент Y1 > 1 главного ряда группы P1.

Рассмотрим подгруппу U1/Y1 в группе P1/Y1. Покажем от противного, что подгруппа L1

действует неприводимо на фактор-группе U1/Y1. Пусть M — собственный GF (2n)L1-подмодуль
модуля U1/Y1. Тогда модуль M равен прямому произведению подгрупп XαY1/Y1 для некото-
рых корней α ∈ Φ+\(Φ+

1 ∪{p1l}). Можно выбрать неортогональные корни β, δ ∈ Φ+\(Φ+
1 ∪{p1l})

такие, что XβY1/Y1 ∈ M и XδY1/Y1 /∈ M . Тогда rδ(β) = β − (2(β, δ)/(δ, δ))δ = β − δ = w ∈ Φ1,
поскольку β, δ имеют одинаковую длину и β + δ не является корнем (см. [2, VI, § 1, с. 184]).
Имеем включение [Xβ ,X−w]Y1 ≥ XδY1. Получили противоречие с L1-инвариантностью моду-
ля M .
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Имеем фрагмент U1 > Y1 > 1 главного ряда группы P1, содержащийся в унипотентном
радикале U1.

С л у ч а й 1 < k < l. Имеем

Φ+ \ Φ+
k = {p1k, p1k+1, . . . , p1l, p2k, p2k+1, . . . , p2l, . . . , pk, pkk+1, . . . , pkl,

p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl, p2 + 2p3l, p23 + 2p4l, . . . , p2l−1 + 2pl, . . . ,

pk + 2pk+1l, pkk+1 + 2pk+2l, . . . , pkl−1 + 2pl},

Φ+
k = {p1, p12, . . . , p1k−1, p2, p23, . . . , p2k−1, . . . , pk−1, pk+1, pk+1k+2, . . . , pk+1l, . . . , pl−1, pl−1l,

pl, pk+1 + 2pk+2l, pk+1k+2 + 2pk+3l, . . . , pk+1l−1 + 2pl, . . . pl−1 + 2pl}.

Приведем полный список нетривиальных коммутаторных соотношений для корневых по-
рождающих xα(a) унипотентного радикала Uk, вытекающих из коммутаторной формулы Ше-
валле (a, b ∈ GF (2n)):

[xpij(a), xpmj+2pj+1l
(b)] = xpim−1+2pml

(±ab), k ≤ j ≤ l − 1, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ m ≤ k, i + 1 ≤ m ≤ j;

[xpsj(a), xpij+2pj+1l
(b)] = xpis−1+2psl(±ab), k ≤ j ≤ l − 1, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ i < s ≤ k.

Рассмотрим множество A = {p1+2p2l, p12+2p3l, . . . , p1k−1+2pkl, p2+2p3l, p23+2p4l, . . . , p2k−1+
2pkl, . . . , pk−1 + 2pkl} и положим Y1 = 〈Xα | α ∈ A〉.

Из коммутарных соотношений в группе Uk следует, что подгруппа Y1 является коммутан-
том группы Uk. Все корни в множестве A длинные, поэтому согласно лемме коммутаторные
соотношения корневых порождающих из группы Lk c корневыми порождающими из подгруп-
пы Y1 одинаковы над полями четной и нечетной характеристик. Из работы [5] следует, что Lk

действует неприводимо на Y1. Получаем фрагмент Y1 > 1 главного ряда группы Pk.
Множество Φ+\(Φ+

k ∪A) состоит из корней, имеющих шейп pk. Рассмотрим фактор-группу
Y2/Y1 =

∏
α XαY1/Y1, где α ∈ {p1l, p2l, . . . , pkl}. Действие группы Lk на фактор-группе Y2/Y1

задается следующими нетривиальными коммутаторными соотношениями (a, b ∈ GF (2n)):

[xpil(a), xpji−1
(b)]Y1 = xpjlY1, [xpjl(a), x−pji−1

(b)]Y1 = xpilY1, 2 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ i− 1,

поэтому Lk действует неприводимо на Y2/Y1. Получаем фрагмент Y2 > Y1 главного ряда
группы Pk.

Рассмотрим подгруппу Uk/Y2 в группе Pk/Y2. Покажем от противного, что подгруппа Lk

действует неприводимо на Uk/Y2. Пусть M — собственный GF (2n)Lk-подмодуль модуля Uk/Y2.
Тогда модуль M равен прямому произведению подгрупп XαY2/Y2 для некоторых длинных
корней α, имеющих шейп pk. Выберем длинные корни β, δ наименьшей высоты с шейпом pk
такие, что XβY2/Y2 ∈ M , и XδY2/Y2 /∈ M . Из доказательства [1, лемма 1] и свойств корней из [2,
VI, § 1, с. 184] следует, что 2(β, δ)/(δ, δ) = 1. Имеем rδ(β) = β−(2(β, δ)/(δ, δ))δ = β−δ = w ∈ Φk

и [Xβ ,X−w]Y1 ≥ XδY1 и приходим к противоречию с Lk-инвариантностью модуля M .
Получаем последний фрагмент Uk > Y2 главного ряда группы Pk, входящий в Uk.

С л у ч а й k = l. Имеем

Φ+ \Φ+
l = {p1l, p2l, . . . , pl−1l, pl,

p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl, p2 + 2p3l, p23 + 2p4l, . . . , p2l−1 + 2pl, . . . , pl−1 + 2pl},

Φ+
l = {p1, p12, . . . , p1l−1, p2, p23, . . . , p2l−1, . . . , pl−1}.

Сумма двух длинных корней и сумма короткого и длинного корней из Φ+\Φ+
l не являются

корнями, а коммутарные соотношения корневых элементов, соответствующих коротким кор-
ням, согласно лемме тривиальны, поэтому в подгруппе Ul нет нетривиальных коммутаторных
соотношений, т. е. она абелева.
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Главные факторы параболических максимальных подгрупп в Bl(2
n)

Pk Yi+1/Yi Корни α : Yi+1/Yi =
∏

α XαYi/Yi Старший вес Размерность

P1 Y2/Y1 p1, p12, . . . , p1l−1, p1 + 2p2l 2(l − 1)
p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl

P1 Y1 p1l p1l 1

Pk Y3/Y2 p1k, p1k+1, . . . , p1l−1, p2k, . . . , p2l−1, . . . , pk, p1k + 2pk+1l 2k(l − k)
1 < k < l pkk+1, . . . , pkl−1, p1k + 2pk+1l, . . . ,

p1l−1 + 2pl, p2k + 2pk+1l, . . . ,
p2l−1 + 2pl, . . . , pk + 2pk+1l, . . . , pkl−1 + 2pl

Pk Y2/Y1 p1l, p2l, . . . , pkl, p1l k
1 < k < l

Pk Y1 p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1k−1 + 2pkl, p1 + 2p2l
k(k − 1)

2
1 < k < l p2 + 2p3l, p23 + 2p4l, . . . , p2k−1 + 2pkl, . . . ,

pk−2 + 2pk−1l, pk−2k−1 + 2pkl, pk−1 + 2pkl
Pl Y2/Y1 p1l, p2l, . . . , pl−1l, pl p1l l

Pl Y1 p1 + 2p2l, p12 + 2p3l, . . . , p1l−1 + 2pl, p1 + 2p2l
l(l − 1)

2
p2 + 2p3l, . . . , p2l−1 + 2pl, . . . , pl−1 + 2pl

Рассмотрим действие группы Ll на Ul. Положим

A = {p1+2p2l, p12+2p3l, . . . , p1l−1+2pl, p2+2p3l, p23+2p4l, . . . , p2l−1+2pl, . . . , pl−1+2pl} ⊂ Φ+\Φ+
l .

Рассмотрим подгруппу Y1 = 〈Xα | α ∈ A〉 из Ul. В множестве A нет коротких корней, поэтому,
согласно лемме характеристика поля не влияет на коммутаторные соотношения, задающие
действие подгруппы Леви Ll на Y1. Значит, так же как в [5], группа Ll действует неприводимо
на Y1. Получаем фрагмент Y1 > 1 главного ряда группы Pl.

Группа U1/Y1 изоморфна группе, порожденной корневыми подгруппами, которые соот-
ветствуют коротким корням p1l, p2l, . . . , pl−1l, pl. Рассуждаем аналогично. Подгруппа Леви Ll

содержит корневые подгруппы, соответствующие только длинным корням, поэтому не зави-
сят от характеристики поля коммутаторные соотношения, задающие действие подгруппы Ll

на U1/Y1 . Следовательно, так же как в [5], подгруппа Ll действует неприводимо на Ul/Y1.
Получаем фрагмент главного ряда Ul > Y1 > 1 группы Pl, входящий в Ul.

Утверждение теоремы о нижнем центральном ряде группы Uk, 1 ≤ k ≤ l легко следует из
приведенных выше рассуждений.

Занесем полученные результаты в таблицу. Во втором столбце таблицы укажем главные
факторы Yi+1/Yi фрагмента главного ряда, входящего в унипотентный радикал каждой па-
раболической максимальной подгруппы Pk, приведенной в первом столбце. Третий столбец
нашей таблицы содержит корни α для порождающих элементов xα(a)Yi главного фактора
Yi+1/Yi =

∏
α XαYi/Yi. Для каждого i > 1 главный фактор Yi+1/Yi изоморфен в аддитивной

записи прямой сумме
⊕

αXα корневых подгрупп Xα и является неприводимым GF (2n)Lk-
модулем. Старший вес и размерность этого модуля укажем в четвертом и пятом столбцах
таблицы соответственно.

Теорема доказана.
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