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Произвольную алгебру R называем точной обертывающей алгебры Ли L, если L изоморфна алгеб-
ре R(−), полученной заменой умножения в R коммутированием a ∗ b := ab − ba. Мы исследуем точные
обертывающие алгебры некоторых подалгебр алгебры Шевалле над полем K, ассоциированной с нераз-
ложимой системой корней Φ. Структурные константы базы Шевалле этой алгебры определяет их выбор
с известным произволом для нильтреугольной подалгебры NΦ(K) с базой {er | r ∈ Φ+}. Построенные
в 2018 г. точные обертывающие алгебры R для NΦ(K) зависят от этого выбора. Введено понятие стан-
дартной обертывающей алгебры. Для типа An−1 одну из точных обертывающих R представляет алгебра
NT (n,K) нильтреугольных n × n-матриц над K. Стандартность R в этом случае дает теорема Р. Дю-
биша и С. Перлиса (1951) об идеалах алгебры NT (n,K). В статье доказано, что ассоциативная точная
обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) типа An−1 (n > 3), с точностью до перехода к противопо-
ложной алгебре R(op), единственна и изоморфна алгебре NT (n,K). Описаны стандартные обертывающие
алгебры R. Доказано существование стандартной обертывающей R для алгебр Ли NΦ(K) всех типов Φ,
исключая типы Dn (n ≥ 4) и En (n = 6, 7, 8).
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Введение

Классические универсальные ассоциативные обертывающие алгебры для алгебр Ли хоро-
шо известны (см., например, теорему Пуанкаре — Биркгофа — Витта [1, гл. 1, § 1, пример (b)]).

О п р е д е л е н и е. Произвольную (не обязательно ассоциативную) алгебру R называем
точной обертывающей алгебры Ли L, если L изоморфна алгебре R(−), полученной заменой
умножения в R коммутированием a ∗ b := ab− ba. (Без термина это понятие введено в [2].)

Алгебры R и L в этом случае можем определять структурными константами одной и той
же базы в отличие от универсальной ассоциативной обертывающей алгебры Ли.

1Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ в
рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-2020-1534/1).
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Простую комплексную конечномерную алгебру Ли L в теории Картана — Киллинга ассо-
циируют с единственной (с точностью до эквивалентности) неразложимой системой корней Φ.
Подходящая база подалгебры Картана и элементы er (r ∈ Φ) дают базу Шевалле алгебры
Ли L = L(Φ, C) с целочисленными структурными константами [3; 4, разд. 4.2]. Она позволяет
перейти к алгебре Ли L(Φ,K) над произвольным полем K, называемой алгеброй Шевалле. Мы
исследуем точные обертывающие алгебры некоторых подалгебр алгебры Шевалле.

Известно, что алгебру Шевалле L(Φ,K) типа An−1 представляет алгебра Ли sln(K) всех
n× n-матриц над K с нулевым следом. Она порождает простую ассоциативную алгебру
M(n,K) всех n × n-матриц над K и является коммутантом алгебры Ли M(n,K)(−). Одна-
ко, в алгебре M(n,K) нет подалгебр, являющихся точной обертывающей алгебры Ли sln(K).

Структурные константы базы Шевалле в L(Φ,K) определяет их выбор с известным про-
изволом для нильтреугольной подалгебры NΦ(K) с базой {er | r ∈ Φ+}. Такой выбор суще-
ственно влияет на свойства построенных в [2] точных обертывающих алгебр R алгебры Ли
NΦ(K). Если Π — база в Φ, то общее число точных обертывающих R алгебры Ли NΦ(K)
равно 2|Φ

+\Π| (предложение 1).
Одну из точных обертывающих R алгебры Ли NΦ(K) типа An−1 представляет алгебра

NT (n,K) нильтреугольных n× n-матриц над K. В силу теоремы Р. Дюбиша и С. Перлиса [5]
она стандартна (понятие стандартной точной обертывающей алгебры вводится в разд. 2).

Вопрос существования стандартной обертывающей R для алгебр Ли NΦ(K) решает в
разд. 3 теорема 2. Отметим, что в 2001 г. записана проблема комбинаторного перечисления
стандартных идеалов алгебр NΦ(K) классических типов Φ при K = GF (q) [6, проблема 1].
Ее решение анонсирует в [2] теорема Егорычева, Левчука и Ходюни. Это равносильно пере-
числению всех идеалов точной обертывающей алгебры R в случае ее стандартности.

Основная в статье теорема 1 выявляет стандартные обертывающие R алгебры Ли NΦ(K)
типа An−1 (n > 3) и показывает, что ассоциативная обертывающая алгебра R, с точностью до
перехода к противоположной алгебре, единственна и изоморфна алгебре NT (n,K).

1. Точные обертывающие алгебр Ли

С учетом введенного определения в начале статьи и работы [2] естественно применять и
неассоциативные обертывающие алгебры. Замена a ◦ b := ba умножения в R дает противопо-

ложную алгебру R(op), антиизоморфную R. Некоторые общие структурные связи отражает

Лемма 1. Всякий идеал в R есть идеал также в R(−) и AutR ⊆ Aut R(−). Если µ —

антиизоморфизм алгебры R, то

µ(R)(−) ≃ R(−) ≃ (R(op))(−).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы следует из того, что основные опе-
рации алгебры R(−) являются производными от операций в R.

Эндоморфизм x → −x (x ∈ R) модулей R и R(−) является антиавтоморфизмом алгеб-
ры R(−) в силу равенств

(−a) ∗ (−b) = a ∗ b = ab− ba = −(b ∗ a) (a, b ∈ R).

Его композиция −µ : x → −xµ с любым антиизоморфизмом µ алгебры R дает изомор-
физм алгебр R(−) и µ(R)(−). (В важном частном случае этот изоморфизм хорошо известен
[4, разд. 11.2.1].)

Остается заметить, что алгебры R и R(op) определены на одном множестве и их антиизо-
морфизмом является тождественное отображение. �

Точные обертывающие алгебры некоторых подалгебр алгебр Шевалле выявлены в [2]. Для
дальнейшего исследования структурных свойств нам потребуются некоторые понятия и пред-
варительные сведения.
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В теории Картана — Киллинга всякую простую комплексную конечномерную алгебру Ли L
ассоциируют с единственной (с точностью до эквивалентности) неразложимой системой кор-
ней Φ евклидова пространства V , построенного на подалгебре Картана [4, разд. 3]. Выбор
простых корней, или базы Π, в Φ определяет линейное упорядочение ≺ на V с множеством V +

векторов v ≻ 0 и систему положительных корней Φ+ = V + ∩ Φ ⊇ Π. Ко-корни hr := 2r/(r, r)
(r ∈ Φ) составляют дуальную к Φ систему корней с базой {hs | s ∈ Π} [4, предложение 3.6.1].

К. Шевалле [3; 4, разд. 4.4] выделил в алгебре Ли L = L(Φ, C) базу

{er (r ∈ Φ), hs (s ∈ Π)}

с целочисленными структурными константами. Она позволила перейти к алгебре Ли L(Φ,K)
над произвольным полем K с таблицей умножения

er ∗ e−r = hr, hs ∗ er =
2(r, s)

(r, r)
er, hs ∗ hr = 0 (r, s ∈ Φ),

er ∗ es = Nrser+s = −es ∗ er (r + s ∈ Φ), er ∗ es = 0 (r + s /∈ Φ ∪ {0}),

где Nrs = ±1 или |r| = |s| < |r + s| и Nrs = ±2 или Φ типа G2 и Nrs = ±2 или ±3.
Подалгебру NΦ(K) с базой {er | r ∈ Φ+} называем нильтреугольной. Известно, что знаки

констант Nrs определяет их выбор для подалгебры NΦ(K). Пару корней r, s называют специ-

альной, если r, s, r + s ∈ Φ+ и 0 ≺ r ≺ s, а также экстраспециальной, если r 4 r1 для каждой
специальной пары r1, s1 с суммой r1 + s1 = r + s. Согласно [4, предложение 4.2.2] верна

Лемма 2. С точностью до изоморфизмов алгебры Ли L(Φ,K) знаки констант Nrs мож-

но выбрать произвольно для экстраспециальных пар (r, s). Тогда знаки остальных конс-

тант Nrs определяются однозначно.

Точные обертывающие нильтреугольных подалгебр построены в [2].

Лемма 3 [2, предложение 1]. K-алгебра R с базой {er | r ∈ Φ+} есть точная обертыва-

ющая алгебры Ли NΦ(K), если eres = 0 при r + s 6∈ Φ и

eres = er+s, eser = (1−Nrs)er+s (r, s, r + s ∈ Φ+, Nrs ≥ 1).

Несложно найти число построенных точных обертывающих алгебр R.

Предложение 1. Число точных обертывающих алгебр R алгебры Ли NΦ(K) равно

2|Φ
+\Π|.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, прежде всего, что любой положительный непростой
корень в Φ есть сумма r + s единственной экстраспециальной пары корней r, s. Отсюда полу-
чаем равномощность множества Φ+ \ Π и множества экстраспециальных пар.

С другой стороны, любую из построенных в лемме 3 точных обертывающих алгебр R
алгебры Ли NΦ(K) в силу леммы 2 однозначно определяет выбор знака ± константы Nrs для
каждой экстраспециальной пары корней (r, s) в Φ. Тем самым, доказательство предложения
завершено. �

Развивая известные методы, мы выявляем в статье взаимосвязанные условия однозначно-
сти точных обертывающих алгебр и констант Nrs.

Для корней r, s ∈ Φ считаем s ≥ r, если все коэффициенты разложения s − r по базе Π
неотрицательны. Корни r, s ∈ Φ+ называем инцидентными, если s ≥ r или r ≥ s. Любое мно-
жество L попарно неинцидентных корней в Φ+ называем множеством углов в Φ+. Выделим
в NΦ(K) идеалы

T (r) =
∑

s≥r

Kes, Q(r) =
∑

s>r

Kes (r ∈ Φ+), Q(L) =
∑

r∈L

Q(r).
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Когда H ⊆ T (L) :=
∑

r∈L T (r) и любая замена T (r) на Q(r) в сумме нарушает включение,
назовем L = L(H) множеством углов в H [7, § 1]. Идеал H в NΦ(K) называем стандартным,
если

Q(L) ⊆ H ⊆ T (L) (L = L(H)).

Отметим, что решение проблемы перечисления стандартных идеалов алгебр Ли NΦ(K)
классических типов над конечным полем [6, проблема 1] анонсировали Г.П.Егорычев, В.М.Лев-
чук и Н.Д.Ходюня в [2].

Точную обертывающую алгебру R алгебры Ли NΦ(K) называют стандартной [2], если
все ее идеалы H стандартны. Учитывая леммы 1 и 3, верна

Лемма 4. Если точная обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) стандартна, то

R(op) также является стандартной обертывающей алгеброй.

Лемма 5. Пусть r — угол идеала H точной обертывающей R алгебры Ли NΦ(K) и

p, r + p ∈ Φ+. Если (Kep)H +H(Kep) ⊆ T (r+p), то T (r+p) ⊆ H. В частности, в R каждый

идеал с единственным углом стандартен, а когда система корней Φ ранга 1 или 2, любая

точная обертывающая алгебра R стандартна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку Nrp = −Npr, то одна из констант Nrp и Npr по-
ложительна. Поэтому выбранное множество в силу выбора идеала H в R и леммы 3 имеет
единственный угол r + p, причем

(Kep)H +H(Kep) = Ker+p mod Q(r + p).

Для максимального корня ρ имеем аннулятор Ann (R) = Keρ. Включение T (r + p) ⊆ H
очевидно, если r + p = ρ. При r + p 6= ρ включение находим индукцией по h − ht(r), где
h := ht(ρ) + 1 — число Кокстера системы корней Φ.

Таким образом, первое утверждение леммы доказано. Оставшиеся утверждения являются
его очевидными следствиями. �

Корни r, s ∈ Φ в [7] названы p-связанными для простого корня p, если r + p, s+ p ∈ Φ+.
Наименьшая подсистема Ψ(r, p, s) системы корней Φ, содержащая

Φ ∩ (Zr + Zp+ Zs),

единственна. Легко видеть, что для стандартности алгебры R необходима стандартность одной
из точных обертывающих алгебры Ли NΨ(K) — подалгебры R(Ψ) :=

∑
a∈Ψ+ Kea в R. Отсюда

вытекает

Лемма 6. Если точная обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) стандартна, то для

любой подсистемы корней Ψ = Ψ(r, p, s) в системе корней Φ с базой {r, p, s} и p-связанными

неинцидентными корнями r, s подалгебра R(Ψ) стандартна.

2. Стандартные обертывающие алгебры типа An

Основная в этом разделе теорема 1 выявляет условия однозначности стандартной оберты-
вающей алгебры для алгебр Ли NΦ(K) типа An.

Известно, что R(−) есть алгебра Ли для любой ассоциативной алгебры R [1, гл. 1, § 1,
пример (a)]. Очевидно, ассоциативность алгебр сохраняется при антиизоморфизмах.

Алгебра M(n,K) (n > 1) всех n × n-матриц над полем K является ассоциативной и про-
стой; ее базу составляют матричные единицы с умножением eijejm = eim, eijekm = 0 (j 6= k).
С другой стороны, алгебра Ли M(n,K)(−) не простая. Ее коммутант совпадает с подалгеб-
рой sln(K) матриц со следом 0, представляющей K-алгебру Шевалле L(Φ,K) типа An−1
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(см.[4, 11.2.1].) Кроме того, в алгебре M(n,K) нет подалгебр, являющихся точной оберты-
вающей алгебры Ли sln(K). Действительно, sln(K) и, более того, совокупность матричных
единиц eij (i 6= j) порождают ассоциативную алгебру M(n,K).

Число всех точных обертывающих алгебр R типа An равно 2(
n

2) в силу предложения 1. Точ-
ную обертывающую R алгебры Ли NΦ(K) типа An−1 представляет алгебра NT (n,K) ниль-
треугольных n× n-матриц (с нулями на главной диагонали и над ней) над K. Стандартность
всех ее идеалов следует из теоремы 8 Р. Дюбиша и С. Перлиса (см. [5]).

В системе корней Φ типа An подсистема корней Ψ = Ψ(r, p, s) с p-связанными корнями r
и s всегда типа A3, а корень r + p + s в Ψ+ — единственный, представляемый неоднозначно
суммой специальной пары корней из Ψ. Каждую обертывающую алгебру R(Ψ) алгебры Ли
NΨ(K) порождают Ker, Kes и Kep, причем

R(Ψ) = Ker + T (p) +Kes, Ann (R(Ψ)) = Ker+p+s = R(Ψ)3.

Лемма 7. Условие стандартности алгебры R(Ψ) слабее условия ассоциативности и рав-

носильно каждому из следующих условий:

a) элементы er и es не лежат вместе ни в одном из односторонних (правом или левом)
аннуляторов элемента ep;

b) Ns,p = Np,r и Ns,r+p = Ns+p,r;

c) с точностью до перехода к противоположной алгебре, алгебра R(Ψ) изоморфна NT (4,K)
по модулю третьих степеней алгебр.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При a, b, a+b ∈ Φ+ по лемме 3 имеем либо eaeb = ea+b, ebea = 0,
либо eaeb = 0, ebea = ea+b. Для аннуляторов в R(Ψ) отсюда находим

Ann (T (p)) = T (p) = Ann (R(Ψ)2) ⊃ R(Ψ)2 = R(Ψ)3 +Ker+p +Kep+s.

Допустим, что элементы er, es лежат в разных односторонних аннуляторах элемента ep —
в левом аннуляторе Ann(l)(ep) и правом Ann(r)(ep). Тогда знаки структурных констант Ns,p и
Np,r совпадают, и поэтому

Ns,p = Np,r, Np,rNs,p = 1.

По лемме 5 отсюда следует стандартность любого идеала в R(Ψ). Кроме того, Ns,r+p = Ns+p,r,
поскольку тождество Якоби дает равенства

es ∗ (ep ∗ er) = (es ∗ ep) ∗ er, NprNs,r+p = NspNs+p,r.

Если какой-либо односторонний аннулятор в R(Ψ) элемента ep (равносильно, идеала T (p))
совпадает с R(Ψ), скажем,

Ann(l)(ep) = Ann(l)(T (p)) := {α ∈ R(Ψ) | αT (p) = 0} = R(Ψ),

то K(er + es) +K(er+p + es+p) + R(Ψ)3 — нестандартный идеал. В этом же случае (eper)es =
ep+r+s, но ep(eres) = 0. Отсюда находим, что всякая ассоциативная алгебра R(Ψ) обязана быть
стандартной.

По доказанному и в силу леммы 2 знаки структурных констант определяют их выбор (про-
извольный) для двух констант Np,r и Ns+p,r, так что стандартных обертывающих алгебр R(Ψ)
всего четыре. В силу леммы 4, с точностью до перехода к противоположной алгебре, имеем

Ns,p = Np,r = 1, esep = es+p, eper = er+p, erep = 0 = epes. (2.1)

Тогда алгебры R(Ψ) и NT (4,K) по модулю своих аннуляторов изоморфны. Поэтому алгеб-
ра R(Ψ) с аннулятором AnnR(Ψ) = R(Ψ)3 зависит от выбора знака константы Ns+p,r. В случае

Ns+p,r = Ns,r+p = 1, es+per = er+s+p = eser+p, eres+p = 0 = er+pes (2.2)
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приходим к изоморфизму R(Ψ) ≃ NT (4,K), определенному по правилу

ep 7→ e32, er 7→ e21, es 7→ e43, er+p 7→ e31, es+p 7→ e42, es+r+p 7→ e41.

В оставшемся случае Ns,r+p = Ns+p,r = −1 алгебра R(Ψ) ассоциативная по модулю AnnR(Ψ),
но ep(eres) 6= (eper)es.

Стандартность алгебры R(Ψ) следует теперь из того, что произвольный ее идеал, очевидно,
либо содержит аннулятор AnnR(Ψ), либо лежит в нем.

Это завершает доказательство леммы. �

Лемма 8. Если точная обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) типа An (n > 2)
стандартна, то по модулю третьих степеней алгебр имеем

R ≃ NT (n+ 1,K) или R(op) ≃ NT (n+ 1,K).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем произвольную стандартную обертывающую алгеб-
ру R алгебры Ли NΦ(K) типа An (n > 2). Для любой подсистемы корней Ψ = Ψ(r, p, s)
типа A3 в Φ по лемме 6 свойство стандартности R наследуется подалгеброй R(Ψ) — оберты-
вающей алгебры Ли NΨ(K).

Ясно, что пара p-связанных корней r, s ∈ Φ+ с простым корнем p существует только если
p — промежуточный корень в графе Кокстера

An : (n вершин) .❡ ❡❡❡❡

Вершины графа Кокстера системы корней Φ соответствуют простым корням. Ясно, что
специальные пары простых корней экстраспециальны.

Пусть Ψ = Ψ(r, p, s) — подсистема в Φ с базой из простых корней r, p, s. Учитывая леммы 5
и 7, для стандартной алгебры R(Ψ) элементы er, es лежат в разных односторонних аннулято-
рах элемента ep — в левом Ann(l)(ep) и правом Ann(r)(ep). В этом случае знаки структурных
констант Ns,p и Np,r совпадают и Ns,pNp,r = 1.

Когда корень s соответствует последней вершине графа Кокстера, с точностью до перехо-
да от R к противоположной алгебре, получаем соотношения (2.1). Выберем далее корень q,
соседний слева с r в графе Кокстера, и подсистему Ψ = Ψ(q, r, p) с базой q, r, p. Применяя
леммы 5 и 7 к подалгебре R(Ψ), аналогично получаем ereq = er+q.

Указанный процесс продолжаем, завершая подалгеброй R(Ψ) с базой в Ψ, которая начи-
нается с первой вершины графа Кокстера.

Базу точной обертывающей алгебры R = NT (n + 1,K) и базу Шевалле алгебры Ли R(−)

дают матричные единицы er = eij (1 ≤ j < i ≤ n+1) при соответствующей нумерации корней
r = rij системы Φ типа An.

В матричной индексации и обозначениях er = eij при r = rij получаем eijejm = eim для
случаев i − m = 2. Это дает изоморфизм алгебр R и NT (n + 1,K) по модулю их третьих
степеней.

Лемма доказана. �

Следующая, основная в этом разделе теорема выявляет все стандартные и все ассоциатив-
ные точные обертывающие алгебры R.

Теорема 1. Ассоциативная точная обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) типа

An−1 (n > 3), с точностью до перехода к противоположной алгебре, единственна и изоморф-

на алгебре NT (n,K). Изоморфность R или R(op) по модулю аннулятора с фактор-алгеброй

NT (n,K)/Ken1 равносильна стандартности R.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем произвольную стандартную обертывающую алгеб-
ру R алгебры Ли NΦ(K) типа An (n > 2). Для n = 3 теорему 1 доказывают леммы 7 и 8;
в этом случае Φ = Ψ = Ψ(r, p, s) типа A3, а пара p-связанных корней r, s в Φ+ и простой
корень p определены однозначно.

Каждая подалгебра R(Ψ) в R с подсистемой корней Ψ = Ψ(r, p, s) типа A3 в Φ стандартна
в силу леммы 6. С точностью до перехода от R к противоположной алгебре, по лемме 7 имеем
соотношения (2.1), а в случае ассоциативности R также (2.2). При n > 3 по индукции можем
считать теорему доказанной для каждого типа Ak, 3 ≤ k < n.

Выберем в Φ подсистему Φ1 (аналогично Φn) с базой, полученной из базы Π отбрасыва-
нием первого (соответственно, последнего) простого корня в графе Кокстера; обе подсистемы
типа An−1. Ясно, что стандартность алгебры R наследуется ее подалгебрами R(Φ1) и R(Φn)
по индуктивному предположению и дает их ассоциативность, а также изоморфность алгебр R
и NT (n+ 1,K) по модулю n-х степеней.

Стандартность подалгебр R(Ψ) в R для подсистем корней Ψ = Ψ(r, p, s) типа A3 в Φl ∪Φr

приводит к уточнению. Матричная индексация корней и обозначения er = eij при r = rij
(1 ≤ j < i ≤ n), наряду с ассоциативностью произведения en+1nenn−1 · · · e32e21 = en+11 и
подалгебр R(Ψ(rj1, rij , rn+1i)) при 1 < j < i < n + 1 по лемме 7 дают также изоморфность
алгебр R и NT (n+ 1,K).

Это завершает доказательство теоремы. �

Заметим, что тождественное преобразование алгебры M(n,K) является ее антиизомор-
физмом на противоположную алгебру M(n,K)(op). Его композиция с антиавтоморфизмом ′

транспонирования матриц дает изоморфизм M(n,K) ≃ M(n,K)(op) алгебр. Поэтому из тео-
ремы 1 вытекает

Следствие. Алгебра M(n,K) (n > 3) является единственной ассоциативной простой

алгеброй A, для которой коммутант алгебры Ли A(−) изоморфен алгебре Шевалле L(Φ,K)
типа An−1.

3. Существование стандартных обертывающих алгебр

В этом разделе мы решаем вопрос существования стандартной обертывающей алгебры для
алгебр Ли NΦ(K).

Лемма 9. Для алгебр Ли NΦ(K) типов Dn (n > 3) и En (n = 6, 7, 8) стандартная

обертывающая алгебра не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно доказательству предложения 12.2.3 в [4] алгебра Ли
NDn(K) допускает графовый автоморфизм θ, соответствующий симметрии ¯ порядка 2 си-
стемы корней Φ. Граф Кокстера здесь имеет вид

Dn : (n вершин) .❡❡ ❡❡ ❡❵
❵
❵
❵
❵

✥
✥
✥
✥
✥

❡

❡

Две крайние слева вершины соответствуют простым симметричным корням, скажем, a и ā.
Отбрасывая их в графе поочередно, получим графы Кокстера подсистем корней Φi (i = 1, 2)
типа An−1.

Допустим. что стандартная обертывающая алгебра R типа Dn существует. Тогда точные
обертывающие Ri алгебры Ли NΦi(K), i = 1, 2, выбранные как подалгебры в R, стандартны.

Пусть простой корень p соответствует вершине, связанной с тремя вершинами, а q — остав-
шейся крайней вершине. Как и в доказательстве леммы 7, с точностью до перехода к противо-
положному кольцу R(op), левый аннулятор Ann(l)(eq) содержит все элементы базиса Шевалле,
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соответствующие простым корням. Аналогично левый аннулятор элемента ep базиса Шевалле
содержит элементы базиса Шевалле, соответствующие всем вершинам слева. Отсюда

eaep = ebep = 0, epea = ep+a, epeb = ep+b.

Поэтому K(ea + eb) порождает в R нестандартный идеал. Противоречие.

Таким образом, для типа Dn лемма доказана.

Утверждение леммы для типа En (n = 6, 7, 8) получаем как следствие, пользуясь тем, что
система корней здесь содержит подсистему с базой, соответствующей подграфу типа D4 в
графе типа Dn. �

Следуя [8, V.12, V.15; 7, § 1, с. 99], мы различаем понятия графа Кокстера и схемы Дынкина
системы корней. Так, графы Кокстера систем типа Bn и Cn совпадают, а схемы Дынкина при
n > 2 имеют вид

❡ ❡❡❡❡Bn : 1 2 2 22

❡ ❡ .❡❡❡Cn : 2 1 1 11

Здесь через a, b обозначаются простые корни различной длины, соответствующие в схеме
Дынкина двум соседним вершинам, причем a — короткий корень.

Вопрос существования стандартной обертывающей R решает

Теорема 2. Стандартная обертывающая алгебра R алгебры Ли NΦ(K) существует для

всех типов Φ, исключая типы Dn (n ≥ 4) и En (n = 6, 7, 8). Для типа Bn и Cn, с точностью

до перехода к противоположной алгебре, можно считать, что

R/T (2a+ b) ≃ NT (n+ 1,K).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Алгебры Ли NΦ(K) классических типов представлены в [9]
специальными Φ+-матрицами. Фиксированный в [9, лемма 2] выбор знаков структурных кон-
стант Nrs определяет точную обертывающую алгебру RΦ соответствующего типа. Алгебры RΦ

типа Bn и Cn стандартны согласно [2, теорема 5], причем RΦ/T (2a+ b) ≃ NT (n+ 1,K).

Для типа An утверждение теоремы следует из теоремы 1. Существование стандартной
обертывающей алгебры R типа F4 установлено в [10, теорема 1.1], для лиева ранга 2 — в лем-
ме 5), для типов En и Dn утверждение теоремы доказано в лемме 9. �
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