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В.И. Зоркальцев

Многие задачи прикладной математики представляются в виде проблемы поиска ближайшей к началу
координат точки линейного многообразия. В частности, эта проблема может формулироваться в виде
задачи минимизации евклидовой (метод наименьших квадратов) или чебышевской норм. Использование
этих норм означает, что осуществляется поиск евклидовой или чебышевской проекции начала координат
на линейное многообразие. За счет введения и варьирования положительных весовых коэффициентов
при компонентах векторов в указанных нормах получаем множества евклидовых и чебышевских норм,
порождающих множества евклидовых и чебышевских проекций. Поиск чебышевской проекции на ли-
нейное многообразие формулируется как задача линейного программирования, которая может иметь не
единственное решение. Причем среди ее решений могут быть явно неудовлетворительные по содержа-
тельным соображениям. В целях преодоления возникающих из-за этого проблем в чебышевской аппрок-
симации используется условие Хаара, означающее требование единственности решения указанной задачи
линейного программирования. Это условие не всегда легко проверить, и неясно, что делать, если оно
не выполняется. В данной статье предложен алгоритм, всегда приводящий к однозначному определению
чебышевской проекции. Алгоритм базируется на поиске относительно внутренних точек оптимальных
решений конечной последовательности задач линейного программирования с лексикографически упоря-
доченными целевыми функциями. Доказано, что множество чебышевских проекций (при использовании
приводимого алгоритма) совпадает с множеством евклидовых проекций. Это утверждение позволяет рас-
пространить на множество чебышевских проекций доказанные ранее свойства евклидовых проекций, в
том числе установленные факты ограниченности и связности множества евклидовых проекций. Доказан-
ное утверждение о совпадении множеств евклидовых и чебышевских проекций может служить также в
качестве подтверждения правильности введенного определения чебышевской проекции через алгоритм
лексикографической оптимизации.

Ключевые слова: лексикографическая оптимизация, линейное многообразие, условие Хаара, чебышев-
ские и евклидовы нормы, чебышевские проекции.
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Many problems of applied mathematics are presented in the form of the problem of finding the point of a
linear manifold closest to the origin. In particular, this problem may take the form of a minimization problem for
the Euclidean (least squares method) or Chebyshev norms. The use of these norms means that the Euclidean or
Chebyshev projection of the origin onto a linear manifold is sought. By introducing and varying positive weight
coefficients at the components of vectors in these norms, sets of Euclidean and Chebyshev norms are obtained
that generate sets of Euclidean and Chebyshev projections. The search for the Chebyshev projection onto a
linear manifold is represented as a linear program, which may have a nonunique solution. Moreover, some of its
solutions may be clearly unsatisfactory with regards to the essence of the problem. In order to overcome the
arising difficulties, the Haar condition is used in the Chebyshev approximation. This condition corresponds to
the uniqueness requirement for the solution of the linear programming problem and is not always easy to check;
moreover, it is not clear what to do if the condition is not met. We present an algorithm that always leads
to an unambiguous determination of the Chebyshev projection. The algorithm is based on finding relatively
interior points of optimal solutions to a finite sequence of linear programming problems with lexicographically
ordered objective functions. It is proved that the set of Chebyshev projections (produced by the presented
algorithm) coincides with the set of Euclidean projections. This statement allows us to extend the previously
proved properties of Euclidean projections to the set of Chebyshev projections, including the established facts of
boundedness and connectedness of the set of Euclidean projections. The proved statement about the coincidence
of the sets of Euclidean and Chebyshev projections also confirms the correctness of the introduced definition of
the Chebyshev projection by means of the lexicographic optimization algorithm.
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Введение

Многие модели и методы прикладной математики используют задачи поиска ближайшей
к началу координат точки линейного многообразия в конечном вещественном линейном про-
странстве. К таким задачам относится поиск псевдорешений несовместной системы линейных
уравнений (см. [1–4]), т. е. векторов переменных, дающих минимальные, в каком-то смысле аб-
солютные, значения невязок всех уравнений. Множество векторов невязок системы линейных
уравнений образуют, как известно, линейное многообразие. Это множество определяется как
сдвиг на заданный вектор образа матрицы. В частности, таким множеством являются векторы
“погрешности аппроксимации” общеизвестной задачи вычисления коэффициентов линейной
регрессии.

К другому типу задач из этого же класса относятся проблемы нахождения решения сов-
местной системы линейных уравнений наиболее близкого (в каком-то смысле) к нулевому
вектору. К этому типу сводятся (за счет замены переменных) проблемы поиска решения си-
стемы уравнений, ближайшего к заданному вектору, не удовлетворяющему рассматриваемой
системе. В таком виде представляются, например, проблемы составления отчетного (см. [5]) и
перспективного (см. [6]) межотраслевого баланса (см. [7]).

Задача поиска решения системы линейных уравнений, максимально приближенного к ну-
левому вектору, возникает в вычислительных методах. Например, при решении системы нели-
нейных уравнений методом итеративной линеаризации (варианты метода Ньютона) к такой
задаче сводится проблема поиска направления корректировки решения. Выбор направления
корректировки решения в результате линеаризации исходной системы осуществляется как по-
иск решения системы линейных уравнений. Чтобы минимизировать погрешности линеари-
зации, целесообразно искать решение этой линейной системы, максимально приближенное к
нулевому вектору. Отметим, что часто (см. [8; 9]) метод Ньютона излагается для случая, ко-
гда число уравнений совпадает с числом переменных и итеративно вычисляемые матрицы
частных производных не особенные. За счет указанных здесь приемов метод Ньютона можно
распространить и на ситуации, когда число уравнений не совпадает с количеством перемен-
ных.

Во всех указанных выше и во многих других задачах могут использоваться разные спосо-
бы конкретизации понятия “ближайшие к началу координат точки линейного многообразия”.
В [6] были приведены варианты таких конкретизаций, представлены результаты по изуче-
нию свойств и взаимосвязей решений при разных определениях понятия близости к началу
координат. Эти исследования были развиты в последующих публикациях автора и в более
полном виде представлены в статье [10]. Не были изучены (анонсировались только некото-
рые результаты) и доказаны свойства чебышевских проекций начала координат на линейное
многообразие. Для чебышевсеих проекций потребовалось, прежде всего, уточнить само поня-
тие “чебышевской проекции”, разработать и обосновать излагаемый далее алгоритм, всегда
приводящий к однозначному выбору чебышевской проекции и не нуждающийся во введении
специальных предположений относительно рассматриваемого линейного многообразия.

1. Исходные определения

Пусть L — линейное многообразие в R
n, т. е. множество векторов таких, что при любых x1

и x2 из него при любом вещественном λ вектор λx1+(1−λ)x2 находится также в L. Считаем,
что L не является линейным подпространством, начало координат в L не находится. Одна
из возможных постановок проблемы поиска ближайшей к началу координат точки линейного
многообразия представляется в виде задачи минимизации штрафной функции

f(x) → min, x ∈ L. (1)
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В [6] рассматривался класс дифференцируемых штрафных функций, удовлетворяющих усло-
вию

sign(∇jf(x)) = sign(xj), j = 1, . . . , n,

для которых существует дифференцируемое возрастающее преобразование, переводящее их в
строго выпуклые функции. Выражение ∇jf(x) обозначает частную производную f в точке x.
Значение функции sign(α) от вещественного α равно 1, 0 или −1, если α > 0, α = 0 или α < 0,
соответственно.

Множество указанных функций обозначим через F . Для функции f ∈ F существует един-
ственное решение задачи (1), которое обозначим через x(f). К множеству F относятся гель-
деровские нормы

ϕp
h(x) =

(

n
∑

j=1

hj |xj |
p
)1/p

,

где p — заданный степенной коэффициент из открытого интервала (1,∞), hj — заданные
положительные весовые коэффициенты, образующие вектор h ∈ R

n. При возведении в степень
p гельдеровская норма переходит в строго выпуклую функцию

fp
h(x) =

n
∑

j=1

hj |xj |
p.

При p = 2 имеем евклидову норму. В этом случае задача (1) решается методом наименьших
квадратов. Обозначим: PF = {x(f) : f ∈ F}, Pp = {x(ϕp

h) : hj > 0, j = 1, . . . , n} — множества
решений задачи (1) при всех f ∈ F и гельдеровских проекций при фиксированном степенном
коэффициенте p ∈ (1,∞), соответственно.

В [6] доказано, что любую гельдеровскую проекцию и, более того, решение задачи (1) при
любой целевой функции из F можно получить методом наименьших квадратов за счет выбора
весовых коэффициентов: при любом p ∈ (1,∞) P2 = Pp = PF.

В качестве уточнения отметим: в данном случае словосочетание “можно получить” озна-
чает, что для оптимального решения задачи (1) при любой функции f ∈ F существует вектор
положительных весовых коэффициентов h, при котором x(f) = x(f2

h).

Двум предельным значениям степенного коэффициента гельдеровских норм p = 1 и p = ∞
соответствуют октаэдральная и чебышевская нормы:

f1
h(x) =

n
∑

j=1

hj |xj|, (2)

f∞
h (x) = max

j=1,...,n
hj |xj |. (3)

В обоих случаях hj — заданные положительные весовые коэффициенты. При использовании
в качестве целевой функции f1

h задача (1) решается методом наименьших модулей. Нормы (2)
и (3) не относятся к классу функций F . В работе [10] были подробно исследованы свойства
множества октаэдральных проекций

P1 =
⋃

h>0

X(h),

где неравенство h > 0 означает, что все компоненты вектора h положительные,

X(h) = Arg min{f1
h(x) : x ∈ L}

— множество решений задачи (1) при использовании в качестве целевой функции октаэдраль-
ной нормы f1

h с фиксированным вектором весовых коэффициентов h.
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При использовании октаэдральной нормы задача (1) может иметь не единственное реше-
ние, что является существенным недостатком октаэдральных проекций. Доказано (см. [10]),
что множество октаэдральных проекций замкнутое и совпадает с замыканием множества ев-
клидовых проекций

P1 = clP2. (4)

Обозначим через J−(x), J+(x), J(x), J0(x) — множества номеров компонент вектора x с
отрицательными, положительными, ненулевыми и нулевыми значениями. Множество номе-
ров J(x) принято (см. [11]) называть носителем вектора x. Пусть S — линейное подпростран-
ство, параллельное L, т. е. множество, состоящее из векторов s = x−y, где x и y — любая пара
векторов из L.

В качестве конкретизации понятия “ближайшего к началу координат вектора” можно ис-
пользовать также парето-оптимальные решения многокритериальной задачи минимизации аб-
солютных значений всех компонент вектора линейного многообразия. Множество таких реше-
ний обозначим

Q = {x ∈ L : ¬∃s ∈ S, s 6= 0, J+(s) ⊆ J+(x), J−(s) ⊆ J−(x)}.

Множество Q является замкнутым, и, как доказано в [10], с ним совпадает множество октоэд-
ральных проекций, а также согласно (4) замыкание множества евклидовых проекций

Q = P1 = clP2. (5)

Еще одним способом конкретизации понятия “ближайшего к началу координат вектора”
является поиск векторов с минимальным (не сужаемым) носителем. Эти векторы образуют
множество

B = {x ∈ L : ¬∃y ∈ L, J(y) ⊂ J(x)}.

Здесь и далее символ ⊂ означает строгое включение (включено и не совпадает) в отличие от
символа нестрогого включения ⊆. Количество векторов в B конечно, их не более чем Cm

n , где
m — размерность линейного многообразия L, т. е. число векторов в базисе S. В [10] доказано,
что выпуклая оболочка Q совпадает с выпуклой оболочкой B: coQ = coB. Следовательно,
Q — ограниченное множество. В работе [10] установлено, что множество Q связное, но, возмож-
но, невыпуклое (при n > 4). Векторы из B можно также определить как векторы линейного
многообразия L с максимальным (не расширяемым) набором нулевых компонент. Особая роль
таких векторов для задачи линейной аппроксимации исследуется, в частности, в [12; 13].

Можно отметить такой важный, доказанный в [12], факт: при любом наборе положитель-
ных весовых коэффициентов hj , j = 1, . . . , n, получаемое множество октоэдральных проекций
обязательно содержит векторы из B

X(h) ∩B 6= ∅.

Это свойство для случая hj = 1, j = 1, . . . , n, применительно к задаче оценки параметров
линейной регрессии рассматривалось в [14]. Указанный факт может служить для объяснений
достоинств метода наименьших квадратов (в частности, его робастности) и недостатков (в том
числе отсутствия непрерывности изменений получаемых решений при изменениях весовых ко-
эффициентов). Данный факт означает также, что октаэдральная проекция будет единственной
в том и только том случае, если этой проекцией является вектор из B.

Отметим также, что множество Q состоит из объединения конечного числа политопов,
образуемых в виде выпуклых оболочек векторов из B. Множество B по отношению к мно-
жеству Q и в силу (5) к множествам октоэдральнх евклидовых и гельдеровских проекций
играет роль, аналогичную “узловым решениям” системы линейных неравенств (в терминоло-
гии С.Н.Черникова [15]).
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Здесь представлены только некоторые основные результаты проводимых нами исследова-
ний свойств и взаимосвязей ближайших к началу координат точек линейных многообразий
при различных определениях понятия “близость”. Представленные в начале статьи области
приложений не претендуют на полноту. Задача поиска ближайших в каком-то смысле точек
множеств к данному вектору возникает во многих областях прикладной математики. При этом
нередко имеется возможность использования разных способов формулировки таких задач. По-
лезно знать, как будут соотноситься решения при разных формулировках понятия “близости”,
какими свойствами они будут обладать.

Представленные выше результаты развивались в работе [16] применительно к более общим,
чем линейные многообразия, объектам, а именно к выпуклым полиэдрам (множествам реше-
ний систем линейных неравенств). Как известно, в виде систем линейных неравенств пред-
ставимы задачи линейного, квадратичного и даже выпуклого программирования (см. [17;18]).
Обсуждаемые здесь исследования могут быть полезны для изучения несобственных задач оп-
тимизации, активно развиваемых в уральской школе исследования операций (см., например,
[1; 2; 4; 19]). Безусловно, интерес должно представлять выяснение вопросов о влиянии выбора
штрафных функций за нарушения ограничений исходной и двойственной задач оптимизации
на получаемое решение, о взаимосвязи и свойствах решений при разных штрафных функциях.

До недавнего времени из исследований выпадали чебышевские проекции точки на линей-
ное многообразие и выпуклый полиэдр, хотя это очень важный случай, в том числе для задач
чебышевской аппроксимации функций (см., например, [20–22]). Использование чебышевской
нормы в качестве целевой функции задачи (1), также как и октоэдральной нормы, может
приводить к не единственности решения этой задачи, причем использование функции f∞

h (в
отличие от функции f1

h) может давать оптимальные решения задачи (1), не находящиеся в
множестве Q. В целях преодоления возникающих из-за этого проблем в чебышевской аппрок-
симации используется условие Хаара (см. [23; 24]), означающее требование единственности
решения задачи (1) с целевой функцией f∞

h для любого вектора h положительных весовых
коэффициентов. Это условие не всегда легко проверить, и не ясно, что делать, если оно не
выполняется.

В [25] изложен алгоритм однозначного определения во всех случаях чебышевской проек-
ции начала координат на линейное многообразие, который не нуждается в каких-либо особых
требованиях к линейному многообразию. Предложенный алгоритм базируется на поиске отно-
сительно внутренних точек оптимальных решений конечной последовательности задач линей-
ного программирования с лексикографически упорядоченными целевыми функциями. Этот
алгоритм был приведен в [25] для иллюстрации преимущества особенности метода внутрен-
них точек вырабатывать именно относительно внутреннюю точку множества.

2. Алгоритм однозначного определения чебышевской проекции

Пусть J1 = {j = 1, . . . , n}, S1 = S. При f = f∞
h задача (1) представляется в виде задачи

линейного программирования

α → min, (6)

−α ≤ hj xj ≤ α, j ∈ Jt, (7)

x ∈ L (8)

для t = 1. Эта задача может иметь не единственное решение. Подчеркнем, что среди множества
решений могут быть явно неудовлетворительные по содержательным соображениям.

П р и м е р. Пусть n = 2; линейное многообразие задано условием x2 = 1. Множество ре-
шений задачи (6)–(8) в этом случае по переменной x1 составляет интервал [−h2/h1, h2/h1], при-
чем по содержательным соображениям удовлетворительным является только значение x1 = 0.
Именно в точке x1 = 0, x2 = 1 будет достигаться решение задачи минимизации октаэдральной,
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евклидовой и гельдеровской норм на рассматриваемом линейном многообразии при любых по-
ложительных весовых коэффициентах h1, h2. И только из одной этой точки состоит в данном
случае множество Q.

Приведем алгоритм, вырабатывающий единственное значение чебышевской проекции, ко-
торое гарантированно находится в множестве Q. Алгоритм основан на последовательном ре-
шении задачи (6)–(8) для t = 1, . . . , T с дополнительным условием

xj = x̄j, j ∈ Nt (9)

при N1 = ∅, т. е. при t = 1 это условие несущественно. Здесь следует находить относительную
внутреннюю точку множества оптимальных решений задачи (6)–(9), что важно, если указан-
ная задача имеет не единственное решение.

На этапах вычисления t > 1 условие (9) фиксирует значения переменных xj с номерами
j из Nt на определяемом далее уровне x̄j . С ростом номера этапа t набор Nt расширяется за
счет сужения набора Jt. Согласно приводимым далее правилам

Nt ∩ Jt = ∅, Nt ∪ Jt = {1, . . . , n}, t = 1, . . . , T,

Nt ⊂ Nt+1, Jt+1 ⊂ Jt, t = 1, . . . , T − 1. (10)

Пусть αt — оптимальное значение целевой функции задачи (6)–(9) для данного t > 1. Обо-
значим через xt оптимальное решение этой задачи с минимальным (не сужаемым) набором
ограничений (7), выполняющихся в виде равенства, т. е. xt — относительно внутренняя точ-
ка (см. [11]) оптимальных решений задачи (6)–(9). Такие особые решения задачи линейного
программирования вырабатывают алгоритмы внутренних точек (см. [6]).

Обозначим через It+, It− множества номеров j ∈ Jt, для которых соответственно

hjx
t
j = αt, hj x

t
j = −αt.

Считаем, что S1 — линейное подпространство, параллельное L, обозначенное ранее как S.
Поскольку xt — решение задачи (6)–(9) с минимальным набором активных ограничений, то
не существует вектор s ∈ St, при котором

J(s) ∩ It 6= ∅, J+(s) ∩ It+ = ∅, J−(s) ∩ It− = ∅,

где It = It+ ∪ It−.
Зафиксируем значения компонент вектора переменных, для которых активны ограниче-

ния (7): x̄j = xtj, j ∈ It. Пусть

Jt+1 = Jt/I
t, Nt+1 = Nt ∪ It; St+1 = {s ∈ St : sj = 0, j ∈ It}.

Отметим, что It 6= ∅, поэтому справедливо (10). Если Jt+1 6= ∅, то переходим к поиску
относительно внутренней точки оптимального решения задачи (6)–(9) при t := t+ 1.

Поскольку Jt+1 строго включено в Jt, то через конечное число этапов таких вычислений
множество Jt+1 окажется пустым. Это будет выполнено на этапе t = T . Вектор xT определяет-
ся описанным вычислительным процессом однозначно. Назовем данный вектор чебышевской

проекцией начала координат на линейное многообразие L и обозначим через x(f∞
h ). Можно ис-

пользовать уточнение, что данный вектор является чебышевской проекцией начала координат
на линейное многообразие при использовании в чебышевской норме вектора весовых коэффи-
циентов h. Совокупность таких векторов при различных наборах положительных весовых
коэффициентов назовем множеством чебышевских проекций начала координат на линейное

многообразие:
P∞ = {x(f∞

h ) : hj > 0, j = 1, . . . , n}.

Как доказано в [25], вектор x(f∞
h ) при любых весовых коэффициентах hj > 0, j = 1, . . . , n,

находится в Q, т. е. справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. P∞ ⊆ Q.

Эта теорема означает, что введенные здесь чебышевские проекции обладают свойством быть
ближайшими к началу координат векторами линейного многообразия по наиболее общему из
приведенных выше определений этого понятия.

Если задача (6)–(8) при t = 1 имеет единственное решение, в том числе, если выполняется
условие Хаара, то именно это решение будет получено изложенным здесь алгоритмом и соглас-
но теореме 1 будет находиться в Q. Теорема 1 означает также, что и в случае, когда у задачи
(6)–(8) при t = 1 неединственное решение, из их множества изложенным алгоритмом будет
выбрано решение, находящееся также в Q. Следующий раздел будет посвящен выяснению
связей введенных чебышевских проекций с евклидовыми проекциями.

3. Множество чебышевских проекций совпадает

с множеством евклидовых проекций

В данном разделе будет использоваться один из вариантов утверждений об альтернатив-
ных системах линейных неравенств (аналог теорем Гордана и Штимке, см. [26]).

Лемма. Пусть A — матрица размера m × n. Тогда существует либо вектор z ∈ R
n

такой, что

Az = 0, zj > 0, j = 1, . . . , n,

либо вектор y ∈ R
n такой, что при некотором u ∈ R

m

y = ATu, y ≤ 0, y 6= 0.

Поскольку исходное подпространство S всегда может быть представлено как ядро неко-
торой матрицы A размера m × n, т. е. S = {x ∈ R

n : Ax = 0}, и при этом S⊥ будет образом
транспонированной матрицы AT , т. е. S⊥ = {x = ATu : u ∈ R

m}, то результат леммы можно
сформулировать чуть общее.

А именно если S и S⊥ — ортогональные линейные подпространства R
n, то существует

либо вектор x ∈ S, xj > 0, j = 1, . . . , n, либо вектор y ∈ S⊥, y ≤ 0, y 6= 0, т. е. один из таких
векторов обязательно существует, но оба одновременно не могут существовать.

Приведенная лемма поможет доказать следующую теорему.

Теорема 2. Справедливо равенство: P∞ = P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть при заданных hj > 0, j = 1, . . . , n,

x = x(f2
h), (11)

т. е. x ∈ L, и в этой точке производная функции f2
h по любому направлению, не выводящему

из L, равна нулю: при любом s ∈ S

n
∑

j=1

hj xj sj = 0. (12)

Положим

dj =
1

|xj |
, j ∈ J(x).

Каждое значение dj при j ∈ J0(x) может быть любым положительным числом. Поскольку
0 /∈ L, то x 6= 0. Поэтому f∞

d (x) = 1, так как dj|xj | = 1, j ∈ J(x).
Предположим, что

x 6= x(f∞
d ). (13)
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Следовательно, существует y ∈ L, при котором f∞
d (y) < 1, т. е. dj |yj| < 1, j = 1, . . . , n. Значит,

для

s = y − x (14)

выполняются соотношения J+(x) ⊆ J−(s), J−(x) ⊆ J+(s). Поэтому для данного s

∑

j∈J(x)

hj xj sj < 0.

Поскольку при любом s ∈ S
∑

j∈J0(x)

hj xj sj = 0,

то для определенного в (14) вектора равенство (12) не выполняется. Получаем противоречие
с исходным условием (11), доказывающее ошибочность предположения (13).

Итак, доказано, что при любом hj > 0, j = 1, . . . , n, существуют весовые коэффициенты
dj > 0, j = 1, . . . , n, при которых x(f∞

d ) = x(f2
h). Поэтому

P2 ⊆ P∞.

Осталось доказать справедливость обратного соотношения:

P∞ ⊆ P2. (15)

Пусть при некоторых dj > 0, j = 1, . . . , n x = x(f∞
d ). Требуется доказать, что существуют

hj > 0, j = 1, . . . , n, при которых x = x(f2
h).

Пусть si, i = 1, . . . ,m — векторы, составляющие базис линейного подпространства S. Со-
гласно приведенной выше лемме обязательно справедливо одно и только одно из двух: либо
существует вектор h ∈ R

n такой, что

n
∑

j=1

hj xj s
i
j = 0, i = 1, . . . ,m, (16)

hj > 0, j = 1, . . . , n; (17)

либо при некотором u ∈ R
m для

s =

m
∑

i=1

ui s
i (18)

при

cj = xj sj, j = 1, . . . , n, (19)

справедливо неравенство

cj ≤ 0, j = 1, . . . , n, (20)

а для некоторого непустого множества номеров I верно неравенство

cj < 0, j ∈ I. (21)

В качестве пояснения отметим, что в сформулированной здесь альтернативе роль коэффи-
циентов матрицы A (в приведенной выше лемме) выполняют значения

aij = xj s
i
j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Роль первого вектора z в лемме выполняет здесь вектор h, а роль второго вектора y в лемме —
вектор c.
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Предположим, что справедливы (18)–(21). Cледовательно, для данного s ∈ S

J−(s) ⊆ J+(x), J+(s) ⊆ J−(x), (22)

причем J−(s) ∪ J+(s) = I. Соотношения (22) означают, что для вектора −s, также находяще-
гося в линейном подпространстве S, справедливы соотношения

J+(−s) ⊆ J+(x), J−(−s) ⊆ J−(x)}.

При этом −s 6= 0, так как J(−s) = I. Из наличия такого вектора в S по определению Q следует,
что x /∈ Q. Это противоречит теореме 1. Таким образом, при некотором h ∈ R

n выполняются
уравнения и неравенства (16), (17), и поэтому справедливо (15).

Соотношение (15) и теорема доказаны.

Утверждение, что любая евклидова проекция точки на линейное многообразие являет-
ся чебышевской проекцией этой точки, было доказано в [27]. Это доказательство позволяет,
располагая значением евклидовой проекции для данной евклидовой нормы, определить ве-
совые коэффициенты чебышевской нормы, при которых чебышевская проекция совпадает с
исходной евклидовой проекцией. Это свойство использовано Е.В. Губий и С.М.Пержабинским
при проведении исследований по сравнительному анализу чебышевской аппроксимации и ап-
проксимации методом наименьших квадратов зависимости математического ожидания при-
веденных затрат на создание биоэнергетических плантаций от объемов средств обеспечения
надежности топливоснабжения. Представленное здесь доказательство обратного утверждения
о том, что любая чебышевская проекция является евклидовой, имеет менее конструктивный
характер. Утверждается только в процессе доказательства, что для любой чебышевской нор-
мы существует надлежащая евклидова норма, без указания конкретных значений весовых
коэффициентов евклидовой нормы.

Заключение

Теорему 2 можно рассматривать как существенный аргумент к тому, чтобы считать при-
веденный в разд. 2 алгоритм единственно правильным способом определения чебышевской
проекции точки на линейное многообразие. Тот факт, что варьирование положительных весо-
вых коэффициентов в евклидовой и чебышевской нормах порождает одинаковые множества
евклидовых и чебышевских проекций начала координат на линейное многообразие, позволяет
перенести на множество чебышевских проекций установленные ранее свойства множества ев-
клидовых проекций. Множество P∞ является ограниченным, связным, возможно невыпуклым
и незамкнутым. Замыкание P∞ совпадает с Q. Выпуклая оболочка замыкания clP∞ совпадает
с выпуклой оболочкой B.

В дополнение приведем еще один аргумент в пользу использования определенного выше
вектора x(f∞

h ) в качестве “единственно правильной” чебышевской проекции начала коорди-
нат на линейное многообразие. Как известно, чебышевская норма с фиксированным вектором
положительных весовых коэффициентов h при возрастании степенного коэффициента к бес-
конечности переходит в чебышевскую норму: для любого x ∈ R

n

lim
p→∞

ϕp
h(x) = f∞

h (x).

Оказывается (см. [28]), что гельдеровские проекции начала координат на линейное мно-
гообразие при одних и тех же весовых коэффициентах в гельдеровской норме сходятся при
возрастании степенного коэффициента к одной точке, и этой точкой является определенная
выше чебышевская проекция:

lim
p→∞

x(ϕp
h) = x(f∞

h ).
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