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В статье представлены обзор основных событий XIII Школы-конференции по теории групп, которая
прошла 3–7 августа 2020 г. в онлайн формате, и список открытых проблем с комментариями к ним.
Открытые вопросы были сформулированы участниками школы-конференции на часе открытых проблем,
состоявшемся в конце ее работы. Среди поставленных проблем серия вопросов о характеризации конечной
группы ее арифметическими инвариантами, такими как спектр, граф Грюнберга — Кегеля, граф разреши-
мости, степени неприводимых комплексных характеров (Л. С.Казарин, А.С. Кондратьев, Н.В.Маслова),
вопрос о сопряженности силовских 2-подгрупп в локально конечных группах с дополнительными условия-
ми на силовские 2-подгруппы (В. Д.Мазуров), серия проблем о характеризации дистанционно регулярных
графов их массивами пересечений (А.А.Махнев), вопрос о нильпотентной длине конечной разрешимой
группы, у которой подгруппа Картера совпадает с подгруппой Гашюца (В. С.Монахов), серия проблем о
строении сопряженно бипримитивно конечных групп или групп Шункова (А. И.Созутов), вопрос о строе-
нии некоторых матричных групп над кольцом вычетов Zn, где n — натуральное число (В. А.Романьков),
вопрос о характеризации мазуровских троек в конечных группах (А. В.Тимофеенко) и другие открытые
вопросы современной теории групп и ее приложений. Также в статье представлены краткая биография и
список основных трудов В. А.Белоногова.
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Conference on Group Theory Dedicated to V.A. Belonogov’s 85th Birthday.

A review of the main events of the 13th School–Conference on Group Theory, which was held online on August
3–7, 2020, is presented, and a list of open questions with comments is given. Open questions were formulated
by the participants at the Open Problems Session held at the end of the school–conference. Among the posed
problems there are a series of questions on the characterization of a finite group by its arithmetic invariants
such as the spectrum, the Gruenberg–Kegel graph, the solvabile graph, and the degrees of irreducible complex
characters (L. S. Kazarin, A. S.Kondrat’ev, and N.V.Maslova); the question of the conjugacy of the Sylow 2-
subgroups in locally finite groups with additional conditions on these subgroups (V.D.Mazurov); a series of
problems on the characterization of distance-regular graphs by their intersection arrays (A.A.Makhnev); the
question of the nilpotent length of a finite solvable group whose Carter subgroup coincides with the Gaschütz
subgroup (V. S.Monakhov); a series of problems about the structure of conjugately biprimitively finite groups
or Shunkov groups (A. I. Sozutov); a question on the structure of some matrix groups over a residue ring Zn for
a positive integer n (V. A.Roman’kov); a question on the characterization of Mazurov triples in finite groups
(A. V.Timofeenko); and other open questions of the modern group theory and its applications. V. A.Belonogov’s
brief biography and the list of his main publications are also presented.
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XIII Школа-конференция по теории групп посвящена 85-летию доктора физико-матема-
тических наук, профессора В.А.Белоногова.

Белоногов Вячеслав Александрович родился 24 октября 1935 г. в поселке Зерновом Рос-
товской области. В 1942 г. его маме удалось переехать с тремя детьми из-под Сталинграда
в г. Курган к родственникам; отец был на фронте. Завершив в 1953 г. обучение в средней
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школе города Шадринска, В.А.Белоногов поступил на механико-математический факультет
Томского государственного университета. Окончив его, занимал должность ассистента и затем
был аспирантом в том же университете.

После защиты в 1963 г. кандидатской диссертации В.А.Белоногов работал доцентом Том-
ского инженерно-строительного института. Одним из его оппонентов по кандидатской диссер-
тации был Альберт Иванович Старостин, по приглашению которого Вячеслав Александрович
в 1966 г. устроился на работу в Институт математики и механики (ИММ) УрО РАН (называв-
шийся в то время Свердловским отделением Математического Института им. В.А.Стеклова
АН СССР) в отдел алгебры и логики. В 1992 г. он защитил докторскую диссертацию, с 1 ок-
тября того же года по настоящее время работает в должности ведущего научного сотрудника
отдела алгебры и топологии ИММ УрО РАН. Область его научных интересов — конечные
группы и их представления. В 1984 г. он начал разрабатывать новое научное направление
теории представлений групп — теорию взаимодействий и D-блоков, актуальность и важность
которого подтверждены отзывами ведущих специалистов по теории групп как отечественных,
так и зарубежных. Также В.А.Белоногов занимался теорией характеров групп лиева типа и
симметрических групп. Эти исследования были связаны с одной из основных проблем тео-
рии представлений конечных групп — взаимосвязи свойств группы со свойствами ее таблицы
характеров. В этом направлении Вячеславом Александровичем получено существенное про-
движение в доказательстве своей гипотезы: полупропорциональные неприводимые характеры
любой конечной группы имеют одинаковые степени. В последнее время он изучает абстракт-
ные свойства конечных групп, в том числе используя свою идею контроля простого спектра
группы. Исследования В.А.Белоногова поддержаны грантами Российского фонда фундамен-
тальных исследований, а также грантами зарубежных научных фондов.

По совместительству с 1993 по 2012 гг. В.А.Белоногов работал профессором в УГТУ- УПИ,
имеет ученое звание профессора по кафедре “Автоматика и информационные технологии”. Он
член совета но защитам докторских диссертаций. Долгое время был членом Американского
математического общества, референтом реферативных журналов “Математика” ВИНИТИ и
“Mathematical Reviews”. Имеет почетное звание “Заслуженный деятель науки Российской Фе-
дерации”.

В списке трудов В.А.Белоногова более 130 названий, в том числе 4 монографии (одна —
совместно с А.Н.Фоминым).
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Школа-конференция была организована сотрудниками отдела алгебры и топологии Ин-
ститута математики и механики им. Н.Н.Красовского Уральского отделения Российской ака-
демии наук (ИММ УрО РАН) в г. Екатеринбурге и прошла в онлайн-формате 03–07 августа
2020 г. Председатель Оргкомитета — главный научный сотрудник ИММ УрО РАН д.ф.-м. н.
В.В.Кабанов, председатель Программного комитета — член-корр. РАН А.А.Махнев, замести-
тель председателя Программного комитета — ведущий научный сотрудник ИММ УрО РАН
д.ф.-м. н. Н.В.Маслова, ученый секретарь Оргкомитета — младший научный сотрудник ИММ
УрО РАН Н.А.Минигулов.

Школа-конференция собрала ведущих специалистов в области теории групп и ее прило-
жений. Программа работы школы-конференции состояла из двадцати двух 45-минутных лек-
ций/пленарных докладов приглашенных докладчиков:

В.А. Белоногов, “О конечных группах, имеющих точно 4 класса сопряженных максималь-
ных подгрупп”;

Г.П.Егорычев, С. Г.Колесников, цикл из двух лекций “Комбинаторные задачи, связанные
с собирательным процессом и вычислениями в группах Шевалле”;

В.И. Зенков, “Об одной гипотезе для конечных групп”;
Л.С.Казарин, “Размеры классов сопряженных элементов и факторизации”;
А.С.Кондратьев, “Распознаваемость конечных групп по графу Грюнберга — Кегеля”;
Н.В.Маслова, “О графах Грюнберга — Кегеля конечных групп”;
С.В.Матвеев, “Табулирование трехмерных многообразий до сложности 13”;
А.А.Махнев, цикл из трех лекций “К теории графов Шилла”;
Я.Н.Нужин, “Порождающие множества элементов групп лиева типа”;
А.Ю.Ольшанский, ”Группы, конечно определенные в многообразиях Бернсайда”;
В.А.Романьков, две лекции “Теоремы вложения для разрешимых групп” и ”Традиционные

и принципиально новые схемы алгебраической криптографии;
А.И.Созутов, две лекции “Точно кратно транзитивные группы и связанные с ними струк-

туры” и ”Группы с симплектическими 3-транспозициями и связанные с ними структуры”;
А.В.Тимофеенко, цикл из трех лекций “Порожденные инволюциями группы и многогран-

ники с условиями симметричности”;
А.А.Трофимук, “Признаки сверхразрешимости факторизуемой группы с частично пере-

становочными подгруппами из сомножителей”;
А.А.Шлепкин, “О группах, насыщенных полными линейными группами”; а также шест-

надцати 20-минутных выступлений других участников конференции.
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В последний день работы конференции состоялся час открытых проблем, вызвавший
оживленную дискуссию. Участники школы-конференции представили следующие открытые
вопросы (вопросы вместе с комментариями к ним приводятся в порядке, позволяющем избе-
жать дублирования определений).

1. Пусть P =
〈

1− αk | k ∈ {1, 2 . . . , 2n − 1}
〉

6 Q∗

2n
— подгруппа по умножению мультипли-

кативной группы Q∗

2n
кругового поля Q2n степени 2n над полем Q рациональных чисел.

Тогда группой круговых единиц поля Q2n называется группа K(α) = P ∩ Un (Z[α]),
где Un (Z[α]) обозначает группу единиц (обратимых элементов) кольца Z[α]. Положим
h(n) := |Un (Z[α]) : K(α)| (см. [25]). Решить проблему Вебера о числе классов (Weber
class number problem), доказав, что число классов h(n) равно 1 для любого натураль-
ного числа n. На данный момент известно, что h(n) = 1 для n 6 8, a при допущении
обобщенной гипотезы Римана h(9) = 1 (см. [13; 14; 20; 21]), более того, если простое чис-
ло ℓ меньше, чем 109, или ℓ 6≡ ±1 (mod 32), то ℓ не делит h(n) для всех n > 1 (см. [11]).
Кроме того, известно [1, следствие 4], что если p > 3 — простое число, то

Un
(

(Z[α] ∩ R)/pi(Z[α] ∩ R)
)

=
p− 1

2
pi−1.

Р.Ж.Алеев

2. Спектром ω(G) конечной группы G называется множество всех порядков ее элементов.
Конечная группа G называется распознаваемой по спектру, если для любой конечной
группы H из равенства ω(G) = ω(H) следует изоморфизм групп G и H. Верно ли, что
для любого натурального числа k найдется конечная группа G = G(k) такая, что пря-
мое произведение k копий группы G распознаваемо по спектру? Для каждой конечной
простой группы G найти наибольшее число k = k(G) такое, что прямое произведение
k копий группы G распознаваемо по спектру. Известно, что многие конечные неабеле-
вы простые группы распознаваемы по спектру (этот результат получен в нескольких
десятках работ, более подробно см., например, [27]), более того, тривиальность разреши-
мого радикала конечной группы является необходимым условием ее распознаваемости
по спектру (см., например, [7]). В работах [16] и [12] доказана распознаваемость по спек-
тру групп Sz(27)×Sz(27) и J4 × J4 соответственно. В то же время, для любой конечной
группы G существует натуральное число n такое, что прямое произведение n (и более)
копий группы G имеет тот же спектр, что и некоторая конечная абелева группа, поэтому
такое прямое произведение не может быть распознаваемо по спектру. Также если пря-
мое произведение m копий группы G распознаваемо по спектру, то и для любого i ≤ m
прямое произведение i копий группы G распознаваемо по спектру.

Н.В.Маслова

3. Пусть G — конечная группа, обладающая неприводимым комплексным характером χ
степени pm, где p — простое число и m — натуральное число. Описать строение группы G
при условии, что |G| ≤ 2p2m.

Л.С.Казарин

4. Простым спектром π(G) конечной группы G называется множество всех простых дели-
телей ее порядка. Граф Грюнберга — Кегеля (или граф простых чисел) Γ(G) конечной
группы G — это обыкновенный граф с множеством вершин π(G), в котором две различ-
ные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G). Классифицировать
конечные простые группы, распознаваемые по порядку и графу Грюнберга — Кегеля.
Заметим, что распознаваемость любой конечной неабелевой простой группы по порядку
и спектру была доказана в [2], при этом простые группы Bn(q) и Cn(q) имеют одинаковые
порядки и графы Грюнберга — Кегеля, но не изоморфны, если q нечетно и n ≥ 3.

А.С.Кондратьев
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5. Пусть G — конечная неразрешимая группа с несвязным графом Грюнберга — Кегеля,
F (G) 6= 1 и G := G/F (G), где F (G) — подгруппа Фиттинга группы G. Описать главные
факторы группы G как G-модули. Решение этой проблемы, в частности, повлечет реше-
ние проблемы распознаваемости по графу Грюнберга — Кегеля конечных почти простых
групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля.

А.С.Кондратьев

6. Существует ли конечная группа G, отличная от групп J4, 2G2(27) и E8(q), где q ∈
{2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}, такая, что для любой конечной группы H если графы Грюнберга —
Кегеля Γ(G) и Γ(H) изоморфны как абстрактные графы, то G ∼= H. Для группы J4 ука-
занное свойство было доказано А.В. Заварнициным [4, теорема Б]; для группы 2G2(27)
это свойство следует из основного результата работы [15] и [4, теорема А]; недавно
Н.В.Масловой при участии М.Р. Зиновьевой было показано1, что если G ∼= E8(q), где
q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}, и H — конечная группа, то из изоморфизма графов Γ(G) и
Γ(H) как абстрактных графов следует изоморфизм групп G и H. Отметим также, что
существуют неизоморфные конечные группы с одинаковым простым спектром, графы
Грюнберга — Кегеля которых изоморфны как абстрактные графы, но не равны. Напри-
мер, таким свойством обладают группы Alt(10) и Aut(J2).

Н.В.Маслова

7. Граф разрешимости Γsol(G) конечной группы G — это обыкновенный граф, вершинами
которого являются элементы ее простого спектра π(G), и две различные вершины p и
q смежны тогда и только тогда, когда в G найдется разрешимая подгруппа, порядок
которой делится на pq. Понятие графа разрешимости конечной группы было введено
С. Абе и Н. Йиори [10] как обобщение понятия графа Грюнберга — Кегеля. Легко понять,
что граф Грюнберга — Кегеля Γ(G) группы G является подграфом графа Γsol(G) с тем
же множеством вершин, при этом граф разрешимости конечной простой группы всегда
связен [10]. Центром графа разрешимости Z(Γsol(G)) группы G называется множество
вершин, смежных со всеми врешинами Γsol(G). Верно ли, что порядок центра Z(Γsol(G))
графа Γsol(G) не превосходит q − 1, если G — конечная простая группа лиева типа с
базовым полем GF (q)? Описать конечные простые группы G лиева типа, у которых
центр графа Γsol(G) не пуст. Известно, что если |π(G)| = 3, то центр графа Γsol(G)
простой группы G не пуст, порядки центров графов разрешимости знакопеременных
групп не ограничены в совокупности, а у спорадической простой группы, как правило,
центр ее графа разрешимости пуст.

Л.С.Казарин

8. Группа, порожденная множеством {a0, a1, . . . , an, . . .} с соотношениями ap
0

= 1, api =
ai−1, i > 0, называется квазициклической p-группой (здесь p — простое число). Рас-
ширение прямого произведения конечного числа квазициклических p-групп с помощью
конечной p-группы называется черниковской p-группой. Например, каждая p-подгруппа
линейной группы над локально конечным полем характеристики, отличной от p, являет-
ся черниковской. Предположим, что G — периодичекая группа, у которой все силовские
2-подгруппы (т.е. максимальные 2-подгруппы) черниковские. Верно ли, что любые две
силовские 2-подгруппы сопряжены в G? Хорошо известно, что в периодической груп-
пе с конечной силовской 2-подгруппой все силовские 2-подгруппы сопряжены. Тот же
самый вопрос для локально конечной группы G, у которой все силовские 2-подгруппы
черниковские.

В.Д.Мазуров

9. Имеются ли бесконечные серии допустимых массивов пересечений дистанционно регу-
лярных графов среди следующих серий:

{2u2 − 1, 2u2 − 2, u2 + 1; 1, 2, u2 − 1},

1Результат анонсирован в пленарном докладе Н. В. Масловой на данной конференции.
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{(q2 + q − 1)(q2 + q + 1), (q2 + q)q2, q3; 1, (q2 + q), q2(q2 + q + 1)},

{(r2+2r−1)(r+2)/2, (r+3)r2/2, (r+1)r/2; 1, (r+3)r/2, (r+2)(r+1)r/2}, где r 6≡ 3 (mod 4)?

А.А.Махнев

10. Верно ли, что дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {7(n − 1), 6(n −
2), 4(n − 4); 1, 6, 28} не существует, если n не является степенью числа 2? Это верно, ес-
ли n ≥ 71 (см. [18; 19]). Более того, если n ≥ 71 является степенью числа 2, то любой
дистанционно регулярный граф с таким массивом пересечений является графом били-
нейных форм H2(3, e). Последнее утверждение было доказано в [19] для n ≥ 134, недавно
И.Н.Белоусовым, М.П. Голубятниковым и А.А.Махневым соответствующее утвержде-
ние было доказано для n ≥ 71.

А.А.Махнев

11. Существует ли дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {q(q − 1), (q +
1)(q−2), q+1; 1, 1, q(q−2)}, если q не является степенью простого числа? Если q являет-
ся степенью простого числа, то дистанционно регулярный граф с такими параметрами
существует — это унитарный неизотропный граф.

А.А.Махнев

12. Подгруппой Гашюца конечной группы G называется подгруппа W , удовлетворяющая
следующим двум условиям: (1) W сверхразрешима; (2) если W ≤ A < B ≤ G, то
|B : A| — не простое число. Какова нильпотентная длина конечной разрешимой группы,
в которой подгруппа Картера совпадает с подгруппой Гашюца?

В.С.Монахов

13. Пусть p и q — простые числа. Число m называется показателем p по модулю q, если q
делит pm−1 и q не делит pk−1 при любом k < m. Существует ли натуральное число m,
для которого имеется бесконечно много пар простых чисел p и q таких, что m является
показателем p по модулю q и показателем q по модулю p? Например, для m ∈ {1, 2}
таких пар нет. Для m = 3 известна пара (3, 61). Для m = 4 известны пары (5, 13) и
(89, 233). Показатель m является рангом {p, q}-группы Шмидта с нормальной силовской
p-подгруппой. Здесь ранг понимается как ранг разрешимой группы. Поэтому эта задача
тесно связана с теорией групп.

В.С.Монахов

14. Пусть Zn – кольцо вычетов по модулю n. Рассмотрим коммутативную группу G матриц
вида

(

a b
b a

)

, a, b ∈ Zn, a2 − b2 ∈ Z∗

n.

Описать строение группы G. Найти для нее минимальное число порождающих элемен-
тов. Эта группа фигурирует в некоторых работах С. К. Росошека в качестве платформы
криптографических протоколов (см. [23; 24]).

В.А.Романьков

15. Будет ли произвольная полициклическая группа G ступени разрешимости l вложима в
4-порожденную полициклическую группу ступени разрешимости l+1? Если G конечна,
то ответ на этот вопрос положительный.2

В.А.Романьков

2Результат анонсирован в пленарном докладе В. А. Романькова на данной конференции.
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16. Сопряженно бипримитивно конечной группой, или группой Шункова, называется груп-
па G такая, что для любой ее конечной подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H любые
два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную подгруппу. Смешан-
ная группа G обладает периодической частью, если все ее элементы конечных порядков
в G составляют подгруппу, которую обычно обозначают через T (G). Группа G насы-
щена группами из множества X (X — некоторое множество групп), если любая конеч-
ная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе
из X. Периодические группы и смешанные группы Шункова, насыщенные различны-
ми множествами конечных простых неабелевых групп, изучаются более 20 лет. В связи
с вопросами 14.100 и 14.101 А.К. Шлепкина из ”Коуровской тетради” [26] естествен-
ным образом возникает вопрос: верно ли, что группа Шункова, насыщенная конечными
простыми группами лиева типа, ранги которых ограничены в совокупности, обладает
периодической частью, изоморфной простой группе лиева типа над локально конечным
полем?

А.И.Созутов

17. Пусть G — (периодическая) группа Шункова, содержащая инволюцию i, и силовские
2-подгруппы группы G являются либо локально циклическими группами, либо обоб-
щенными группами кватернионов. Будет ли инволюция iO2′(G) центральным элемен-
том в G/O2′(G)? Другими словами, верна ли теорема Бернсайда — Брауэра — Сузуки
для (периодических) групп Шункова? Вопрос является частным случаем вопроса 4.75
В.П.Шункова из ”Коуровской тетради” [26]. Для бинарно конечных и сопряженно би-
нарно конечных групп данный вопрос решен положительно в [3].

А.И.Созутов

18. Пусть p — простое число и элемент a группы Шункова G порождает с каждым сво-
им сопряженным элементом конечную p-подгруппу. Верно ли, что a ∈ Op(G)? Другими
словами, верна ли теорема Бэра — Сузуки в классе (периодических) групп Шункова?
Вопрос является частным случаем вопроса А.В.Боровика 11.11 из ”Коуровской тетра-
ди” [26], решенного отрицательно в [6]. Заметим, что для произвольных групп, но при
дополнительном условии артиновости централизатора CG(a), ответ положительный [9].

А.И.Созутов

19. Тройка (i1, i2, i3) инволюций конечной группы G, порождающих ее, и таких, что i1i2 =
i2i1, называется (2×2, 2)-тройкой или мазуровcкой тройкой (см. [17]). Каждую (2×2, 2)-
тройку характеризует пятерка (m,n,C1, C2, C3), где m и n — порядки произведений i1i3
и i2i3 соответственно, при этом m ≤ n, а Ck — класс сопряженных инволюций, содер-
жащего инволюцию ik, где k = 1, 2, 3. Однозначна ли такая характеризация, т. е. суще-
ствуют ли для одной пятерки две такие (2×2, 2)-тройки, что любой (любой внутренний)
автоморфизм группы G не переводит одну тройку в другую?

А.В.Тимофеенко

20. Паркетным называется выпуклый многоугольник, составленный из конечного числа и
более одного равноугольных многоугольников. Описание всех типов паркетных много-
угольников можно найти в [8]. Паркетогранником называется выпуклый многогранник,
обладающий паркетными и, быть может, правильными гранями. Каковы все типы парке-
тогранников? Верно ли, что существует только четыре равнореберных паркетогранника,
обладающих граневыми фиктивными вершинами? Каковы все разбиения икосаэдра на
паркетогранники? Информацию по исследованию последнего вопроса можно найти в [5].

А.В.Тимофеенко

Авторы благодарят д.-ра физ.-мат. наук А.С.Кондратьева и чл.-корр. РАН А.А.Махнева за
полезные консультации.
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