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В настоящей работе получены оценки скорости сходимости некоторых субградиентных методов для зада-

чи минимизации негладкого выпуклого липшицева однородного функционала с относительной точностью

по целевому функционалу при наличии функциональных ограничений. К таким задачам предлагается

применять аналоги известных субградиентных схем с переключениями. Это позволяет рассматривать и

некоторые классы не обязательно выпуклых функционалов ограничений. Получена оценка скорости схо-

димости адаптивного зеркального спуска с переключениями на классе слабо α-квазивыпуклых целевых

функционалов и функционалов ограничений. Обоснована оценка скорости сходимости предложенного

субградиентного метода с переключениями с относительной точностью по целевому функционалу для

задач минимизации выпуклого однородного целевого функционала со слабо α-квазивыпуклым функцио-

налом ограничения. Рассмотрен также метод для задач минимизации выпуклого однородного липшицева

функционала с унимодальным липшицевым функционалом ограничения и выведена оценка его скоро-

сти сходимости. Доказанные оценки скорости сходимости указывают на оптимальность предложенных

алгоритмических процедур с точки зрения теории нижних оракульных оценок.
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1. Введение

Предлагаемая работа посвящена некоторым субградиентным методам для минимизации,
вообще говоря, негладкого выпуклого липшицева однородного функционала с относительной
точностью при наличии одного или нескольких ограничений-неравенств, заданных выпуклы-
ми функционалами. Указанная постановка задачи в значительной степени восходит к рабо-
там [1; 2] (см. также [3, гл. 6]). Как показано в данных источниках, подход к оцениванию

1Исследования Ф. С. Стонякина по разработке алгоритма 1 и доказательству теорем 1, 2 и 3, а также
исследования И. В. Баран по разработке алгоритма 2 выполнены при поддержке гранта Президента
Российской Федерации для государственной поддержки молодых российских ученых — кандидатов
наук, код МК-15.2020.1.
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качества решения задачи с точки зрения именно относительной точности вполне оправдан
для разных прикладных задач (линейное программирование, проектирование механических
конструкций и др.), если нет необходимости искать слишком точное решение. В настоящей
статье рассматривается задача минимизации на выпуклом замкнутом подмножестве X ⊂ R

n

выпуклого однородного функционала

f(x)→ min
x∈X

(1.1)

с функционалами ограничений gp(x) 6 0 (p = 1,m для некоторого натурального m). Стан-
дартно будем обозначать g(x) := max

16p6m
{gp(x)} и полагать далее, что ограничение одно.

Уточним, что найденное в допустимой точке x значение f(x) приближает минимальное
значение f∗ > 0 с относительной точностью δ > 0, если f(x) < (1 + δ)f∗. Всюду далее
для задач минимизации с относительной точностью будем допускать, что задача разрешима и
f∗ > 0. Известно (см. [3, гл. 6]), что достаточно широкий класс задач оптимизации с относи-
тельной точностью можно сводить к минимизации выпуклой однородной функции. Например,
можно рассмотреть такую постановку:

найти f∗ = min
x
{f(x) : x ∈ L}, L = {x ∈ R

n : Cx = b}, (1.2)

где выпуклая функция f(x) является однородной степени 1, C — p × n-матрица (без ограни-
чения общности можно считать, что матрица C имеет полный строчный ранг) и ненулевой
вектор b. Основное предположение (см. [3]) о задаче (1.2) выглядит следующим образом:

domf ≡ R
n, 0 ∈ int∂f(0). (1.3)

Другими словами, имеется в виду, что f — опорный функционал некоторого выпуклого ком-
пактного множества, у которого 0 — внутренняя точка. Поэтому при условии (1.3) искомое
минимальное значение f∗ положительно и задача отыскания решения задачи (1.2) с некото-
рой относительной точностью поставлена корректно. Заметим при этом, что любая задача
безусловной минимизации

min
y∈Rn−1

φ(y)

с выпуклой целевой функцией φ(·) может быть переписана в форме (1.2) следующим образом:

x = (y, τ) ∈ R
n−1 × R

1
+, f(x) = τφ(y/τ), Cx ≡ τ.

Стоит однако отметить, что в общем случае нет возможности гарантировать, что f удовле-
творяет (1.3).

Для выделенного класса задач (1.1) в настоящей статье рассматриваются два метода, для
которых удалось вывести оценки скорости сходимости, указывающие на оптимальность со-
ответствующих алгоритмических процедур с точки зрения теории нижних оракульных оце-
нок [4]. Рассмотренные методы (алгоритмы 1 и 2) основаны на использовании аналогов субгра-
диентных схем с переключениями (см. [5;6]) (в случае неевклидовых расстояний — зеркальных
спусков [7]). Однако при этом применяется похожая на [8–10] методика выбора шагов и кри-
териев остановки методов, но с учетом специфики рассматриваемых в данной статье задач.
Более того, оказывается возможным существенное расширение класса функционалов огра-
ничений с сохранением оптимальных оценок скорости сходимости (сложности). Для первого
из предложенных методов можно утверждать сохранение оптимальных с точностью до умно-
жения на постоянный множитель оценок скорости сходимости (сложности) на классе слабо
α-квазивыпуклых (α ∈ (0; 1]) функционалов ограничения (которые, вообще говоря, не выпук-
лы), удовлетворяющих условию Липшица. Отметим, что слабо α-квазивыпуклые функцио-
налы естественно возникают во многих задачах (см., например, [11, замечание 2.1], а также



200 Ф.С.Стонякин, И.В.Баран

работы [12; 13] и имеющиеся в них ссылки на источники). Получена также оценка скорости
сходимости другого метода зеркального спуска (алгоритм 2) на классе выпуклых однородных
задач с унимодальным Mg-липшицевым функционалом ограничения.

Выделим основные результаты (вклад) настоящей работы.

— Предложен метод зеркального спуска с переключениями по продуктивным и непро-
дуктивным шагам (алгоритм 1) для задачи минимизации слабо α-квазивыпуклого целевого
функционала со слабо α-квазивыпуклым функционалом ограничения и получена оценка его
скорости сходимости с абсолютной точностью (теорема 1).

— Доказана оценка скорости сходимости алгоритма 1 для задачи минимизации выпук-
лого однородного липшицева функционала с относительной точностью при наличии слабо
α-квазивыпуклого липшицева функционала ограничения (теорема 2).

— Получена оценка скорости сходимости другого алгоритма зеркального спуска с пере-
ключениями для задачи минимизации выпуклого однородного липшицева функционала с от-
носительной точностью, применимая в случае Mg-липшицева унимодального функционала
ограничения (теорема 3).

Всюду далее под 〈·, ·〉 понимается скалярное произведение векторов.

2. Адаптивный субградиентный метод для минимизации негладких слабо

α-квазивыпуклых функционалов с ограничениями

В этом разделе мы рассмотрим вспомогательный результат о зеркальных спусках для задач
вида

f(x) −→ min
x∈X

, g(x) 6 0 (2.1)

на некотором классе не обязательно выпуклых функционалов f и g. Пусть имеется некоторое
число α ∈ (0; 1], x∗ — точка минимума задачи (2.1). Напомним, что функционал f называется
слабо α-квазивыпуклым относительно x∗ на множестве X, если для произвольного x ∈ X
выполнено неравенство

f(x∗) > f(x) +
1

α
〈∇̃f(x), x∗ − x〉, (2.2)

где ∇̃f(x) — произвольный субградиент f в точке x (в гладком случае — обычный градиент).
Под субградиентом мы здесь и всюду далее пониманием элемент субдифференциала Клар-
ка f в точке x и предполагаем его существование. Это вполне естественно для липшицевых
функционалов (для существования субдифференциала Кларка в точке достаточно локальной
липшицевости f в окрестности этой точки). Если функционал f выпуклый, то субдифференци-
ал Кларка совпадает с обычным субдифференциалом в смысле выпуклого анализа, и в таком
случае условие слабой α-квазивыпуклости (2.2) верно при α = 1.

Ясно, что если неравенство (2.2) верно для некоторого α = α0 ∈ (0; 1], то оно верно и
при α ∈ (0;α0]. Примеры функционалов, для которых возможно проверить свойство слабой
α-квазивыпуклости и оценить параметр α, приведены, в частности, в [13]. Отметим также, что
субградиент f может быть нулевым только в точке минимума: равенство ∇̃f(x) = 0 влечет
f(x) 6 f(x∗), что автоматически означает f(x) = f(x∗).

Для дальнейших рассуждений нам потребуются некоторые вспомогательные понятия. Вве-
дем так называемую прокс-функцию d : X → R, обладающую свойством непрерывной диффе-
ренцируемости и 1-сильной выпуклости относительно нормы ‖·‖, т. е.

〈∇d(x) −∇d(y), x− y〉 > ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ X,

и предположим, что min
x∈X

d(x) = d(0). Будем полагать, что существует такая константа Θ0 > 0,

что d(x∗) 6 Θ2
0, где x∗ — точное решение задачи (2.1), удовлетворяющее (2.2).
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Для произвольных x, y ∈ X рассмотрим соответствующее расхождение Брегмана

V (x, y) = d(y)− d(x)− 〈∇d(x), y − x〉.

В зависимости от постановки конкретной задачи возможны различные подходы к определе-
нию прокс-структуры задачи и соответствующей функции расхождения Брегмана (евклидова,
энтропийная и др.) Стандартно определим оператор проектирования

Mirrx(p) = argmin
u∈X

{
〈p, u〉+ V (x, u)

}
для всяких x ∈ X и p ∈ R

n.

Сделаем предположения о том, что оператор Mirrx(p) легко вычислим, а также рассматрива-
емая задача (2.1) разрешима.

Следующее утверждение известно на классе выпуклых функционалов (см., например, [8,
лемма 1]), а мы сформулируем его аналог для слабо α-квазивыпуклых функционалов. Стан-
дартно будем обозначать через ‖ · ‖∗ двойственную (сопряженную) норму к ‖ · ‖.

Лемма 1. Пусть f : X → R — слабо α-квазивыпуклый функционал относительно ре-

шения x∗ задачи (2.1), субдифференцируемый по Кларку в любой точке x ∈ X. Тогда при

z = Mirry(h∇̃f(y)) верно неравенство

αh(f(y)− f(x∗)) 6 h〈∇̃f(y), y − x∗〉 6
h2

2
||∇̃f(y)||2

∗
+ V (y, x∗)− V (z, x∗) (2.3)

для произвольного h > 0 и всякого субградиента ∇̃f(y).

Отметим лишь, что, например, в [8, лемма 1] показано, что для всякого x ∈ X верно неравен-
ство

h〈∇̃f(y), y − x〉 6 h2

2
||∇̃f(y)||2

∗
+ V (y, x)− V (z, x).

Если теперь положить x = x∗ и воспользоваться условием слабой α-квазивыпуклости f (2.2),
то получим неравенство (2.3).

Перейдем к методу для случая слабо α-квазивыпуклых целевого функционала и функцио-
нала ограничения относительно искомой точки минимума x∗ задачи (2.1). Расширение класса
функционалов, в частности, приводит к видоизменению условия проверки продуктивности
шага (см. п. 5 алгоритма 1).

З а м е ч а н и е 1. На непродуктивном шаге субградиент функционала ограничения не
может быть нулевым. Действительно, если ∇̃g(xN ) = 0, то

g(x∗) > g(xN ) +
1

α
〈∇̃g(xN ), x∗ − xN 〉 = g(xN ).

Поэтому g(xN ) 6 g(x∗) 6 0, что противоречит неравенству

αg(xN ) > ε ‖∇̃g(xN )‖

вне зависимости от значений ε > 0 и α ∈ (0; 1].

Ясно, что либо на каком-то продуктивном шаге целевая функция будет иметь нулевой
субградиент (и тогда метод можно остановить, поскольку задача решена точно), либо после
некоторого количества итераций будет выполнен критерий остановки (п. 14 листинга). Допу-
стим, что субградиент целевой функции отличен от 0 на всех продуктивных итерациях пред-
ложенного метода. Выпишем теоретический результат о качестве решения после остановки
алгоритма 1.
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А л г о р и т м 1: Адаптивный зеркальный спуск, слабо α-квазивыпуклые функциона-
лы

Require: ε > 0, Θ0 : d(x∗) 6 Θ2
0

1: x0 = argmin
x∈X

d(x)

2: I =: ∅
3: N ← 0
4: repeat

5: if g(xN ) 6
ε

α
‖∇̃g(xN )‖∗ then

6: MN = ‖∇̃f(xN )‖∗, hN =
ε

M2
N

7: xN+1 = MirrxN (hN ∇̃f(xN )) // “продуктивный шаг”

8: N → I
9: else

10: MN = ‖∇̃g(xN )‖∗, hN =
ε

MN

11: xN+1 = MirrxN (hN ∇̃g(xN )) // “непродуктивный шаг”

12: end if

13: N ← N + 1

14: until 2
Θ2

0

ε2
6

∑

j∈I

1

M2
j

+N − |I|

Ensure: x̂ := arg min
xk, k∈I

f(xk)

Теорема 1. Пусть функционалы f и g слабо α-квазивыпуклы для некоторого α ∈ (0; 1]
относительно искомой точки минимума x∗ задачи (2.1). Тогда после выполнения критерия

остановки алгоритма 1 для x̂ = argmin
k∈I

f(xk) верны соотношения

f(x̂)− f(x∗) 6
ε

α
, g(x̂) 6

ε

α
‖g(x̂)‖∗. (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что критерий остановки выполнен после N ите-
раций алгоритма 1 и k = 0, 1, . . . , N − 1.

Если k ∈ I, то по лемме 1

αhk
(
f(xk)− f(x∗)

)
6 hk

〈
∇̃f(xk), xk − x∗

〉
6

h2k
2
||∇̃f(xk)||2

∗
+ V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗)

=
ε2

2

1

||∇̃f(xk)||2
∗

+ V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗). (2.5)

Если k 6∈ I, то
αg(xk)

||∇̃g(xk)||∗
> ε и

α(g(xk)− g(x∗))

||∇̃g(xk)||∗
>

αg(xk)

||∇̃g(xk)||∗
> ε. Поэтому по лемме 1

верны неравенства

ε2 < αhk
(
g(xk)− g(x∗)

)
6

h2k
2
||∇̃g(xk)||2

∗
+ V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗)

=
ε2

2
+ V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗) (2.6)

или
ε2

2
< V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗).

После суммирования неравенств (2.5) и (2.6) имеем:

α
∑

k∈I

hk
(
f(xk)− f(x∗)

)
6

∑

k∈I

ε2

2 ||∇̃f(xk)||2
∗

− ε2 |J |
2

+ V (x0, x∗)− V (xk+1, x∗)
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=
ε

2

∑

k∈I

hk −
ε2|J |
2

+ Θ2
0 = ε

∑

k∈I

hk −
ε2

2

(∑

k∈I

1

||∇̃f(xk)||2
∗

)
+ |J |+Θ2

0.

После выполнения критерия остановки алгоритма (п. 14 листинга алгоритма 1):

α
∑

k∈I

hk
(
f(xk)− f(x∗)

)
6 ε

∑

k∈I

hk,

поэтому для выхода x̂ = argmin
k∈I

f(xk) будет верно f(x̂)−f(x∗) 6
ε

α
, причем для произвольного

k ∈ I g(xk) 6
ε

α
||∇̃g(xk)||∗, откуда g(x̂) 6

ε

α
‖∇̃g(x̂)‖∗.

Остается лишь показать, что множество продуктивных шагов I непусто. Если I = ∅,
то |J | = N и из выполнения критерия остановки (п. 14 листинга алгоритма 1) следует, что

N >
2Θ2

0

ε2
. С другой стороны, из (2.6) имеем

ε2N

2
< V (x0, x∗) 6 Θ2

0,

т. е. получаем противоречие, и I 6= ∅.

Теорема доказана.

Ясно, что в случае Mg-липшицевости на X функционала ограничения g второе неравен-

ство в (2.4) означает g(x̂) 6
ε

α
Mg. При этом если использовать второе неравенство в (2.4),

то оценка по ограничению может быть лучше. Также стоит заметить, что можно использо-
вать соотношение (2.4) и для g, не удовлетворяющих условию Липшица. Но при этом уже нет
возможности гарантировать достаточно хорошее качество по ограничению, поскольку субгра-
диенты в общем случае не ограничены.

З а м е ч а н и е 2. Оценим количество итераций, необходимых для выполнения критерия
остановки алгоритма 1 для Mf -липшицева целевого функционала на X. Ясно, что для всякого

k ∈ I верно неравенство ‖∇̃f(xk)‖∗ 6 Mf , и поэтому

|J |+
∑

k∈I

1

‖∇̃f(xk)‖2
∗

> |J |+ |I|
max
k∈I
‖∇̃f(xk)‖2

∗

> |J |+ |I|
M2

f

> (|I|+ |J |) 1

max{1,M2
f }

.

Это означает, что при

N >
2Θ2

0 max{1,M2
f }

ε2
(2.7)

критерий остановки заведомо выполнен, т. е. искомая точность достигается за O
(
ε−2

)
итера-

ций. Это указывает на оптимальность алгоритма 1 с точки зрения нижних оракульных оценок
(см. [4]). В силу адаптивности алгоритм 1 применим и к задачам для целевых функционалов,
которые не удовлетворяют условию Липшица. Однако при этом уже нельзя гарантировать
оптимальную скорость сходимости рассматриваемого метода.

З а м е ч а н и е 3. Очевидно, что полученные оценки можно уточнять в случае, когда
параметры слабой α-квазивыпуклости для f и g различны (в частности, если один из функ-
ционалов f или g выпуклый в обычном смысле). Например, если целевой функционал f вы-
пуклый, а g — слабо α-квазивыпуклый, то оценка (2.4) принимает вид

f(x̂)− f(x∗) 6 ε, g(x̂) 6
ε

α
‖∇̃g(x̂)‖∗.
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3. Оценка скорости сходимости субградиентного метода с переключениями

с относительной точностью по целевому функционалу

Теперь рассмотрим задачу (1.1) минимизации выпуклой однородной функции на выпук-
лом замкнутом подмножестве X ⊂ R

n. В данном разделе работы будем аналогично [3, гл. 6]
предполагать (1.3), откуда следует f(x) > γ0‖x‖ ∀x ∈ X для некоторого фиксированного
γ0 > 0. Далее, если не оговорено иное, в качестве начальной точки методов будем выбирать
проекцию x0 начала координат на множество X относительно рассматриваемой нормы

‖x0‖ := min
x∈X
{‖x‖}. (3.1)

Напомним, что в [3, теорема 6.1.1] при сделанных предположениях обосновано следующее
неравенство:

‖x0 − x∗‖ 6
2

γ0
f∗. (3.2)

Если допустимое множество задачи есть аффинное подпространство, x0 — проекция 0 на
это подпространство и норма евклидова ‖ · ‖ = ‖ · ‖2, то согласно [3, теорема 6.1.1] неравен-
ство (3.2) можно усилить

‖x0 − x∗‖2 6
1

γ0
f∗. (3.3)

Это позволит далее улучшать полученные в общем случае вычислительные гарантии в несколь-
ко раз.

Очевидно, что аналогичное (3.3) неравенство верно уже для произвольной нормы и любого
допустимого множества задачи в случае 0 ∈ X, если ограничения возможно записать в виде
системы неравенств с выпуклыми функционалами, а точку x0 выбрать нулевой. В частности,
для задачи (1.2) вполне возможно ограничение вида x ∈ L (L — аффинное подпространство)
записать в виде системы двух неравенств для линейных функционалов ограничения, а в ка-
честве X выбрать все пространство. Такой подход даст возможность по сравнению c [3], в
частности, избежать при выборе начальной точки x0 дополнительной операции проектирова-
ния 0 на аффинное подпространство L.

Теперь покажем, как можно видоизменить алгоритм 1, чтобы было возможно гарантиро-
вать достижение качества решения задачи (1.1) с заданной относительной точностью δ > 0.
Слабую α-квазивыпуклость будем предполагать лишь для функционала ограничения g отно-
сительно искомого решения x∗ задачи (1.1).

Теорема 2. Пусть выпуклый однородный функционал f Mf -липшицев на X при неко-

тором Mf > 0 и удовлетворяет условию (1.3), g — слабо α-квазивыпуклый относительно

искомого решения x∗ задачи (1.1) на X, а также для некоторого C > 0 верно

2V (x0, x∗) 6 C2 ‖x0 − x∗‖2 (3.4)

и начальная точка x0 выбрана согласно (3.1). Тогда для всякого δ > 0 можно подобрать

входные параметры ε > 0 и Θ0 > 0 алгоритма 1 так, что после

N >
4C2 max{1,M2

f }
γ2
0
δ2

(3.5)

итераций этого метода гарантированно будут выполнены следующие неравенства:

f(x̂) 6 f∗(1 + δ), g(x̂) 6
δ f∗ ‖∇̃g(x̂)‖∗

α
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предположения (3.4) можно подобрать входной пара-
метр Θ0 алгоритма 1 так, чтобы для некоторого R > 0 было верно

2V (x0, x∗) 6 2Θ2
0 = R2

6 C2 ‖x0 − x∗‖2.

Выберем теперь ε =
Rγ0 δ

2C
. Тогда после остановки алгоритма 1 согласно теореме 1 и замеча-

нию 3 будут выполняться следующие неравенства:

f(x̂)− f∗
6

Rγ0 δ

2C
, g(x̂) 6

Rγ0 δ ‖∇̃g(x̂)‖∗
2C α

.

Теперь исходя из сделанного предположения R 6 C ‖x0−x∗‖ и в силу неравенства (3.2) имеем

f(x̂)− f∗
6

Rγ0 δ

2C
6

γ0 δ ‖x0 − x∗‖
2

6 f∗δ,

а также g(x̂) 6
δ f∗ ‖∇̃g(x̂)‖∗

α
.

Вспоминая оценку количества итераций (2.7) (после которых гарантированно будет вы-

полнен критерий остановки алгоритма 1) с учетом ε =
Rγ0 δ

2C
, получим оценку (3.5) числа

итераций алгоритма 1, после которых для точки-выхода заведомо будет достигнута δ-относи-
тельная точность решения поставленной задачи по целевому функционалу.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 4. Отметим (см. [4;14]), что предположение (3.4) вполне естественно для
многих известных примеров выбора прокс-функций вне зависимости от x0 и x∗. Хорошо извест-
но [4;14], что если для произвольных x, y ∈ X существует зависящая от величины размерности
пространства константа Cn > 0 (причем Cn = O(log n)) такая, что d(x − y) 6 Cn ‖x − y‖2, то

V (x, y) 6 Cn ‖x − y‖2 при любых x, y ∈ X. Тогда (3.4) будет верно при всяком C2 >
Cn

2
вне

зависимости от x0 и x∗.

З а м е ч а н и е 5. Если воспользоваться адаптивным критерием остановки алгоритма 1

(п. 14 листинга) и не заменять
∑

k∈I

1

‖∇̃f(xk)‖2
на
|I|
M2

f

, то при практической реализации метода

достижение приемлемого качества решения возможно за меньшее число итераций по сравне-
нию с доказанной оценкой (3.5). В частности, неравенства (2.7) и (3.5) можно заменить на
следующие:

N >
2Θ2

0

ε2
max

{
1,max

k∈I
‖∇̃f(xk)‖2

∗

}
=

4C2

γ2
0
δ2

max
{
1,max

k∈I
‖∇̃f(xk)‖2

∗

}
.

Эти оценки могут оказаться лучшими по сравнению с (2.7) и (3.5) на классе Mf -липшицевых
целевых функционалов.

З а м е ч а н и е 6. Рассмотрим теперь случай евклидовой нормы и прокс-структуры, т. е.

V (x, y) = d(x− y) =
1

2
‖x− y‖22

для произвольных x, y ∈ X, и предположим, что допустимое множество задачи есть аффин-
ное подпространство, а начальная точка x0 — евклидова проекция начала координат на до-
пустимое множество задачи. В этом случае рассуждения существенно опираются на неравен-
ство (3.3) для выпуклого и однородного функционала f , что позволяет уменьшить константу
в полученной оценке (3.5). Кроме того, в этом случае нет необходимости вводить предположе-
ние (3.4). Действительно, для евклидовой нормы возможно подобрать входной параметр Θ0

алгоритма 1 так, чтобы для некоторых R > 0 и C > 1 было верно

‖x0 − x∗‖22 6 2Θ2
0 = R2

6 C2 ‖x0 − x∗‖2,
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и положить ε =
Rγ0 δ

C
. Это означает, что после остановки алгоритма 1 будут выполняться

неравенства

f(x̂)− f∗
6

Rγ0 δ

C
, g(x̂) 6

Rγ0 δ ‖g(x̂)‖∗
C α

.

Поэтому для описанных выше предположений ввиду (3.3) имеем

f(x̂) 6 f∗(1 + δ), g(x̂) 6
δ f∗ ‖g(x̂)‖∗

α
,

при чем в силу выбора ε =
Rγ0 δ

C
оценка числа итераций (3.5), необходимых для выполнения

критерия остановки алгоритма, уменьшается в 4 раза. В отличие от предыдущего результата
параметр C > 1 можно выбрать произвольно. Чем больше выбирается параметр C, тем выше
будет точность достигнутого решения, но вычислительные затраты (необходимое количество
итераций) будут большими. Ясно, что улучшение оценки (3.5) в 4 раза в условиях теоремы 2
возможно и для произвольной нормы, если 0 ∈ X.

Теперь рассмотрим еще один метод зеркального спуска с переключениями (см. [9, алго-
ритм 3]), для которого при соответствующих предположениях можно выписать оценки скоро-
сти сходимости для задачи минимизации выпуклого однородного Mf -липшицева функциона-
ла f на множестве X с унимодальным Mg-липшицевым на X функционалом ограничения g
(Mf ,Mg > 0). Напомним, что функционал g : X → R называется унимодальным (квазивыпук-

лым), если для произвольных x, y ∈ X

g
(
(1− λ)x+ λ y

)
6 max{g(x), g(y)} ∀λ ∈ [0; 1].

Обратим внимание, что при анализе этого метода для унимодального функционала огра-
ничения g вместо (суб)градиента ∇̃g(y) возможно рассматривать некоторый элемент набора
векторов нормалей ко множеству уровня функции g в точке x

D̂ g(x) = {p | 〈p, x− y〉 > 0 ∀y ∈ X : g(y) < g(x)}.

Как правило, D̂g(x) — непустой, замкнутый и выпуклый конус. Следуя [15], мы предполага-
ем, что D̂ g(x) 6= {0} при x 6= x∗. Здесь уже x∗ — произвольное решение задачи (2.1). Будем
обозначать через D g(x) произвольный ненулевой вектор из D̂ g(x). Однако вместо D g(x) мож-
но использовать и субградиент в смысле Кларка, если он существует, конечен и отличен от
нуля. Для выпуклого целевого функционала будем использовать субградиент ∇̃f в смысле
выпуклого анализа. В этом случае очевидно, что ∇̃f(y) 6= 0 при y 6= x∗.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выпуклый однородный функционал f Mf -липшицев на X при некото-

ром Mf > 0 и удовлетворяет условию (1.3), g унимодален и Mg-липшицев на X при Mg > 0,
а также верно (3.4) и начальная точка x0 выбрана согласно (3.1). Тогда для всякого δ > 0
можно подобрать входные параметры ε > 0 и Θ0 > 0 алгоритма 2 так, чтобы после

N >
4C2M2

f

γ2
0
δ2

итераций этого метода гарантированно будут выполнены следующие неравенства:

f(x̂) 6 f∗(1 + δ), g(x̂) 6
Mg f

∗ δ

Mf

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [9, теорема 4] показано, что для унимодального (и в частности
выпуклого) Mf -липшицева функционала f (Mf > 0) после выполнения критерия остановки
алгоритма 2 (выполнения достаточного количества итераций) верны следующие неравенства:

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 Mfε, max
k∈I

g(xk) 6 εMg. (3.6)
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А л г о р и т м 2: Адаптивный зеркальный спуск, случай унимодального функционала огра-
ничения

Require: ε > 0, Θ0 : d(x∗) 6 Θ2
0

1: x0 = argmin
x∈X

d(x)

2: I =: ∅
3: N ← 0
4: repeat

5: if g(xN ) 6 εMg then

6: xN+1 = MirrxN

( ε ∇̃ f(xN ))

‖∇̃f(xN ))‖∗

)
// “продуктивный шаг”

7: else

8: xN+1 = MirrxN

( εD g(xN ))

‖D g(xN ))‖∗

)
// “непродуктивный шаг”

9: end if

10: N ← N + 1

11: until 2
Θ2

0

ε2
6 N

Ensure: x̂ := arg min
xk, k∈I

f(xk)

В силу предположения (3.4) возможно подобрать входной параметр Θ0 алгоритма 1 так,
чтобы для некоторого R > 0 было верно 2V (x∗, x

0) 6 2Θ2
0 = R2 6 C2 ‖x0 − x∗‖2. Выберем

теперь ε =
R√
N

, что вполне корректно в силу критерия остановки алгоритма 2. Тогда (3.2) и

(3.6) означают, что

f(x̂)− f∗ = min
k∈I

f(xk)− f∗
6

Mf R√
N

6
2C f∗Mf

γ0
√
N

,

а также

g(x̂) 6 max
k∈I

g(xk) 6
2C f∗Mg

γ0
√
N

6
Mg f

∗ δ

Mf

.

Теорема доказана.

Аналогично замечанию 6 можно заключить, что если для произвольной нормы возможно
дополнительно предположить x0 = 0 ∈ X или же норма евклидова и допустимое множество
задачи — это аффинное подпространство (начальная точка есть проекция 0 на это подпро-
странство), то полученную в теореме 3 оценку количества итераций возможно уменьшить в 4
раза:

f(x̂) 6
(
1 +

CMf

γ0
√
N

)
f∗

6 (1 + δ)f∗,

откуда N >
C2M2

f

γ2
0
δ2

, а также

g(x̂) 6
CMg f

∗

γ0
√
N

6
Mg f

∗ δ

Mf

.

4. Заключение

В работе предложены некоторые субградиентные методы, применимые к задачам мини-
мизации выпуклого однородного функционала при наличии одного или нескольких выпуклых
липшицевых функционалов ограничения. Полученные результаты основаны на специальных
подходах к выбору шага и критерия остановки в зеркальных спусках с переключениями. По-
казано, что выполнение предложенных критериев остановки гарантирует для точки-выхода
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достижение заданной относительной точности δ > 0 решения задачи по целевому функциона-
лу, причем значение функционала ограничения сопоставимо с δ. При этом попутно предложен
алгоритм 1 и в качестве базового результата доказана оценка скорости сходимости с абсолют-
ной точностью для задачи минимизации слабо α-квазивыпуклого целевого функционала со
слабо α-квазивыпуклым функционалом ограничения.

Если говорить о доказанных теоретических оценках для алгоритмов 1 и 2, то они опти-
мальны с точностью умножения на константу на классе задач выпуклого программирова-
ния с выпуклыми липшицевыми функционалами [4]. Тем более это касается более широко-
го класса слабо α-квазивыпуклых или унимодальных липшицевых функционалов. Теорети-
ческие результаты для алгоритма 1 применимы и на более широком классе задач со слабо
α-квазивыпуклым функционалом ограничения, для алгоритма 2 — на классе задач с унимо-
дальным Mg-липшицевым функционалом ограничения. Однако алгоритм 2 не адаптивен в том
смысле, что явно использует значение константы Липшица Mg > 0 при проверке продуктив-
ности шага (а не только в оценке скорости сходимости). Алгоритм 1 позволяет этого избежать,
но для другого класса слабо α-квазивыпуклых функционалов ограничения. Однако при этом
для реализации алгоритма 1 необходимо знать α > 0, да и условие унимодальности представ-
ляется проще для проверки на практике. Отметим, что для задач с унимодальным целевым
функционалом и выпуклым функционалом ограничениям возможно использовать аналог ал-
горитма 2 c условием проверки продуктивности шага, которое не использует константу Mg

(см. [9, алгоритм 2]). Но в настоящей работе это опущено, поскольку выпуклость целевого
функционала существенно использована для получения оценок с относительной точностью, а
для выпуклых задач алгоритм 1 приводит к лучшим оценкам в сравнении с алгоритмом 2.

В качестве возможного развития настоящей работы представляется интересным исследо-
вание свойств прямо-двойственности предложенных зеркальных спусков по аналогии с [8], но
уже для задач с относительной точностью. Также представляет интерес разработка методов
с гарантией достижения приемлемой относительной точности решения для негладких задач
со специальной структурой (например, седловых задач), которая может улучшать оценки ско-
рости сходимости в плане необходимого числа итераций на базе использования различных
ускоренных методов оптимизации.

Авторы выражают огромную признательность А.В. Гасникову, а также рецензенту за по-
лезные обсуждения и рекомендации.
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