
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 26 № 3 2020

УДК 517.986.7:517.983.23

О СВЯЗЯХ МЕЖДУ ФУНКЦИОНАЛЬНЫМИ ИСЧИСЛЕНИЯМИ

БОХНЕРА — ФИЛЛИПСА И ХИЛЛЕ — ФИЛЛИПСА

А. Р.Миротин

Классическое функциональное исчисление Хилле —Филлипса генераторов C0-полугрупп, изложенное

в известной монографии этих авторов, имеет в качестве символов преобразования Лапласа мер и приво-

дит к ограниченным операторам. Другое важное функциональноте исчисление генераторов полугрупп —

исчисление Бохнера — Филлипса — использует в качестве символов функции Бернштейна. В работе да-
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Введение

Известное функциональное исчисление Хилле— Филлипса генераторов однопараметриче-
ских полугрупп операторов [1, гл. 15, 16] использует в качестве символов класс функций,
представимых в виде преобразований Лапласа

La(s) :=

∞∫

0

estda(t) (s < ω0), (0.1)

σ-конечных комплексных регулярных борелевских мер a на R, сосредоточенных на R+. (Про-
странство таких мер далее будет обозначаться через M(R+).) При этом условия, налагае-
мые в [1] на меру и полугруппу, приводят к тому, что возникающие в результате операторы
ограничены. Там же (с. 463) поставлена задача построения такого расширения этого исчисле-
ния, которое бы приводило к неограниченным операторам. Это вызвало поток работ в данном
направлении (см, например, [2–7] и списки литературы в указанных работах).
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Другое важное функциональное исчисление генераторов полугрупп, исчисление Бохнера—
Филлипса, использует в качестве символов функции Бернштейна (см., например, [8;9], а также
монографию [10, гл. 13], где рассмотрен случай сжимающих полугрупп). В данной работе
рассматривается версия, использующая отрицательные функции Бернштейна [9]. Связи этого
исчисления с голоморфным исчислением и исчислением Хирша рассматривались, например,
в [11].

Основной целью статьи является установление связей между исчислениями Бохнера—
Филлипса и Хилле— Филлипса, в частности доказательство правила умножения и теоремы о
сложной функции. В качестве следствия получается правило обращения операторов, возника-
ющих в исчислении Бохнера— Филлипса. Для этих целей оказалось удобным класс символов,
используемых в исчислении Хилле— Филлипса, расширить так, что возникающие операторы
могут быть и неограниченными. Аналогичная задача для генераторов групп рассматривалась
в [2]. Подход, основанный на другом классе символов (причем для наборов нескольких ком-
мутирующих генераторов), представлен в [12].

Всюду ниже A есть генератор ограниченной C0-полугруппы T в банаховом пространстве X
с областью определения D(A) и образом Im(A). Существенной областью оператора A мы на-
зываем такое линейное многообразие L ⊂ D(A), что A есть замыкание своего сужения на L.
Через LB(Y,X) обозначается пространство линейных ограниченных операторов, действую-
щих между банаховыми пространствами Y и X, LB(X) := LB(X,X). Если f — функция
на R+, то через f̂ будет обозначаться преобразование Лапласа меры f(t)dt. Для регулярной
положительной борелевской меры µ на R+ через µ(t) обозначается ее функция распределения,
непрерывная слева (т. е. µ(t) = µ([0, t)) при t > 0). При этом нам будет удобно считать, что
µ(t) = 0 при t ≤ 0. Через LM будем обозначать класс функций, для которых представле-
ние (0.1) справедливо при ω0 = 0. Результаты работы частично анонсированы в [13].

1. Расширение исчисления Хилле — Филлипса

Данный раздел носит вспомогательный характер. В нем мы вводим расширенное исчис-
ление Хилле— Филлипса и даем условия замкнутости возникающих операторов. Нижеследу-
ющее определение формально совпадает с определением, предложенным Хилле и Филлипсом
в монографии [1], но мы отказываемся от наложенных там ограничений, гарантирующих су-
ществование интеграла и ограниченность определяемого им оператора (см. также работу [2],
посвященную генераторам групп).

О п р е д е л е н и е 1. Для функции g из LM, g = La (a ∈ M(R+)) положим

g(A)x =

∞∫

0

T (t)xda(t),

где область определения D0(g(A)) этого оператора состоит из тех x ∈ X, для которых интеграл
в правой части существует в смысле Бохнера.

Следующий пример иллюстрирует определение 1.

П р и м е р 1. Пусть g(s) = s−1, s < 0. Тогда g = La, где da(t) = −dt (dt — мера Лебега
на R+). Таким образом, в силу определения 1 при x ∈ D0(g(A))

g(A)x = −

∞∫

0

T (t)xdt.

Предположим, что генератор A инъективен, а полугруппа T сильно устойчива (т. е. T (t)y → 0
при y ∈ X, t→ ∞), и покажем, что из определения 1 следует равенство

g(A) = A−1.
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Пусть x ∈ Im(A) и y = A−1x. Тогда

g(A)x = −

∞∫

0

T (t)Aydt = −

∞∫

0

dT (t)y = y.

Таким образом, D0(g(A)) ⊇ Im(A) и при x ∈ Im(A) имеем g(A)x = A−1x. Нам осталось
доказать включение D0(g(A)) ⊆ Im(A). С этой целью выберем произвольно x ∈ D0(g(A)) и
рассмотрим последовательность

yn := −

n∫

0

T (t)xdt.

Положим y := lim
n→∞

yn. Как известно, yn ∈ D(A) и

Ayn = −A

n∫

0

T (t)xdt = x− T (n)x.

Поэтому Ayn → x (n→ ∞), и в силу замкнутости оператора A имеем y ∈ D(A) и Ay = x, что
и завершает доказательство.

Теорема 1. Пусть g = La ∈ LM. Тогда справедливы следующие утверждения.

1) Если Im(A) ⊂ D0(g(A)), то оператор g(A)A ограничен относительно A.

2) Если дополнительно предположить, что оператор A инъективен, то g(A) замкнут

на подпространстве D(A) ∩D0(g(A)), наделенном нормой графика.

3) Если

∫
∞

0
‖T (t)‖d|a|(t) < ∞, то оператор g(A) ограничен на X и рассматриваемое

исчисление согласовано с классическим исчислением Хилле—Филлипса. В частности, это

имеет место, если полугруппа T равномерно устойчива (т. е. ‖T (t)‖ → 0, при t → ∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Для любого x ∈ D(A) определим операторы

Bnx =

n∫

0

T (t)Axda(t)

(интеграл понимается в смысле Бохнера). Поскольку у нас Ax ∈ D0(g(A)), то Bnx → g(A)Ax
(n → ∞) при всех x ∈ D(A). Далее, так как оператор A замкнут, то пространство Y = D(A),
наделенное нормой графика ‖x‖Y = ‖x‖+ ‖Ax‖, банахово. Кроме того, Bn ∈ LB(Y,X) ввиду

‖Bnx‖ ≤

( n∫

0

‖T (t)‖d|a|(t)

)
‖x‖Y .

В силу теоремы Банаха— Штейнгауза оператор g(A)A тоже принадлежит LB(Y,X), т. е.
для некоторой константы C > 0 выполняется неравенство ограниченности ‖g(A)Ax‖ ≤ C ‖x‖Y
(x ∈ Y ), это и означает, что оператор g(A)A ограничен относительно A (см., например, [14,
c. 241]).

2) Заметим сначала, что при x ∈ D(A) ∩D0(g(A)) справедливо равенство

Ag(A)x = g(A)Ax.

Действительно, с учетом замкнутости A и сходимости интегралов имеем

g(A)Ax =

∞∫

0

T (t)Axda(t) =

∞∫

0

AT (t)xda(r) = Ag(A)x,
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поскольку Im(A) ⊂ D0(g(A)). Теперь если A инъективен, то с помощью утверждения 1) по-
лучаем, что оператор g(A)x = A−1g(A)Ax замкнут на подпространстве D(A) ∩D0(g(A)) про-
странства Y как произведение замкнутого и ограниченного операторов.

3) Первое утверждение следует из свойств интеграла Бохнера. Если же полугруппа T
равномерно устойчива, то справедлива оценка ‖T (t)‖ ≤Me−σt, где σ > 0. Поэтому интеграл в
определении g(A)x существует в смысле Бохнера при всех x ∈ X и оператор g(A) ограничен,
так как

‖g(A)x‖ ≤

∞∫

0

‖T (t)x‖d|a|(t) ≤M‖x‖

∞∫

0

e−σtd|a|(t)

(последний интеграл сходится, поскольку по условию теоремы La ∈ LM; это по определению
означает, что интеграл в (0.1) существует при всех s < 0).

Теорема доказана.

Всюду далее для функции f на R+ через f̂ обозначается ее преобразование Лапласа, т. е.

f̂(s) :=

∞∫

0

estf(t)dt (s < 0).

Следствие 1. Пусть g = f̂ есть преобразование Лапласа функции f, причем при x из

D(A) существуют lim
n→∞

f(n)T (n)x и

∫
∞

0
T (t)xdf(t). Тогда Im(A) ⊂ D0(g(A)) и справедливы

все утверждения теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Интегрируя по частям, получаем при всех x ∈ D(A)

n∫

0

T (t)Axf(t)dt =

n∫

0

f(t)dT (t)x = f(n)T (n)x− f(0)x−

n∫

0

T (t)xdf(t), (1.1)

причем правая часть имеет предел при n→ ∞.

Следствие доказано.

Следствие 2. Если Im(A) ⊂ D0(g(A)), то оператор g(A)A ограничен, если ограничен

оператор A.

Следствие 3. Если Im(A) ⊂ D0(g(A)) и оператор A инъективен, то g(A)|Im(A) ограни-

чен относительно A−1.

Следствие 4. Если Im(A) ⊂ D0(g(A)) и существует ограниченный обратный оператор

A−1 на Im(A), то g(A) ограничен на Im(A).

Теорема 2. Пусть g = f̂ , где функция f такова, что оператор

Cy :=

∞∫

0

T (t)ydf(t)

ограничен на Im(A), а последовательность f(n)T (n) сходится на D(A) поточечно к опера-

тору B ∈ LB(D(A)). Тогда

1) Im(A) ⊂ D0(g(A)) и оператор g(A)A ограничен;

2) если оператор A инъективен, то оператор g(A)|D(A) ∩D0(g(A)) замкнут, а если еще

B = 0, то замкнут также и оператор g(A)|Im(A).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Включение Im(A) ⊂ D0(g(A)) сразу вытекает из следствия 1.
Переходя к пределу в формуле (1.1), получаем при x ∈ D(A)

g(A)Ax =

∞∫

0

T (t)Axf(t)dt = Bx− f(0)x−

∞∫

0

T (t)xdf(t), (1.2)

откуда и следует ограниченность g(A)A на D(A).
2) Здесь первое утверждение выводим из п. 1) и равенства g(A)x = A−1g(A)Ax (x ∈ D(A)∩

D0(g(A))), как в доказательстве теоремы 1. Пусть теперь B = 0. Полагая в (1.2) y = Ax, имеем

g(A)y = −f(0)A−1y −

∞∫

0

T (t)A−1ydf(t).

Но оператор

y 7→ A

∞∫

0

T (t)A−1ydf(t) =

∞∫

0

AT (t)A−1ydf(t) =

∞∫

0

T (t)ydf(t) = Cy

ограничен на Im(A), а потому оператор

y 7→ g(A)y = −A−1 (f(0)y + Cy)

замкнут на Im(A) как произведение замкнутого и ограниченного операторов.
Теорема доказана.

П р и м е ч а н и е. См. также следствие 5 ниже.

2. Связь с исчислением Бохнера — Филлипса

Следующие теоремы устанавливают связь между рассматриваемым исчислением и исчис-
лением Бохнера— Филлипса генераторов полугрупп, символами в котором являются функции
Бернштейна (см. определение 2, а также, например, [9]). Ниже через T будет обозначаться
класс отрицательных функций Бернштейна одного переменного. Функция ψ из T определена
и отрицательна на (−∞, 0), аналитически продолжается в левую полуплоскость комплексной
плоскости и допускает там интегральное представление

ψ(z) = c0 +

∞∫

0

(ezu − 1) u−1dρ(u) (Rez < 0), (2.1)

где c0 = ψ(−0); ρ — положительная мера на R+, причем

∫ r

0
dρ(u) <∞,

∫
∞

r

u−1dρ(u) <∞ при

r > 0.
Например, функции −(−s)β (0 ≤ β ≤ 1), − log(1− s) и −i arccos(1− s) принадлежат T (см.

[9; 15]).
Отметим, что ψ ∈ T , если и только если функция t 7→ −ψ(−t) является (положитель-

ной) функцией Бернштейна в том смысле, который придается этому понятию, например, в
монографии [10].

О п р е д е л е н и е 2. Для отрицательной функции Бернштейна ψ с интегральным пред-
ставлением (2.1) и генератора A ограниченной C0-полугруппы T на банаховом пространстве X
ее значение на операторе A при x ∈ D(A) определяется интегралом Бохнера

ψ(A)x = c0x+

∫

R+

(T (u)− I)xu−1dρ(u).
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При этом замыкание этого оператора, также обозначаемое через ψ(A), существует и является
генератором ограниченной C0-полугруппы gt(A) на X. Здесь gt(s) := etψ(s), а оператор gt(A)
понимается в смысле исчисления Хилле— Филлипса, поскольку функция gt(s) абсолютно мо-
нотонна на (−∞, 0] (последнее означает, что все ее производные неотрицательны, см., напри-
мер, [16, гл. 4]), а потому по классической теореме Бернштейна— Уиддера есть преобразо-
вание Лапласа некоторой субвероятностной меры νt (т. е. положительной меры, для которой
νt(R+) ≤ 1)1.

Теорема 3. Пусть ψ ∈ T , ψ(0) = 0. Тогда функция ψ̃(s) := ψ(s)/s принадлежит LM и

при всех x ∈ D(A) ∩D0(ψ̃(A)) справедливо равенство

ψ(A)x = Aψ̃(A)x = ψ̃(A)Ax, (2.2)

где ψ̃(A) понимается в смысле определения 1, а ψ(A) — в смысле исчисления Бохнера —

Филлипса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы (2.1) и теоремы Тонелли

ψ̃(s) =

∞∫

0

esu − 1

s
u−1dρ(u)

=

∞∫

0

( ∞∫

0

1[0;u](r)e
srdr

)
u−1dρ(u) =

∞∫

0

esr
( ∞∫

0

1[0;u](r)u
−1dρ(u)

)
dr = f̂(s),

где f(r) =

∫
∞

r

u−1dρ(u), а 1A — индикатор множества A.

Следовательно, если x ∈ D0(ψ̃(A)), то

ψ̃(A)x =

∞∫

0

T (t)xf(t)dt. (2.3)

С другой стороны, при x ∈ D(A) ∩D0(ψ̃(A)) по теореме Фубини для интеграла Бохнера

ψ(A)x :=

∞∫

0

(T (u)− I)xu−1dρ(u)

=

∞∫

0

( u∫

0

AT (t)xdt

)
u−1dρ(u) =

∞∫

0

( ∞∫

0

1[0;u](t)AT (t)xdt

)
u−1dρ(u)

= A

∞∫

0

T (t)x

( ∞∫

0

1[0;u](t)u
−1dρ(u)

)
dt = Aψ̃(A)x

(теорема Фубини применима, так как последний повторный интеграл совпадает с интегралом
Бохнера в (2.3), а потому абсолютно сходится).

Поскольку операторы A и T (t) перестановочны, аналогично доказывается и второе равен-
ство.

Теорема доказана.

1Полугруппа gt(A) называется подчиненной полугруппе T , терминология мотивирована приложе-
ниями к теории вероятностей (см., например, [10]).
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Следствие 5. Если оператор A имеет ограниченный обратный, то сужение операто-

ра ψ̃(A) на подпространство D(A) ∩D0(ψ̃(A)) есть замыкаемый оператор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для краткости D = D(A)∩D0(ψ̃(A)). Первая из фор-
мул (2.2) влечет равенство ψ̃(A)x = A−1ψ(A)x при x ∈ D. В силу теоремы 4.1 из [15] и ее
следствия операторы ψ(A) и A−1 коммутируют. В частности, так как D(A) ⊂ D(ψ(A)), то
при всех x ∈ D(A) ⊃ D имеем A−1ψ(A)x = ψ(A)A−1x. Следовательно, справедливо равенство
ψ̃(A)|D = ψ(A)A−1|D (вертикальная черта обозначает сужение), причем оператор ψ(A)A−1

на своей максимальной области определения замкнут как произведение замкнутого и огра-
ниченного операторов. Значит, оператор ψ̃(A)|D имеет замкнутое расширение, и, стало быть,
допускает замыкание (см., например, [14, с. 210]).

Следствие доказано.

Следствие 6. Оператор ψ̃(A) отображает D(A) ∩D0(ψ̃(A)) в D(A).

Следствие 7. Оператор A отображает D(A) ∩D0(ψ̃(A)) в D0(ψ̃(A)).

Следствие 8. Если полугруппа T равномерно устойчива, то оператор ψ̃(A) ограничен и

отображает X в D(A).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 D0(ψ̃(A)) = X, оператор ψ̃(A) ограничен и в
силу (2.2) ψ(A)x = Aψ̃(A)x при всех x ∈ D(A). Поскольку операторы ψ(A) и Aψ̃(A), фигу-
рирующие в обеих частях этого равенства, замкнуты, а подпространство D(A) всюду плотно,
это равенство выполняется при всех x ∈ X. Следовательно, ψ̃(A)x ∈ D(A) при всех x ∈ X.

Следствие доказано.

Теорема 4. Пусть g = La ∈ LM, где a — положительная σ-конечная борелевская мера,

а полугруппа T равномерно устойчива. Если функция ψ ∈ T имеет интегральное представ-

ление (2.1), причем функция

b(t) :=

∞∫

0

(a(t− u)− a(t)) u−1dρ(u)

имеет ограниченную вариацию на любом интервале вида (0, R), то h := gψ ∈ LM, и при

x ∈ D(ψ(A)) справедливы равенства h(A)x = ψ(A)g(A)x = g(A)ψ(A)x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку полугруппа T равномерно устойчива, то найдутся
такие постоянные M > 0, σ > 0, что ‖T (t)‖ ≤ Me−σt при всех t ∈ R+. А так как La(s)
существует при всех s < 0, то (см. [16, гл. 2, теорема 2.2a]) a(t) = o(ect) при всех c > 0. Поэтому
в силу теоремы 1 оператор g(A) ограничен. Заменяя при необходимости ψ(s) на ψ(s) − ψ(0),
можно считать, что в формуле (2.1) c0 = 0. Тогда h = Lb ∈ LM. В самом деле, так как по
нашему соглашению для функции распределения a(t) меры a справедливо равенство a(t) = 0
при t ∈ (−∞, 0], то, интегрируя по частям (см. [16, гл. 2, теорема 2.3a]), получаем при s < 0

g(s) =

∞∫

0

estda(t) = (−s)

∞∫

0

esta(t)dt.

Следовательно, при u ≥ 0 и s < 0 мы имеем

(esu − 1)g(s) = (−s)

∞∫

0

(esu − 1)esta(t)dt
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= (−s)

( ∞∫

0

es(t+u)a(t)dt−

∞∫

0

esta(t)dt

)
= (−s)

∞∫

0

est(a(t− u)− a(t))dt. (2.4)

Поэтому по теореме Тонелли при s < 0 (b(0) = 0) выводим

h(s) =

∞∫

0

(esu − 1)g(s)u−1dρ(u) = (−s)

∞∫

0

∞∫

0

est(a(t− u)− a(t))dtu−1dρ(u)

= (−s)

∞∫

0

est
( ∞∫

0

(a(t− u)− a(t))u−1dρ(u)

)
dt = (−s)

∞∫

0

estb(t)dt = Lb(s) (2.5)

(теорема Тонелли применима, так как из положительности меры a следует, что ее функция
распределения a(t) не убывает, а потому a(t− u)− a(t) ≤ 0).

В частности, в силу теоремы 1 оператор h(A) тоже ограничен.
С помощью интегрирования по частям легко проверить, что при x ∈ D(A)

g(A)x =

∞∫

0

T (t)(−Ax)a(t)dt.

Следовательно, при этих x справедливы равенства

(T (u)− I)g(A)x =

∞∫

0

T (u+ t)(−Ax)a(t)dt −

∞∫

0

T (t)(−Ax)a(t)dt

=

∞∫

0

T (t)(−Ax)(a(t− u)− a(t))dt.

Поэтому при x ∈ D(A) имеем по теореме Фубини для интеграла Бохнера

ψ(A)g(A)x

=

∞∫

0

(T (u)− I)) g(A)xu−1dρ(u) =

∞∫

0

( ∞∫

0

T (t)(−Ax)(a(t − u)− a(t))dt

)
u−1dρ(u)

=

∞∫

0

T (t)(−Ax)

( ∞∫

0

(a(t− u)− a(t))u−1dρ(u)

)
dt.

Обоснуем применимость теоремы Фубини. Так как ‖T (t)(−Ax)‖ ≤M‖Ax‖e−σt, то это вытекает
из равенства (см. (2.4))

∞∫

0

( ∞∫

0

e−σt(a(t− u)− a(t))dt

)
u−1dρ(u) =

∞∫

0

(e−σu − 1)g(−σ)

σ
u−1dρ(u) =

g(−σ)

σ
ψ(−σ) <∞,

обосновывающего абсолютную сходимость первого из повторных интегралов.
Следовательно, с учетом (2.5) имеем

ψ(A)g(A)x =

∞∫

0

T (t)(−Ax)b(t)dt =
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= −

∞∫

0

b(t)dT (t)x = −b(t)T (t)x |∞t=0 +

∞∫

0

T (t)xdb(t) = h(A)x

(мы воспользовались тем, что b(t) = o(eσt), b(0) = 0), и при x ∈ D(A) первое равенство дока-
зано. Но, поскольку D(A) есть существенная область для оператора ψ(A) [17, теорема 1], оно
верно при всех x ∈ D(ψ(A)).

Для доказательства второго равенства заметим, что операторы T (u) и g(A) коммутируют
в том смысле, что при x ∈ X

T (u)g(A)x =

∞∫

0

T (u+ t)xda(t) =

∞∫

0

T (t)T (u)xda(t) = g(A)T (u)x,

а потому при x ∈ D(A)

h(A)x = ψ(A)g(A)x =

∞∫

0

g(A) (T (u)− I) xu−1dρ(u)

= g(A)

∞∫

0

(T (u)− I) xu−1dρ(u) = g(A)ψ(A)x.

Как и выше, это равенство распространяется на все x ∈ D(ψ(A)).
Теорема доказана.

Следствие 9. Пусть g ∈ LM и полугруппа T равномерно устойчива. Тогда h(s) :=
sg(s) ∈ LM и при x ∈ D(A) справедливы равенства h(A)x = Ag(A)x = g(A)Ax.

В самом деле, если в (2.1) в качестве ρ взять меру Дирака, то при c0 = 0 получим ψ(s) = s.

П р и м е р 2. Пусть g(s) = (−s)−α, ψ(s) = −(−s)β, 0 < β < 1, s < 0, α ≥ β. Как известно,

(−s)−α =
1

Γ(α+ 1)

∞∫

0

estdtα, −(−s)β =
β

Γ(1− β)

∞∫

0

(esu − 1)u−1−βdu.

Поскольку в этом случае a(t) = c1t
α, u−1dρ(u) = c2u

−1−βdu, то при t > 0

b(t) =

t∫

0

a(t− u)− a(t)

u
dρ(u)− a(t)

∞∫

t

u−1dρ(u)

= c3

t∫

0

(t− u)α − tα

u
u−βdu− c3t

α

∞∫

t

u−1−βdu

= c3t
α−β

( 1∫

0

(1− v)α − 1

v

dv

vβ
−

1

β

)
= c4t

α−β.

Так как α ≥ β, то функция b(t) имеет ограниченную вариацию на интервале (0, R) при любом
R > 0 (но это не так при α < β).

Если полугруппа T равномерно устойчива, то все условия теоремы 4 выполнены. Тогда
в силу этой теоремы для генератора A полугруппы T при всех x ∈ D((−A)β) справедливо
равенство

(−A)−α(−A)βx = (−A)β−αx.

В связи с идущим ниже следствием 10 отметим, что если ψ ∈ T , то функция −1/ψ на
(−∞, 0) абсолютно монотонна (см., например, [10, с. 27, теорема 3.7(ii)]), а потому по уже
упоминавшейся теореме Бернштейна— Уиддера принадлежит LM.
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Следствие 10. Пусть ψ ∈ T и полугруппа T равномерно устойчива. Тогда оператор ψ(A)
обратим и ψ(A)−1 = (1/ψ)(A), где правая часть понимается в смысле определения 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 оператор (1/ψ)(A) (в смысле определения 1) опре-
делен и ограничен на X. Так как (1/ψ)(s)ψ(s) = 1, то силу теоремы 3 при x ∈ D(ψ(A)) имеем

(1/ψ)(A)ψ(A)x = ψ(A)(1/ψ)(A)x = x.

Поскольку оператор ψ(A)(1/ψ)(A) замкнут как произведение замкнутого и ограниченного опе-
раторов, последнее равенство верно при всех x ∈ X. Следовательно, оператор ψ(A) биективен
и ψ(A)−1 = (1/ψ)(A).

Следствие доказано.

Идущее ниже следствие полезно сравнить с формулой Ноллау [18, теорема 7] для резоль-
венты логарифма оператора (см. также [15, теорема 9.1 и § 11, пример 2]).

Следствие 11. Пусть полугруппа T равномерно устойчива. Тогда существует ограни-

ченный обратный оператор

(log(I −A))−1x =

∞∫

1

(t−A)−1xdt

π2 + log2(t− 1)
+

∞∫

0

T (t)xdt (x ∈ X).

В частности, если генератор A инъективен, то

(log(I −A))−1x =

∞∫

1

(t−A)−1xdt

π2 + log2(t− 1)
−A−1x (x ∈ Im(A)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим следствие 10 к функции ψ(s) = − log(1 − s) ∈ T .
Известно, что для функции

ν(t,−1) =

∞∫

0

tξ−1

Γ(ξ)
dξ

справедливо равенство 1/ log(−s) = ̂ν(t,−1)(s) при s < 0 [19, гл. 5, § 5.7, (11)]. Отсюда выте-

кает, что 1/ψ = (̂−f), где f(t) = e−tν(t,−1) > 0. По следствию 10 существует ограниченный
обратный оператор

(log(I −A))−1x =

∞∫

0

T (t)xe−tν(t,−1)dt (x ∈ X).

Так как T равномерно устойчива, то σ(A) ⊂ {Re(z) ≤ 0}, а потому при t > 0

(t−A)−1x =

∞∫

0

e−tsT (s)xds.

Следовательно, по теореме Фубини для интеграла Бохнера

J1 :=

∞∫

1

(t−A)−1xdt

π2 + log2(t− 1)
=

∞∫

1

( ∞∫

0

e−tsT (s)xds

)
dt

π2 + log2(t− 1)

=

∞∫

0

T (s)xds

∞∫

1

e−ts

π2 + log2(t− 1)
dt.
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Применимость теоремы Фубини следует из оценки ‖T (s)‖ ≤ Me−σs (σ > 0) и сходимости
повторного интеграла

∞∫

1

( ∞∫

0

e−tse−σsds

)
1

π2 + log2(t− 1)
dt =

∞∫

1

1

(t+ σ)(π2 + log2(t− 1))
dt.

Но в силу [20, 2.6.27, формула 6]

J2 :=

∞∫

1

e−ts

π2 + log2(t− 1)
dt = e−s

∞∫

0

e−rs

π2 + log2 r
dr = e−sν ′(s)− 1,

где

ν(s) =

∞∫

0

st

Γ(t+ 1)
dt.

Значит,

J2 = e−s
∞∫

0

tst−1

Γ(t+ 1)
dt− 1 = e−sν(s,−1)− 1,

а потому

J1 =

∞∫

0

T (s)x(e−sν(s,−1)− 1)ds = (log(I −A))−1x−

∞∫

0

T (s)xds,

что доказывает первое утверждение следствия.
Если A инъективен и x ∈ Im(A), то в силу примера 1 отсюда получим второе утверждение

следствия.
Следствие доказано.

З а м е ч а н и е 1. Если в следствии 11 считать A отрицательным числом и положить
s = t− 1, z = 1−A, то приходим к равенству

∞∫

0

ds

(s + z)(π2 + log2 s)
=

1

log z
+

1

1− z
(z > 1),

дающему, в частности, значение преобразования Стилтьеса (относительно последнего, см.,
например, [16, гл. 8] или [21, гл. 5]) функции 1/(π2 + log2 s).

Теорема 5. Пусть h = La ∈ LM, где a — положительная мера, ψ ∈ T . Тогда h◦ψ ∈ LM
и если полугруппа T равномерно устойчива, то

(h ◦ ψ)(A) = h(ψ(A)),

причем этот оператор ограничен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что

(h ◦ ψ)(s) =

∞∫

0

euψ(s)da(u).

Но, как отмечалось выше,

gu(s) =

∞∫

0

estdνu(t) (s < 0, u ≥ 0)
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для некоторой субвероятностной непрерывной положительной меры νu на R+, причем по на-
шему соглашению νu(0) = 0. Интегрируя по частям, выводим отсюда, что

gu(s) = −s

∞∫

0

estνu(t)dt.

Следовательно, меняя порядок интегрирпования в силу теоремы Тонелли, получаем при всех
s < 0

(h ◦ ψ)(s) =

∞∫

0

(
(−s)

∞∫

0

estνu(t)dt

)
da(u) = −s

∞∫

0

est
( ∞∫

0

νu(t)da(u)

)
dt,

=

∞∫

0

estdt

( ∞∫

0

νu(t)da(u)

)
= Lα(s),

где α(t) :=

∫
∞

0
νu(t)da(u) (мы снова воспользовались теоремой 2.3a из [16, гл. 2]).

Таким образом, h ◦ ψ ∈ LM и при x ∈ X

(h ◦ ψ)(A)x :=

∞∫

0

T (t)xdα(t). (2.6)

Отсюда, прежде всего, следует граниченность оператора (h ◦ ψ)(A), так как

‖(h ◦ ψ)(A)x‖ ≤

∞∫

0

‖T (t)x‖dα(t) ≤M(Lα)(−σ)‖x‖.

Как и в доказательстве теоремы 4, найдутся такие постоянные M > 0 и σ > 0, что ‖T (t)‖ ≤
Me−σt при всех t ∈ R+, а поскольку Lα(s) существует при всех s < 0, то α(t) = o(eσt). Пусть
x ∈ D(A). Интегрируя по частям (и учитывая, что α(0) = 0), получаем из (2.6) и теоремы
Фубини, что

(h ◦ ψ)(A)x = T (t)xα(t)|∞0 −

∞∫

0

T ′(t)xα(t)dt = −

∞∫

0

T ′(t)xα(t)dt

= −

∞∫

0

( ∞∫

0

T ′(t)xνu(t)dt

)
da(u). (2.7)

Обоснуем здесь применимость теоремы Фубини для интеграла Бохнера. Так как ‖T ′(t)x‖ =
‖T (t)Ax‖ ≤M‖Ax‖e−σt, то достаточно доказать сходимость повторного интеграла

∞∫

0

( ∞∫

0

e−σtνu(t)dt

)
da(u),

который в силу теоремы Тонелли равен

∞∫

0

( ∞∫

0

νu(t)da(u)

)
e−σtdt = Lα(−σ).
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Поскольку

−

∞∫

0

T ′(t)xνu(t)dt = −T (t)xνu(t)|
∞

0 +

∞∫

0

T (t)xdνu(t) = gu(A)x,

то из (2.7) вытекает, что (h◦ψ)(A)x = h(ψ(A))x при x ∈ D(A). По непрерывности это равенство
верно при всех x ∈ X. В самом деле, ограниченность оператора, стоящего в левой части это-
го равенства, была доказана выше. Ограниченность же оператора, стоящего в правой части,
будет следовать из теоремы 1, если мы докажем, что оператор ψ(A) есть генератор равно-
мерно устойчивой полугруппы. Но это в самом деле так, поскольку, как отмечалось выше,

этот оператор порождает C0-полугруппу gt(A) =

∫
∞

0
T (u)dνt(u), где gt(s) := etψ(s) = Lνt(s), а

потому

‖gt(A)‖ ≤

∞∫

0

Me−σudνt(u) =Metψ(−σ) → 0 при t→ +∞

в силу неравенства ψ(−σ) < 0.
Теорема доказана.

П р и м е р 3. При h(t) = (−t)−α, ψ(s) = −(−s)β, α > 0, β ∈ (0, 1), из предыдущей
теоремы следует, что, если полугруппа T равномерно устойчива, то

((−A)β)−α = (−A)−βα.

Заключение

Таким образом, теоремы 3–5 устанавливают связь между классическими исчислениями
Хилле— Филлипса и Бохнера— Филлипса. Отметим, что две последние теоремы доказаны для
генераторов равномерно устойчивых полугрупп, что позволило получить в этом случае и пра-
вило обращения операторов в исчислении Бохнера— Филлипса (следствие 10). Представля-
ло бы интерес обобщение теорем 4 и 5 на случай генераторов произвольных ограниченных
(и сильно непрерывных) полугрупп операторов. Представляло бы интерес также ослабление
условий теоремы 2 и получение условий замыкаемости операторов, возникающих в исчислении
Хилле— Филлипса в смысле определения 1 данной работы.

Автор благодарит рецензента за замечания, способствовавшие улучшению изложения.
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