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В данной работе рассматривается задача о продолжении алгебраических многочленов с единичной
сферы евклидова пространства размерности m ≥ 2 на концентрическую сферу радиуса r 6= 1 с наимень-
шим значением L2-нормы. Найдено продолжение произвольного многочлена. Как следствие, получено
наилучшее продолжение класса многочленов заданной степени n ≥ 1, норма которых в пространстве L2

на единичной сфере не превосходит 1. Показано, что величина наилучшего продолжения равна rn при
r > 1 и rn−1 при 0 < r < 1. Описан наилучший метод продолжения. А.В.Парфененков в 2009 г. получил
подобный результат в равномерной норме на плоскости (m = 2).
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1. Введение

1.1. Постановка задачи. Основной результат

Пусть R
m, m ≥ 2, есть евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm), наделенное нормой

|x| = |x|m =
(

m
∑

k=1

x2k
)1/2

; Br = B
m
r = {x ∈ R

m : |x| ≤ r}, Sr = S
m−1
r = {x ∈ R

m : |x| = r} — соот-

ветственно, шар и сфера радиуса r > 0 с центром в начале координат пространства R
m; Zm

+ —
множество точек α = (α1, . . . , αm) ∈ R

m с целыми нетрицательными координатами, называе-
мых мультииндексами. Для мультииндекса α = (α1, . . . , αm) ∈ Z

m
+ и точки x = (x1, . . . , xm) ∈

R
m полагаем xα = xα1

1 xα2

2 · · · xαm

m .
Через L2(Sr) обозначим пространство комплекснозначных измеримых интегрируемых с

квадратом на Sr функций с L2-нормой

‖f‖ = ‖f‖L2(Sr) =

(

1

|Sr|

∫

Sr

|f(x)|2 dx

)1/2

;

1Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (поста-
новление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013). Исследо-
вания первого автора поддержаны также РФФИ (проект 18-01-00336).
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здесь |Sr| — площадь сферы Sr; L
2(Sr) является гильбертовым пространством относительно

скалярного произведения

(f, g) =
1

|Sr|

∫

Sr

f(x)g(x) dx, f, g ∈ L2(Sr). (1.1)

Пусть, далее, Pn = Pm
n для целого неотрицательного n есть множество алгебраических

многочленов
Pn(x) = Pn(x1, . . . , xm) =

∑

α = (α1, . . . , αm) ∈ Zm

+ ,
α1 + · · ·+ αm ≤ n

cαx
α (1.2)

от m действительных переменных x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m степени (не выше) n с комплексными

коэффициентами {cα}. Слагаемое xα в (1.2) называют мономом, а сумму α1 + · · · + αm —
степенью этого монома. Наибольшая степень монома с ненулевым коэффициентом называется
точной степенью многочлена Pn. Символом Bn обозначим множество многочленов из Pn,
нормы которых в пространстве L2(S) на единичной сфере S = S1 ограничены единицей, т. е.

Bn = {Pn ∈ Pn : ‖Pn‖L2(S) ≤ 1}.

Многочлену Pn ∈ Pn сопоставим ассоциированный с ним класс

Qn(Pn) = {Qn ∈ Pn : Qn(x) = Pn(x) для x ∈ S} (1.3)

многочленов Qn ∈ Pn, совпадающих с Pn на единичной сфере S. Для многочлена Pn ∈ Pn

наименьшее значение
un(Pn; r) = inf{‖Qn‖L2(Sr) : Qn ∈ Qn(Pn)}

L2(Sr)-норм многочленов из ассоциированного класса на сфере радиуса r можно интерпре-
тировать как величину наилучшего L2-продолжения многочлена Pn с единичной сферы S на
сферу Sr. В таком случае величину

θmn (r) = sup{un(Pn; r) : Pn ∈ Bn} = sup{un(Pn; r) : Pn ∈ Pn, ‖Pn‖L2(S) ≤ 1} (1.4)

естественно считать величиной наилучшего L2-продолжения множества многочленов Bn с S

на Sr. Рассматриваемая в данной статье задача заключается в нахождении точного значе-
ния величины наилучшего продолжения θmn (r) и наилучшего метода продолжения; назовем ее
задачей (1.4).

А.В.Парфененков (см. [1, 2009 г.]) решил задачу, подобную (1.4), в равномерной норме на
плоскости (m = 2) при любом r > 0.

Ниже будет дано решение задачи (1.4) для произвольной размерности m ≥ 2 при всех
r > 0, r 6= 1; в случае r = 1 задача (1.4) тривиальная: θmn (1) = 1.

Обозначим через Hn = H m
n множество гармонических (в R

m) многочленов Hn ∈ Pm
n .

Наконец, пусть Gn = Gm
n — множество однородных гармонических многочленов Gn ∈ H m

n ,
точная степень (и порядок однородности) которых есть n.

Основным в данной работе является следующая теорема.

Теорема. При любых m ≥ 2, n ≥ 1 справедливы следующие утверждения.

1. При r > 1 для величины наилучшего продолжения (1.4) имеет место формула

θmn (r) = rn; (1.5)

при этом экстремальными в задаче (1.4) являются лишь однородные гармонические много-

члены Gn ∈ Gn степени n с единичной нормой ‖Gn‖L2(S) = 1 и многочлены ассоциированных

с ними классов Qn(Gn).
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2. При 0 < r < 1 имеет место формула

θmn (r) = rn−1;

экстремальными в этом случае являются лишь однородные гармонические многочлены

Gn−1 ∈ Gn−1 степени n − 1 с единичной нормой ‖Gn−1‖L2(S) = 1 и многочлены ассоцииро-

ванных классов Qn(Gn−1).

Наилучший метод продолжения многочленов с единичной сферы на сферу Sr радиуса r 6= 1
описан ниже в разд. 4 после доказательства теоремы.

Как будет видно из леммы 1 и доказательства теоремы, случай n = 1 является вырожден-
ным, хотя формально для него теорема справедлива.

Задача (1.4) имеет смысл и при n = 0. Это тривиальный случай и его будет удобно обсудить
после доказательства леммы 1.

На будущее отметим два известных факта.

1. Для площади сферы Sr, r > 0, справедлива формула (см., например, [2, гл. XVIII, п. 676,
пример 3])

|Sr| = σm rm−1, σm = |S| =
2πm/2

Γ (m/2)
.

2. Для функции f, определенной, измеримой, суммируемой на сфере Sr, r > 0, имеет место
формула (детали можно найти, например, в [3, (26)])

∫

Sr

f(x) dx = rm−1

∫

S

f(rx) dx.

В дальнейшем высказывания о том, что многочлен из Pn и, в частности, из Hn имеет
степень n, означают лишь, что точная степень многочлена не выше n. Случаи, когда точная
степень многочлена равна n, будут оговариваться явно.

1.2. Разложение Гаусса алгебраических многочленов нескольких
переменных

В исследовании экстремальных задач для алгебраических многочленов нескольких пере-
менных важное значение имеет известная теорема Гаусса о представлении произвольного од-
нородного многочлена нескольких переменных через однородные гармонические многочлены;
доказательство этой теоремы можно найти в монографиях [4, гл. XI, § 2, теорема XI.1] и
[5, гл. IV, § 2, теорема 2.1]. В данной работе будет использоваться вытекающее из этой теоремы
представление Гаусса произвольного многочлена нескольких переменных через гармонические
многочлены. Мы сформулируем это утверждение в виде следующей теоремы (см., например,
[4, гл. XI, § 5, (XII.5.1)]).

Теорема A (Разложение Гаусса алгебраических многочленов). При любом целом неотри-

цательном n любой многочлен Pn ∈ Pn может быть представлен, и притом единственным

образом, в виде

Pn(x) =

[n/2]
∑

s=0

|x|2s Hn−2s(x), x ∈ R
m,

где Hj ∈ Hj .

Следствие. При любом r > 0 для любого многочлена Pn ∈ Pn существует единственный

гармонический многочлен Hn = Hn(Pn, r), который совпадает с Pn на сфере Sr. В частности,

для любого многочлена Pn ∈ Pn ассоциированный с ним класс (1.3) содержит единственный

гармонический многочлен.
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2. Структура ассоциированного класса

Авторы не претендуют на новизну следующего утверждения о представлении ассоцииро-
ванного класса (1.3). Однако мы не нашли в математической литературе ссылку на такой
результат. Поэтому здесь он приводится с доказательством.

Лемма 1 (Структура ассоциированного класса). При n ≥ 2 для любого многочле-

на Pn ∈ Pn ассоциированный класс Qn(Pn) состоит в точности из многочленов вида

Qn(x) = Pn(x) +
(

|x|2 − 1
)

Rn−2(x), Rn−2 ∈ Pn−2.

При n = 0 и n = 1 класс Qn(Pn) состоит только из многочлена Pn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обсудим вначале утверждения леммы для n = 0 и n = 1. При
n = 0 многочлен P0 ∈ P0 есть константа, и ассоциированный с ним класс Q0(P0), очевидно,
состоит только из константы P0.

В случае n = 1 многочлен P1 ∈ P1 имеет вид

P1(x1, . . . , xm) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm + am+1,

где {ak} — коэффициенты P1. Пусть

Q1(x1, . . . , xm) = b1x1 + b2x2 + · · · + bmxm + bm+1

есть многочлен также первой степени, который совпадает с P1 на единичной сфере. Рассмот-
рим их разность:

F1(x1, . . . , xm) = P1(x1, . . . , xm)−Q1(x1, . . . , xm)

= (a1 − b1)x1 + · · ·+ (am − bm)xm + (am+1 − bm+1).

Введем обозначение ck = ak − bk. Возьмем 2m точек, у которых одна из координат равна 1
или −1, а остальные равны 0. Эти точки принадлежат единичной сфере, поэтому разность F1

в этих точках обращается в нуль. В результате получим систему из 2m линейных уравнений
относительно переменных ck:

cm+1 ± ck = 0, k = 0, . . . ,m.

Эта система имеет лишь нулевое решение: ck = 0, 1 ≤ k ≤ m + 1. Значит, многочлен Q1

совпадает с многочленом P1 всюду в R
m.

Пусть теперь n ≥ 2. Предположим, что F есть многочлен, равный разности алгебраи-
ческих многочленов, принимающих одинаковые значения на единичной сфере S, т. е. F есть
многочлен, зануляющийся на единичной сфере:

F (x) ≡ 0, x ∈ S. (2.1)

Точки x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m представим в виде x = (ξ, y), где ξ = x1 ∈ R, y = (x2, . . . , xm) ∈

R
m−1. Запишем многочлен F (x) = F (ξ, y) как многочлен переменного ξ, коэффициенты кото-

рого являются многочленами от y:

F (ξ, y) =
n
∑

k=0

ck(y)ξ
k.

Разделим F (ξ, y) на многочлен второй степени ξ2 + |y|2m−1 − 1 = ξ2 + x22 + · · · + x2m − 1 пере-
менного ξ, считая координаты точки y параметрами. Получим соотношение

F (ξ, y) = R(ξ, y)(ξ2 + |y|2 − 1) + ξ U(y) + V (y), (2.2)
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где R(ξ, y), U(y) и V (y) суть многочлены соответственно переменных x = (ξ, y) и y.

Для произвольной точки y из открытого единичного шара
◦

B=
◦

B
m−1 пространства R

m−1

следующие два (различных между собой) значения

ξ± = ±
√

1− |y|2m−1

параметра ξ таковы, что точки x± = (ξ±, y) лежат на единичной сфере пространства R
m, и

потому согласно (2.1) имеем F (ξ±, y) = 0. Подставив эти точки в представление (2.2), получаем
соотношения

F (ξ±, y) = ξ±U(y) + V (y) = 0, y ∈
◦

B . (2.3)

Так как ξ+ 6= ξ−, то (2.3) влекут, что U(y) = 0, V (y) = 0 для y ∈
◦

B . А поскольку U и V суть
многочлены, то отсюда следует, что U и V тождественно равны нулю на R

m−1.

В результате для многочлена F получено представление

F (x) = R(x)
(

|x|2m − 1
)

, x ∈ R
m;

нетрудно понять, что многочлен R имеет степень не выше n− 2, т. е. принадлежит Pn−2.

Лемма 1 полностью доказана.

З а м е ч а н и е 1. Утверждение леммы 1 при n = 0 показывает, что задача (1.4) в этом
случае тривиальная. А именно, θm0 (r) = 1, r > 0, и экстремальными являются лишь два
многочлена ±1.

3. Наилучшее продолжение гармонического многочлена

В этом разделе будет исследовано наилучшее продолжение

un(Hn; r) = inf{‖Qn‖L2(Sr) : Qn ∈ Qn(Hn)}

с единичной сферы на сферу радиуса r > 0, r 6= 1, гармонических многочленов Hn степени
n ≥ 1. Будем исходить из того, что, как довольно очевидно, гармонический многочлен Hn ∈
H m

n является суммой

Hn =

n
∑

k=0

Gk (3.1)

однородных гармонических многочленов Gk ∈ Gm
k степени k, 0 ≤ k ≤ n.

Лемма 2 (Продолжение гармонического многочлена). При n ≥ 2, r > 0, r 6= 1, для гар-

монического многочлена Hn, записанного в виде (3.1), имеет место формула

un(Hn; r) =
(

r2n‖Gn‖
2
L2(S) + r2(n−1)‖Gn−1‖

2
L2(S)

)1/2
. (3.2)

Наилучшее продолжение осуществляют лишь многочлены

Q∗
n(x) = Hn(x) + (|x|2 − 1)R∗

n−2(x), (3.3)

где R∗
n−2 суть многочлены степени (не выше) n − 2, для которых на сфере Sr обязательно

справедливо представление

R∗
n−2(x) = −

1

r2 − 1

n−2
∑

k=0

Gk(x), x ∈ Sr. (3.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 1 для произвольного многочлена Qn ∈ Qn(Hn)
справедливо представление

Qn(x) = Hn(x) + (|x|2 − 1)Rn−2(x),

в котором Rn−2 — произвольный многочлен из Pn−2. В силу следствия теоремы A многочлен
Rn−2 на сфере Sr совпадает с некоторым гармоническим многочленом Hn−2 степени (не выше)
n− 2, который согласно формуле (3.1) имеет вид

Hn−2(x) =

n−2
∑

k=0

G0
k(x), x ∈ R

m,

где {G0
k}

n−2
k=0 — однородные гармонические многочлены. Следовательно, для многочлена Rn−2

на Sr справедливо представление

Rn−2(x) =

n−2
∑

k=0

G0
k(x), x ∈ Sr.

Итак, на сфере Sr для многочлена Qn имеет место формула

Qn(x) = Gn(x) +Gn−1(x) +

n−2
∑

k=0

(

Gk(x) + (r2 − 1)G0
k(x)

)

, x ∈ Sr.

Все n + 1 слагаемое правой части этой формулы являются однородными гармоническими
многочленами соответствующей степени. Такие многочлены ортогональны на сфере Sr от-
носительно скалярного произведения (1.1) (см., например, [5, гл. IV, § 2, следствие 2.4] или
[4, гл. XI, § 3]). Поэтому

‖Qn‖
2
L2(Sr)

= ‖Gn‖
2
L2(Sr)

+ ‖Gn−1‖
2
L2(Sr)

+

n−2
∑

k=0

‖Gk + (r2 − 1)G0
k‖

2
L2(Sr)

.

Наименьшее значение последней величины достигается на многочленах {G0
k}

n−2
k=0 , которые, по

крайней мере, на сфере Sr определены формулами

G0
k = −Gk/(r

2 − 1), 0 ≤ k ≤ n− 2.

Итак, доказано, что

un(Hn; r) = inf{‖Qn‖L2(Sr) : Qn ∈ Qn(Hn)} = ‖Gn +Gn−1‖L2(Sr)

=
(

‖Gn‖
2
L2(Sr)

+ ‖Gn−1‖
2
L2(Sr)

)1/2
=

(

r2n‖Gn‖
2
L2(S)

+ r2(n−1)‖Gn−1‖
2
L2(S)

)1/2
.

Минимум здесь достигается на любом многочлене вида (3.3), в котором R∗
n−2 есть многочлен

степени n− 2, имеющий на сфере Sr вид (3.4).

Лемма 2 доказана.

З а м е ч а н и е 2. По нашему мнению представляет интерес тот факт, что многочле-
ны (3.3) на сфере Sr независимо от значения r > 0, r 6= 1, определены одной и той же
формулой

Q∗
n(x) = Gn(x) +Gn−1(x), x ∈ Sr.



Наилучшее L
2-продолжение алгебраических многочленов 53

4. Завершение исследования задачи (1.4)

4.1. Доказательство основной теоремы

Обоснуем вначале утверждения теоремы в случае n ≥ 2. Согласно следствию теоремы A
для любого многочлена Pn ∈ Pn ассоциированный с ним класс содержит (единственный) гар-
монический многочлен Hn ∈ Pn. Ассоциированные классы этих двух многочленов совпадут,
поэтому

un(Pn; r) = un(Hn; r).

Воспользовавшись представлением (3.1) многочлена Hn и формулой (3.2), получаем соотно-
шение

un(Pn; r) =
(

r2n‖Gn‖
2
L2(S) + r2(n−1)‖Gn−1‖

2
L2(S)

)1/2
. (4.1)

Отсюда при r > 1 имеем

un(Pn; r) ≤ rn
(

‖Gn‖
2
L2(S) + ‖Gn−1‖

2
L2(S)

)1/2

≤ rn
(

n
∑

k=0

‖Gk‖
2
L2(S)

)1/2
= rn‖Hn‖L2(S) = rn‖Pn‖L2(S).

Итак, при r > 1 для любого многочлена Pn ∈ Pn справедлива оценка

un(Pn; r) ≤ rn‖Pn‖L2(S).

Из доказательства нетрудно сделать вывод, что последнее неравенство обращается в равенство
в том и только том случае, если Hn = Gn. Отсюда следует и равенство (1.5), и приведенная в
формулировке теоремы характеризация экстремальных многочленов.

Утверждения основной теоремы при r > 1 доказаны.

В случае 0 < r < 1 формула (4.1) влечет неравенство

un(Pn; r) ≤ rn−1
(

‖Gn‖
2
L2(S) + ‖Gn−1‖

2
L2(S)

)1/2
.

Отсюда, как и при r > 1, следует, что в случае 0 < r < 1 для любого многочлена Pn ∈ Pn

справедлива оценка

un(Pn; r) ≤ rn−1‖Pn‖L2(S).

Эта оценка влечет все утверждения теоремы и при 0 < r < 1.

При n ≥ 2 основная теорема доказана.

Рассмотрим случай n = 1. Многочлен P1 первой степени является гармоническим и имеет
вид P1 = G0 + G1, где G0 есть константа, а G1 — однородный многочлен первой степени.
Согласно лемме 1 ассоциированный с P1 класс состоит из одного этого многочлена. Поэтому
в этом случае имеем

u1(P1; r) = ‖P1‖L2(Sr) =
(

r2‖G1‖
2
L2(S) + ‖G0‖

2
L2(S)

)1/2
. (4.2)

Формула (4.2) есть аналог формулы (4.1). Дальнейшие рассуждения в обоснование теоремы
при n = 1 проводятся так же, как при n ≥ 2.

Теорема полностью доказана.
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4.2. Наилучший метод продолжения

В приведенном доказательстве теоремы построен метод, который продолжает многочлен
Pn ∈ Pn с единичной сферы в пространство R

m до многочлена степени не выше n c наи-
меньшим значением L2-нормы на сфере Sr радиуса r 6= 1; мы называем его здесь наилучшим

методом продолжения. В случае n = 1 при любом r > 0 таковым методом является тожде-
ственный оператор, который многочлену P1 ∈ P1 сопоставляет этот же многочлен. В случае
n ≥ 2 метод состоит из двух шагов.

1. Многочлену Pn ∈ Pn сопоставляем ассоциированный с ним гармонический многочлен
Hn ∈ Pn.

2. Многочлену Hn, используя представление (3.1), по формуле (3.3) сопоставляем много-
член Q∗

n ∈ Pn.
Построенное отображение Pn → Q∗

n множетва Pn в себя как раз и будет наилучшим мето-
дом продолжения. При n ≥ 4 оно неоднозначное, поскольку многочлен R∗

n−2 в формуле (3.3)
определен однозначно лишь на сфере Sr.

Однако отображение Ar, которое многочлен Pn ∈ Pn с единичной сферы S наилучшим
образом (т. е. с наименьшим значением L2-нормы) продолжает на сферу Sr, r 6= 1, определено
однозначно формулой

(ArPn)(x) = Gn(x) +Gn−1(x), x ∈ Sr;

это отображение является линейным оператором и для нормы этого оператора из L2(S) в
L2(Sr) справедлива формула

‖Ar‖L2(S)→L2(Sr) = max{rn, rn−1}.

В таком понимании наилучший метод продолжения однозначный, единственный и линейный.
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